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Zasada sprzecznos$ci w Swietle
nowszych badan Bertranda Russella.
Napisat
Leon Chwistek.

WSTEP.

1. Poglady na zasad¢ uprzocznosei w Grocyi. — 2. Rozbior krytyki prof. Lukasiewi-

cza. — 3. Teoryo Hegla i Meinonga. — 4. Zasada sprzecznos$ci w filozofii polskiej

(Trontowski, Lukasiewicz). — 5. Teoryo Poincar¢go i Russella. — 6. Glowna teza
niniejszej pracy. — 7. Teza dodatkowa i rozktad materyatu.

1. Zagadnienie, jakiem w niniejszej pracy zamierzam si¢ zajac,
nalezy do kategoryi pytan, ktore w ostatecznej redukcyi sprowadzajg
si¢ do olbrzymiego problemu: czy sprzeczno$¢ jest istotng wtasciwoscig
mys$li ludzkiej, czy tez nie. — Problemat ten zajmowat filozofow od
czasOw najdawniejszych. Od najdawniejszych tez czas6w rozwazano go
rownolegle z innym wielkim problemem, z problemem istnienia. Zanim
jeszcze sformulowano explicite zasade sprzeczno$ci, zanim wigc stwo-
rzono narz¢dzie do odrdznienia tego co nie jest sprzeczne od tego co
zawiera sprzeczno$¢, oparli Eleaci na pojeciu sprzecznos$ci kryteryum
odr6zniajace to co istnieje od tego, co nie istnieje. Wiemy mianowicie ’),
ze Parmenides odmowil istnienia $wiatu zjawisk jedynie dlatego, ze
dostrzegal w nim na kazdym kroku sprzecznos$ci. Od stwierdzaé sprze-
cznodci roi si¢ rzeczywiscie filozofia grecka, poczawszy od bezwarto-
sciowych sofizmatow a skonczywszy na glebokich i do dzi§ dnia inte-
resujacych paradoksach. Jakkolwiek jednak wszyscy niemal filozofowie
zajmuja si¢ konstatowaniem sprzecznosci, to przeciez nie wszyscy
w rozwiazywaniu ich ida §ladem Eleatow. Potrzeba zalatwienia si¢
z sprzeczno$ciami, usunigcia ich lub tez zdeprecyonowania, nie jest
w Grecyi bynajmniej tak ogoélna jak dzisiaj, a poglady afirmujace
sprzeczno$¢ nie sa rzadkos$cia. Juz wielkiemu Heraklitowi przypisy-

Por. Wassorberg: O intuicyi u Bergsona, Przeglad filozoficzny 1912.
1+



4 LEON CHWISTEK [271]

wano mniemanie, jakoby tosamo moglo by¢ i nie by¢ 1). a Protagoras
twierdzit kategorycznie, ze kazde mniemanie jest prawdziwe, temsa-
mem wigc przyjmowal, ze moga by¢ prawdziwe dwa sady z soba
sprzeczne a).

Poglady te rozwijaly si¢ rownolegle z ideami majacemi poczatek
u Parmenidesa. Za czasow Aleksandra Wielkiego obydwa kierunki
dosiggnely szczytu rozwoju. Z jednej strony Pyrrhon glosi nauke, Ze
kazda rzecz sama w sobie jest w rownym stopniu jednem jak i dru-
giem, a wszystko polega na ludzkiej umowie i obyczaju, a uczen jego
Tymon Flius wprowadza pojecie hoad-evsta xv Xo6ym dla wyrazenia
tego faktu, ze za kazdem zdaniem i zdaniem przeciwnem przemawiaja
rownie silne argumenty3. Z drugiej strony Arystoteles formuluje $ci-
$le zasadg¢ sprzecznos$ci i stawia ja na czele swej metafizyki jako ,,naj-
trwalsza" z zasad, a rownoczesnie poddaje ja interesujacej analizie,
ktoéra zawiera ustgpy wzbudzajace dzi§ jeszcze podziw.

2. W najnowszych czasach wystapit prof. Lukasiewicz z surowg
krytyka teoryi zasady sprzecznosci Arystotelesa. P. Lukasiewicz twier-
dzi, ze Arystoteles popehil zasadniczy btad, przyjmujac zasade sprze-
cznosci za podstawe wszelkiego dowodzenia, a rownocze$nie robigc da-
remne wysitki udowodnienia tejze. Rzeczywiscie, bytaby to niekon-
sekwencya nie do darowania, tern bardziej, ze dostrzezenie jej nie
przedstawialoby najmniejszej trudnosci. Azeby wyrobi¢ sobie zdanie
o tezie p. Lukasiewicza, zwrocimy si¢ do tekstow cytowanych przez
niego. Na str. 39 cytuje p. Lukasiewicz w oryginale dluzszy ustep me-
tafizyki (J14. 1006 a 3—15) i1 parafrazuje go w sposdb nastepujacy,
,»by uwydatni¢ nastrdj, ktéry w nim odczuwa":

»~My$my oto rzekli, ze niepodobna, azeby co$§ zarazem bylo i nie
bylo i wykazalismy przez to (!), ze =zasada ta jest najpewniejsza
z wszystkich. Chcecie dowodoéw? Niema dowodow! Jestto bowiem nieu-
ctwo nie wiedzie¢, co wymaga dowodu, a co nie wymaga. Nie mozna
przeciez dowodzi¢ wszystkiego, bobysmy si¢ zgubili w nieskonczono-
ci, tak, ze i wtedy nie byloby dowodu. Zreszta, jeSli wam tak bardzo
na dowodach zalezy, to owszem s3 i dowody; tylko nie takie zwykte,
lecz ,,elenchtyczne". Niechno ktory sprobuje choé¢ stowo powiedzie¢ ! Je-
$li za§ nic nie moéwi, to $mieszne byloby z nim si¢ spieraé, zupeinie
tak jakby$ z drzewem gadatl".

Ten ustep robi na p. Lukasiewiczu takie wrazenie, jak gdyby

< Arist. Met. T 3.
*) Arist. Met. T 5.
3) Uberweg Heinze: Grundriss der Gosch. der Phil. 1 324.
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Arystoteles ,,gniewal si¢ zamiast argumentowacH#i ,nadrabial ming, by
si¢ nie zdradzi¢, ze zjego sprawag krucho4 Musz¢ si¢ przyznaé, ze na-
wet w parafrazie p. Lukasiewicza tego ,nastroju4 wyczué nie mogg.
Owszem poglady Arystotelesa wydaja mi si¢ jasne 1 najstuszniejsze
w $§wiecie. Ten punkt byl juz omawiany przez tylu komentatoréw
Arystotelesal), ze wydaje mi si¢ wskazanem ograniczy¢ si¢ do kilku stow.

Co do pierwszej cze$ci cytatu, to stanie si¢ ona zupelnie jasng
w ciggu niniejszej pracy. Tutaj chciatbym zwréci¢ uwage na te dowody
zasady sprzeczno$ci, ktére nie sg zwykle ale elenchtyczne. Naprzod za-
pyta¢ si¢ nalezy, czy mamy prawo nazywaé wprowadzenie pojgcia do-
wodu elenchtycznego wybiegiem. Zdaje mi si¢, ze nie. Oto wyjasnienie:

W sprawie zasad nie moze by¢ dyskusyi. Arystoteles nie moze
zmusi¢ nikogo do przyjecia zasady sprzeczno$ci, nie moze wigc udo-
wodni¢ jej w znaczeniu tego wyrazu zwyklem. Do tego trzeba miec
gotowy system logiki, ktory obie strony dysputujace zaré6wno zechca
przyjac¢. Jest jednak Arystoteles w stanie dokonaé czego innego. Je$li
tylko przeciwnik podejmie si¢ mowi¢, nie trudno bedzie doprowadzi¢
go do sadow, ktéorych moze on sam nie begdzie akceptowal. Doprowa-
dzi¢ go do tego mozna oczywiscie tylko przy pomocy jakich$ rozumo-
wan, n. p. syllogizméw. Dla Arystotelesa rozumowania te nie moga mieé
oczywiscie warto$ci same przez si¢, wie bowiem o tern, ze majg one z gory
jako zalozenie zasade¢ sprzecznoS$ci, ale przeciwnik, ktoéryby przepro-
wadzit rozumowania te w mniemaniu, ze nie przyjal zasady sprzeczno-
§ci, moze si¢ z nich wiele nauczyé. RzeczywisScie, jesli n. p. przyjdzie
do wniosku, ze cztowiek jest trojrzedowcem, to moze zawaha si¢ w swo-
jem mniemaniu, — zdaje si¢, ze na to mozna bylo liczy¢, przynajmniej
w Grecyi. To, ze dowody Arystotelesa formalnie przypominaja rozu-
mowania klasyczne, nie moze by¢ miara znaczenia, w jakiem nimi ope-
ruje Arystoteles. Natomiast ciggle powotywanie si¢ ze strony Arysto-
telesa na to, ze bez zasady sprzecznos$ci nie mielibySmy wyrazéow
a temsamem poj¢é jednoznacznie okreslonych, wskazuje najlepiej, ze
Arystoteles rozumial wybornie na jakim terenie prowadzi swoje roz-
wazania. Chodzilo mu poprostu o to. zeby os$wietli¢ zasad¢ swoja z rdéz-
nych stron, azeby wyjasni¢ jej doniosto§¢ przeciwnikom. Dzisiaj, oczy-
wiScie argumenty te sa niepotrzebne, nie zalezy bowiem nikomu na
tern, azeby zjednywac zwolennikow zasady sprzecznosci.

3. W nowszych czasach walke przeciw zasadzie sprzecznosci
zainaugurowal Hegel, czynigc sprzeczno$¢ podstawowym postulatem
swojej filozofii. Sprzeczno$¢ jest wedlug Hegla powszechna wlasnoscia

Por. cytaty u p. Lukasiewicza na str. 58—59.
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przedmiotow, gdyz sarno istnienie przedmiotow pocigga sprzeczno$¢ po-
migdzy materya a formal). Argumenty Hegla nie maja powazniejszej
warto$ci, opiera si¢ on bowiem na zasadniczem nieporozumieniu, nie
odrézniajac tego, co jest sprzeczne od tego, co jest przeciwne2).

Dzisiaj glownym rzecznikiem sprzeczno$ci jest profesor uniwer-
sytetu w Grazu Meinong. Uczony ten noguje ogdlnos¢ zasady sprze-
cznosci, przyjmujac, ze sady odnoszace si¢ do przedmiotow takich jak
okrggly czworobok moga by¢ z soba sprzeczne. Z teoryami Meinonga
przyjdzie nam rozprawi¢ si¢ w ciagu dalszym.

4. Ciekawy poglad na zasade¢ sprzeczno$ci rozwingl si¢ w naszej
filozofii. Charakteryzuje si¢ on ultrapraktycznemi dazno$ciami. Tworca
iego, a zarazem najwybitniejszym przedstawicielem jest Trentowski.
Poglady zblizone do Trentowskiego znajdujemy w ksigzce prof. Luka-
siewicza o Arystotelesie, tej samej o ktorej mowiliSmy przed chwilg.
Obydwaj wymienieni autorowie odmawiajg zasadzie sprzecznosci war-
tosci aksyomatu logiki, spychajac ja dorzedu regut praktycznych. Itak
u Trentowskiego czytamy co nastgpujes):

»Wszystko to pokazuje, iz zasada sprzecznoS$ci niczego innego nie
naucza, tylko, aby$my mowili, dziatali i mysleli awoznie4), aby$Smy nie
platali si¢ sami z sobg w niedorzeczne przeciwienstwa. Strzez si¢ zatem
przed logicznym krzyzem ! Popeiniajac go w mysli, mowie lub uczynku,
mordujesz wtasng dusze, jak niegdy$ Zydzi Zbawiciela. Kto si¢ sam
z soba krzyzuje, jest moralnym samobdjca.

»W pospolitem zyciu, na tonie towarzystwa a nawet przed sado-
wym trybunalem, ma przeto zasada ta swe znaczenie i moze by¢ pra-
wdziwos$ci poznania sprawdzianem. Atoli w krajach umiej¢tnosci ma
si¢ rzecz zupetlnie inaczej“.

Prof. Lukasiewicz, jakkolwiek o Trentowskim wyraza si¢ z pe-
wnern lekcewazeniem6, daje wyraz pogladom niemal identycznym.
Swiadcza o tern nastepujace zdania:

»Warto$§é zasady sprzecznoS$ci nie jest natury logicznej, lecz lo-
giczno-praktycznej ale ta warto$§¢ praktyczno-etyczna jest tak olbrzy-
mia, ze wobec niej brak logicznej w rachube nie wchodzi“. (p. 147).

A dalej: (149)

’) ttborwog Heinzo: Grundriss IV p. 57.

2) Ais ob das, was contritr ist, nicht ebenso sehr ais contradictorisch bestimmt
worden mlissto. Hegel Wissenschaft der Logik. VVerke V 55, Ilerlin 1841.

3) Myslini, Poznan 1844 I, p. 416—417.

4 Konsekwentnie.

s) ,nawet nasz Trentowski powtarzal za mistrzem, Ze to prawo dawnej logiki
nie wiele je«t warte" p. 145. O zasadzie sprzecznosci u Arystot, Krakéw 1910.
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»Zasada ta jest jedyna bronig przeciw btedom i ktamstwu. Gdyby
sady sprzeczne nie znosily si¢ nawzajem, gdyby twierdzenie nie niwe-
czylo przeczenia, lecz jedno mogto istnie¢ spokojnie obok drugiego, to-
by$Smy nie mieli zadnego $rodka, aby falsz zdemaskowac¢ lub napigtno-
waé. — .. Tak wigc zasada sprzecznos$ci i tylko ona umozliwia nam
zwycigska walke z wszelkiego rodzaju nieprawda i na tem polega cale
jej znaczeniell

W wyciaganiu wnioskéw jest filozof epoki romantycznej o wiele
bardziej radykalny niz uczony wspodtczesny. ,,Z tego wszystkiego poka-
zuje sig—czytamy u Trentowskiego—iz zasada sprzeczno$ci jest oczy-
wistag niedorzeczno$cig, ktéra ma zarozumiato$¢ i natur¢ kazdej glupoty,
t. j. bedac sama niedorzecznos$cig, narzuca si¢ nam jako puklerz prze-
ciw niedorzecznosciom1lx); u p. Lukasiewicza daremnie szukalibySmy po-
dobnych enuncyacyi, nie mniej jednak musimy skonstatowac fakt, ze
p- Lukasiewicz nie uwaza wcale sprzeczno$ci w naukach apriory-
cznych za blad, ale przeciwnie pisze o niej co nastgepuje2):

,Dlatego tez nie widz¢ dla wiedzy zadnego w tem niebezpieczen-
stwa, je$liby jaka$ sprzecznos¢ w naukach apryorycznych, n. p. Russel-
lowska nie data si¢ rozwiaza¢, w naukach tych bowiem przyjmujemy
tylko sady $cisle udowodnione, jesliby wigc i jaka sprzecznos$é data si¢
udowodnié, to fakt ten moglibySmy najspokojniej zaregestrowaé i uwa-
za¢ nawet za cenng zdobycz naukowall

5. Umys$lnie zamieszczam tu powyzsze cytaty, aby zwroci¢ uwage,
na to, jak bardzo dalekie sa poglady naszych filozoféw na zasade
sprzecznosci, od tych teoryi, jakie pod wplywem rozwoju nauk mate-
matycznych wytworzyly si¢ na zachodzie. Za reprezentantow teoryj
tych mozna uwazac¢ stawnego matematyka Poincarégo i tworce teoryi
typéw logicznych Bertranda Russella. W zasadzie uczeni ci opieraja
si¢c na Arystotelesie. W dzietach ich daremnie szukaliby§my wzmianki
o jakiej§ etyczno-praktycznej roli zasady sprzecznos$ci, natomiast na
kazdym kroku spotykamy si¢ z dowodami, ze t¢ zasad¢ przyjmuja oni
za punkt wyjscia wszelkich teoretycznych dociekan. Co prawda, nie
ktada oni nacisku na teorye zasady sprzecznosci, kierujac swe usito-
wania przedewszystkiem do usunigcia paradoksow z logiki.

Rezultaty tych autorow, a szczegélnie Russella ida tak daleko, ze
wszelkie badania nad zasada sprzecznos$ci musza dzisiaj przedewszy-
stkiem na nich si¢ opieraé. I w pracy niniejszej, jak to tytul wska-
zuje, teorye Russella odgrywaja role podstawowa. Je$li nie z wszyst-

) L o p. 418.
2 1 c p. 150.
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kimi rezultatami tego myS§liciela mozna si¢ zgodzi¢, to powodd tego jest
jak sadze ten, ze w wielkiej ilosci pomystow i dociekan, przeprowa-
dzonych w stosunkowo krotkim czasie, musza si¢ zawsze znalezé my-
$li idace zbyt daleko 1 nie uwzgledniajace dostatecznie dozwolonych
granic hipotezy.

6. Z powyzszego krotkiego przegladu historycznego wynika, ze
problemat sprzecznos$ci zamyka w sobie wielkg ilo$¢ pytan, ktore z ro-
znych punktéw widzenia przez rdéznych filozofow byly rozwazane.
W pracy niniejszej nie tylko nie zamierzam dyskutowaé tych roéznych
problemow, ale powstrzymuj¢ si¢ nawet w znacznej cze¢Sci od ich sfor-
mulowania. Zadanie moje jest o wiele skromniejsze. Wiaze si¢ ono
sci§le z wielka idea siggajaca czasoOw Leibniza, a wznowionag w spo-
sob imponujacy w najnowszych czasach przez Peang¢ i Russella: idea
stworzenia doskonatego systemu logiki, obejmujacego wszystkie nauki
aprioryczne, a osobliwie matematyke. Dokonanie takiego czynu wy-
daje mi si¢ niestychanie waznem, pod warunkiem, zeby odno$ny sy-
stem nie zawieral sprzeczno$ci. Gdyby bowiem taki system rzeczywi-
$cie istnial, byloby pewnem, ze my$l ludzka i to my$l twodrcza nie
jest w sposob istotny zwiazana z sprzeczno$cia. Wszystkie inne formy
mysli, wiktajace si¢ w sprzeczno$ciach, moznaby woéwczas uznaé za
niedostatecznie rozwinigte 1 zanieczyszczone czynnikami obcymi. —
Z tych wtlasnie wzgledow wydaje mi si¢ zasadniczem pytanie:

Czy mozliwy jest doskonaly system logiki, wolny
od sprzecznos$ci?

Pytaniem tern zajmuje si¢ w pierwszym rzg¢dzie praca niniejsza.
Azeby rozwazy¢, jakiej kategoryi moze by¢ odpowiedZ na to pytanie,
nie mozna uchyli¢ si¢ od szczegdlowego rozbioru tych systemow logiki,
ktére dotychczas zostaty stworzone. Wiadomo, Ze stynny system Peany
upadt skutkiem pojawienia si¢ w nim znanych paradokséw, temsamem
wigc nie nadawal si¢ do rozwazan w niniejszej pracy.

W ostatniej jednak dobie oglosit Russell wspolnie z Whitheadein
wielkie dzieto p. t. Principia Mathematica, w ktérem dokonat niezwy-
kle $mialej proby rekonstrukcyi dzieta Peany w tym kierunku, aby
usuna¢ z niego wszelka sprzeczno$¢. Otdéz wydawalo mi si¢ konic-
cznem, podda¢ naprzod system Russella szczegdétowemu rozbiorowi. Re-
zultat tej pracy okazal si¢ negatywnym, doprowadzil bowiem do stwier-
dzenia w systemie Russella sprzecznosci.

Pomimo to, jak zobaczymy, zawiera system Russella idee, ktore
stanowig wazna podstawe do dalszych badan. Opierajac si¢ na nich wy-
kazuje, jakich rezultatow mozna si¢ po nich spodziewaé¢ i jakiej kate-
goryi jest odpowiedz na postawiony problemat. W rozdziale kofico-
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wyra zajmuj¢ si¢ problematem na pozor rownolegltym do poprzedniego,
a mianowicie:
Czy mozliwy jest system logiki wolny od zasady sprzecznosci?
Wykazuje, ze problemat ten jest iluzoryczny, sprowadza si¢ bo-
wiem do psychologii poszczegdlnych jednostek.

ROZDZIAL 1.

Logika formalna i jej paradoksy.

1. Potrzeba logiki formalnej i jej rozwéj w historyi. — 2. Istota logiki formalnoj.—
3. Przedstawienie paradokséw elementarnych.—4. Proby rozwigzania paradokséw przed
Poincarem. — 5 Toorye Poincare’go i Russella.— 6. Przedmioty sprzeczne. — 7. Teo-

rya Russella. — 8. Konklazya.

1. Zacznijmy od zalozenia, ze zasada sprzeczno$ci jest postulatem,
ktoremu winna czynié zado$¢ kazda logika. Zalozenie to mozemy roz-
szerzy¢ na wszystkie klasyczne zasady logiki, a w szczegdlnoSci na
zasady tozsamos$ci i wykluczonego Srodka. Wprowadzenie powyzszych
postulatow ujmuje myslenie w pewne ramy S$ci$le okreslone, wprowa-
dza mianowicie pojecie myslenia poprawnego. Jak dlugo obowiazuja
nasze zatozenia musimy wszelkie procesy mys$lowe wylamujace si¢
z pod nich uwazaé¢ za alogiczne, t. j. znajdujace si¢ w sferze nonsensu.

Postawienie powyzszych wskaznikéw nie usuwa samo przez si¢
zalezno$ci réznych sadow od psychologii jednostki rozumujgcej. Rze-
czywiScie, mozemy sobie z tatwoScia wyobrazi¢ dwoéch ludzi, ktérzy
zarO0wno przyjmuja wymienione postulaty, a mimo to podtrzymuja sady
wprost sobie przeciwne, przyczem porozumienie moze by¢ wykluczone.
Taki stan rzeczy moze pochodzi¢ stad, ze procesy myslowe u obu lu-
dzi wymienionych moga by¢ roézne. Otdz, wedlug naszych zatozen je-
den tylko z tych ludzi moze myS$le¢ zgodnie z zasadami logiki, drugi
mys$li napewno blednie. Wynika stad, ze nie wystarczy przyjaé¢ naszych
zalozen, aby uchroni¢ si¢ od btedéw. Zapytajmy si¢. jaka moze by¢
droga, ktora moze nas doprowadzi¢ do tego celu.

Oddawna zauwazono, ze na ogét biorac w procesach mys$lowych
powtarzaja si¢ systematycznie pewne zjawiska zwiazane z forma tych
proceséw. Tak n. p. je§li kto§ si¢ dowie, ze panowie A i B s3 jego
nieprzyjacidotmi, wnioskuje stad natychmiast, ze p. A jest jego nieprzy-
jacielem, a wniosek ten nie zalezy najzupelniej od tego, kim jest p. A.

To zjawisko naprowadzito Arystotelesa na mys$l, czy nie daloby
si¢ sformutowaé raz na zawsze tego, co w owych procesach jest nie-
zmienne. Mysl t¢ zrealizowal Arystoteles, tworzac swoj system logiki.
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System ten zostal przez syllogistyke sredniowieczna udoskonalony
w ten sposob, ze myslenie zostalo niemal zupeilnie zmechanizowane,
a podmiotowi mys$lacemu odjeta wszelka mozno$é kierowania si¢ intuicya
w wnioskowaniu. Syllogistyka zamykata si¢ jednak w zbyt ciasnych
ramach, aby mogta zaspokoi¢ wszystkie potrzeby. Nie byla n. p. zdolna
do wciggnigcia w swoj zakres matematyki. Totez juz Descartes prze-
ciwstawil syllogistyce metode analizy matematycznej, jako taczaca przy-
miot kompletnej S$cisto$ci z doskonata ptodnoscia. Ide¢ te spopularyzo-
waly pisma Kanta, ktéory oddzielal matematyke¢ jako nauke¢ intuicyjna
i syntetyczng od logiki jako nauki formalnej i analitycznej, a temsa-
mem bezplodnej. Kant nie uznawal przytem jakiegokolwiek postepu
w logice od czaso6w Arystotelesa. Opinia ta jest do dzisiaj do$¢ czesta
u filozofow, a potwierdzaja ja takie dzieta logiczne, jak logika Sigwarta
lub Wundta, ktére zajmuja si¢ jedynie psychologicznem pogigbieniem
teoryi Arystotelesa i1 uzupelniaja ja metodologia nauk experymen-
talnych.

Idea doskonatego systemu logiki zostata stworzona przez Leibniza,
jemu tez zawdzigczamy pierwsze proby zbudowania takiego systemu,
kontynuowano przez jego ucznidow Segnera i Lamberta. Prace te byly
jednak nieznane i dopiero w ostatnich czasach zwrdcit na nie uwage
Couturat. Dzisiejsza logika datuje si¢ od prac George’a Boole’a *), ktory
prawdopodobnie niezaleznie od swoich poprzednikéw doszedt do skon-
struowania systemu logiki formalnej, w formie co prawda do$o metnej.
W Niemczech oglosili systemy logiki Frege2 i Schroder3), dziela ich
jednak dla nadmiernej zawitosci symboliki pozostaly nieznane.

2. Wtasciwy przewrdét w tych usitlowaniach wywotlaty dopiero
prace prof. Peano, a w szczegdlnosci ogloszone przez niego w r. 1889
Arithmetices Principia nova methodo exposita. W dziele tern wyktada
Peano cala analiz¢ matematyczng przy pomocy ideografii logicznej
oparte] na ubogiej liczbie symbolow. System Peany skonstruowany jest
wedtug nastgpujacej zasady. Peano przyjmuje pewna liczbe poj¢é, ktore
nazywa pierwotnemi i o tych pojeciach wyglasza pewna liczbe ,pier-
wotnych twierdzen. Twierdzenia te zawieraja w sobie zasady przy po-
mocy ktéorych mozna z nich otrzymaé twierdzenia nowe, odnoszace si¢
do poje¢ pierwotnych. Zbidér tych twierdzen tworzy system Peany.

Nic dziwnego, ze dzielo Peany spotkalo si¢ z powaznem niedo-
wierzaniem, trudno bo tez pogodzi¢ si¢ z mysla, ze cala matematyka

’) The laws of Thought 1854.

J) Begriffnchrift, Halle 1879. Grundlagen der Arithmetik, Breslau 1884. Grund-
gesetze der Arithmetik, Jena 1893, 1903.

s) Algebra der Logik 1890, 1891, 1896.
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z [ej bogactwem twierdzen i1 poj¢é moze by¢ ,S$cisle i formalnie wypro-
wadzona zapomoca 10 zasad dedukcji i 10 innych premis ogoélno lo-
gicznej natury; i ze wszystkie przedmioty, ktéore zachodza w matema-
tyce, moga by¢ zdefiniowane przy pomocy przedmiotow zachodzacych
w 20 powyzszych premisachll'w. Mimo to wszyscy musieli si¢ zgodzic,
ze watpliwosci co do systemu Peany moga by¢ juzto natury filozofi-
cznej, juz to ogoélno logicznej, natomiast kwestya plodnosci nowego
aparatu nie podlegata dyskusyi. Nie znaczy to, zeby aparat logiczny
Peany miat by¢ uzytecznym w wynajdywaniu nowych twierdzen, co do
tego punktu zdania sg podzielone; chodzi o to tylko, ze klasyczne
twierdzenia matematyki moga by¢ rzeczywiScie wyprowadzone przy
pomocy tego aparatu. Otéz ta wtasnie plodnos$¢ ,nowej logikil mogta
da¢ najwiecej do mys$lenia tym, ktdérzy jeszcze pamigtali niefortunne
wysitki poprzednikéw. H. Poincar6 w swoich artykutach polemi-
cznych w Revue de Métaphysique et de Morale stara si¢ z jednej strony
umotywowaé plodnos$¢ logiki formalnej Peany ta okolicznoS$cia, ze rozne
sady intuicyjne matematyki zostaty posrednio lub bezposrednio objgte
20-ma aksjomatami, z drugiej za$ strony podnosi, ze nigdy nie mozemy
by¢ pewni, ze aparat Peany wystarczy do wyprowadzenia wszystkich
mozliwych twierdzen matematyki i wyraza przypuszczenie, ze ciagltego
odwotywania si¢ do intuicji zadng miarag unikngé¢ si¢ nie da. ,Kazde
z 9 poje¢ niezdefiniowanych — pisze Poincar6 —i kazde z 20 twier-
dzen nie mogacych si¢ dowie§é, ktore stanowia podstawe¢ nowej logiki,
logiki w znaczeniu szerokiem, zaktada akt nowy i niezalezny naszej
intuicyi i, dlaczego nie przyznaé, prawdziwy sad syntetyczny a priorill

,»,Co do tego punktu wszyscy zdaje si¢ sa w zgodzie, ale za to
inne zdanie p. Russella wydaje mi si¢ watpliwein, mianowicie, ze skon-
czy si¢ na tych odwotaniach si¢ do intuicyi, ze nie bg¢dzie potrzeba ro-
bi¢ nowych i ze begdzie mozna skonstruowaé cala matematyke bez od-
wotania si¢ do jakiegokolwiek nowego elementull?). Nie da si¢ zaprze-
czyl, ze zawsze mozemy sobie wyobrazi¢, ze z czasem zostang wpro-
wadzone nowe sfery mys$li, wobec ktéorych znane nam systemy okaza
si¢ za ubogie, jest jednak pewnem, ze aparat Peany uzupelniony nieco
przez Russella i innych nadaje si¢ w zupelnosci do objecia caloksztattu
nauk apriorycznych.

W tych warunkach moznaby bylo spoglada¢ na sprawe systemu
logiki jak najoptymistyczniej, gdyby nie pewne powazne trudnosci, ja-

*) Russel: The Principles of Mathematics, Cambridge 1903 p. 4.
2) R. M. M. 1905 p. 803.
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kie wytonity si¢ najniespodziewaniej. Oto, Russelli inni w badaniach
swoich doszli do paradoksow w rodzaju tradycyjnego paradoksu Epimeni-
desa. Pojawienie si¢ tych paradokséw wprowadzito problemat systemu
logiki w nowa faz¢. Nalezato si¢ teraz zapytaé, czy w istocie mysli
ludzkiej nie tkwia jakie$ zasadnicze, nie dajace si¢ usunaé sprzeczno-
$ci, ktore ide¢ systemu logiki wolnego od sprzeczno$ci musza uczynié
iluzoryczna. Mysl ta znajdowata do pewnego stopnia potwierdzenie
w teoryach niektérych filozoféw takich jak Meinong, Husserl, Lipps
i i, ktorzy afirmowali, ze nic mozemy uniknaé operowania przedmio-
tami sprzecznymi. Otéz gdyby tak bylto, system logiki wolny od sprze-
cznosci bylby rzeczywiscie niemozliwy, kazde bowiem zdanie wypo-
wiedziane o przedmiocie sprzecznym prowadzi natychmiast do sprze-
cznosci.

Zatatwienie si¢ z temi trudnos$ciami stato si¢ problematem pierw-
szorzednej wagi. Z pomiedzy wszystkich prob rozwigzania wyrdznity
si¢ genialne pomysly B. Russella, ktoére stanowia dzisiaj jedyny wska-
znik do dalszych badan, a ktéorymi zajmiemy si¢ szczegdtowo w nastg-
pnych rozdziatach. Zanim jednak do tego przystapimy, nalezy zapoznac
si¢ blizej z trudnosciami, na jakie napotykata idea zrealizowauia sy-
stemu logiki wolnego od sprzecznosci.

Paradoksy.

3. a) Klasycznym paradoksem jest paradoks Epimenidesa: Epime-
nides twierdzi, ie kiamie. Otdz, jesli mowi prawde, ze klamie, to kta-
mie rzeczywiscie, jesli jednak ktamie mowiac, ze ktamie, to to znaczy,
ze mowi prawde. Wynika stad, ze Epimenides zar6wno mowi prawde,
jak ktamie.

b) Drugi interesujacy paradoks zawdzigczamy Nelsonowi i Grel-
lingowi®. Wyobrazmy sobie cztowieka, ktory zabija wszystkich niesa-
mobdjcow, nie zabija jednak nikogo wigcej. Pytanie, czy czlowiek ten
zabije sam siebie, czy nie.

Tak, bo gdyby$Smy przypuscili, ze nie zabije sam siebie, to bylby
niesamobojca, a takich wszystkich musi on z definicyi zabijac.

Nie, bo jesli przypuscimy ze zabije sam siebie, to bylby samo-
bojca, a takich ludzi definicja nie pozwala mu zabija¢. Widzimy wigc,
ze czlowiek ten jest samobojca i niesamobdjca rownoczesnie.

* Principles.
a) Bemerkungen za den Paradoxioen ron Russell u. Burali Forti. (Abli. der

Friesschen Schule p. 305).
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c) Paradoks Russella. Azeby zrozumieé ten paradoks trzeba
oswoi¢ si¢ nieco z pojeciem zbioru. Jesli rozwazamy réwnoczesnie
wszystkie planety, wszystkich Polakow, wszystkie Ili-
czby cale, méwimy, ze mamy przed soba zbidr planet, zbiéor Pola-
kow, zbior liczb cafych. W takim razie mozemy powiedzie¢, ze
Wenus jest elementem zbioru planet, ze Mickiewicz jest elementem
zbioru Polakéw oraz ze liczba 5 jest elementem zbioru liczb ca-
Nalezy zwazy¢, ze kazdy zbior moze by¢ elementem nowego zbioru.
Tak n. p. zbiér Polakow jest elementem zbioru narodow i t. p.

Moglby teraz kto$§ zapytaé, czy zbior moze by¢é swoim wlasnym
elementem. Nie rozstrzygajac tego pytania, zwazmy, ze w kazdym ra-
zie zbiory co tylko wymienione nie majg powyzszej wlasnosci. Rzeczy-
wiscie, zbidr planet nie jest planeta, zbior Polakéw nie jest Polakiem,
zbior liczb catych nie jest liczba cata. Utworzmy teraz zbior K, kto-
rego elementami sg wszystkie zbiory majace t¢ wlasnos¢, Ze nie s3
swoimi elementami. Mozemy powiedzie¢ napewno, ze zbiory planet,
Polakéw 1 liczb catych s3a elementami zbioru K. Zapytajmy jednak,
czy zbiér K jest swoim wlasnym elementem. Odpowiedz bedzie
dwojaka.

Zbiér K jest swoim elementem, je$li bowiem przypuszcze, ze tak
nie jest, to zbior ten jest zbiorem nie zawierajacym siebie jako ele-
mentu, a wszystkie takie zbiory sa z definicyi elementami zbioru K.
Zbiér K nie jest swoim elementem, gdyby nim bowiem byl, bylby
zbiorem, zawierajacym siebie jako element a takie zbiory nie moga
by¢ elementami zbioru K.

d) Paradoks Berry’ego. Liczba zglosek w polskich nazwach
liczb catkowitych ros$nie nieograniczenie wraz z wzrostem liczb. Musza
tedy istnie¢ takie liczby, ktéorych niepodobna nazwac¢ bez uzycia
zgltosek n, jesli n jest liczba catkowita, tak wielka jak nam si¢ po-
doba. Niech bedzie n — 2. Zapytajmy si¢, czy istnieje najmniejsza
z liczb catych, ktéorych nazwa nie moze obejmowa¢ mniej niz dwa-
dziescia siedm zglosek. Otdz, niewatpliwie liczba taka istnie¢ musi,
gdyz ilos¢ liczb catych posiadajacych nazwy zawierajace 27 zglosek jest
skoniczona. Mogltby kto§ mysle¢, ze liczba ta jest n. p. 114214-21.
Rzeczywiscie nazwa tej liczby zawiera 27 zglosek, a kazda liczba
mniejsza moze by¢ nazwana przy pomocy mniej niz 27 zglosek.
Z drugiej strony jednak liczba ta jest w zupeilnosci okreslona fra-
zesem najmniejsza z liczb calych, ktorych nazwa nie moze obejmowal
mniej niz dwadziescia siedm zglosek, a frazes ten zawiera 25 zglosek.
Wynika stad, ze liczba 11421421 da si¢ nazwaé przy uzyciu mniej niz
27 zglosek, ze wigc nie posiada zgdanej wlasnosci.
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Nie wymieniam tutaj pozostatych paradokséw, z pomiedzy ktoérych
jeden nawet (paradoks Richarda) odgrywa rol¢ kapitalna w niniejszej
pracy. Wybralem tutaj te paradoksy, ktére mozna zrozumie¢ bez oso-
bnego przygotowania, nie chcialem bowiem przerywa¢ wiasciwego toku
mys$li, ani tez ograniczaé¢ liczby czytelnikow do tych, ktérzy znaja
odnosng literature.

4. Wymienione tutaj paradoksy sprawialy uczonym wiele ktopotu.
Sam Russell wymyslit swojego czasu trzy teorye, ktoére bezskutecznie
usitowaly wyjasni¢ tkwiace w nich trudno$ci. Sg to t. zw. zigzag
theory, the theory of limitation of size i no-classes theory4. W teo-
ryach tych Russell zwraca na to uwage, ze definicye zbioréow wtedy
prowadza do sprzeczno$ci, je$li sa zbyt skomplikowane, lub tez jesli
zakres zbiorow jest zbyt wielki, wreszcie radzi przyjmowac tylko ta-
kie zbiory, zeby sady o nich daly si¢ zastapi¢ sadami o ich elemen-
tach. Wszystkie te uwagi sg jednak nieuzyteczne, nie daja nam bowiem
zadnego kryteryum, ktoéreby pozwalalo odrozni¢ definicy¢ zbioru pro-
wadzgca do paradoksu od definicyi poprawne].

Rownie bezskuteczng jest teorya Zermoli. Zermelo2) odrzuca na-
iwne pojecie zbioru, a cata teorye¢ zbioru opiera na szeregu aksyoinatow,
ktore maja zarazem definiowaé pojecie zbioru. Metoda powyzsza jest,
jak stusznie zauwazyt Poincard §), niepoprawna, Zermelo nie udowodnit
bowiem, ze aksyomaty jego nie zawieraja sprzecznosci. Nalezy nad to
doda¢é, ze teorya Zermeli nie wyjasnia wcale paradoksu Epimenidesa.

5. Pierwszy zasadniczy krok do wyjasnienia paradoksoéw logiki
zrobit Richard, a mys$l jego rozwinal Poincaré4). Poincare zwraca
uwage na to, ze jeSli jaki$§ przedmiot A definiujemy przy pomocy bez-
posredniej lub posredniej pojecia tego przedmiotu, to popetniamy blg-
dne koto. Definicy¢ oparta na takiem blednem kole nazywa Poincard
niepredykatywna. — Azeby objasni¢ powyzsze twierdzenie zwréémy
si¢ do definicyi liczby 11421421 podanej w paradoksie Berry'ego. De-
finicya ta bylta nastepujaca: najmniejsza z liczb calych, ktorych nazwa
nie moze obejmowac¢ mniej niz 27 zglosek. Otdéz w definicyi tej jest
posrednia mowa o wszystkich liczbach, ktéorych nazwa nie moze obej-
mowa¢ mniej niz 27 zglosek, azeby wiec clefinicya ta miata sens, mu-

') On difficulties in the theory of transfinite Numbers and Order types. Pro-
ceedings of the London Mathem. Society 1906 vol IV,* cyt. Poincars§ R. M. M.1906
pag. 17.

2) Zermeio, Grnndlagen der Mengenlehre Mathemat. Annalen 65.

s) W publicznej dyskusyi w Getyndze w r. 1909 i w Rev. de M.et deMor.
lipiec 1909.

* Les mathematiques et la logique § IX R. M. M. 1906.
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sza te liczby by¢ okreslone w zupeinosci. Otdz pomigdzy temi liczbami
znajduje si¢ liczba 11421421. Okazuje si¢ tedy, ze definicya przyto-
czona liczby 11421421 opiera si¢ posrednio na pojeciu tej liczby, de-
finicya ta jest wig¢c niepredykatywna, a jako taka niema sensu.

Stosujac regute Poincarégo do pojecia zbioru mozemy zauwazyé
co nastepuje. Przypusémy, ze mamy dany zbidér Z wszystkich przed-
miotow, ktore czyniag zado$¢ tym a tym warunkom. Przy pomocy tego
zbioru mozemy zdefiniowa¢ nowy przedmiot A, ktoéry bedzie czynit za-
dos$¢ tym wtasnie warunkom, a wigc powinien by¢ elementem Z. Jesli
przedmiot A nie posiada innej definicyi, musimy si¢ zgodzi¢, ze przed-
miot A nie jest elementem zbioru Z. Wynika stad, ze zbidor Z nie za-
wiera wszystkich przedmiotéw, ktoére czynig zado$¢ postawionym wa-
runkom. Azeby usunaé t¢ sprzeczno$¢ podaje Poincaré nastepujacy
przepis definiowania zbiordw. Nalezy mowié: Z jest to zbiér, ktory za-
wiera wszystkie przedmioty, czyniagce zado$¢ tym a tym warunkom,
z wyjatkiem przedmiotow tych, ktoére sa zdefiniowane przy pomocy
zbioru Z. Regula ta jest niewatpliwie skuteczna do uniknigcia para-
dokséw, ma jednak t¢ wadg, ze sama wykracza przeciw zasadzie w niej
wyrazonej, na co zwrocil uwage Zermelo I).

Rzeczywiscie powyzsza definicya zbioru Z jest niepredykatywna,
bo opiera si¢ na pojgciu zbioru Z. Nie majgc bowiem zbioru Z nie mo-
zemy rozstrzygnaé, czy dany przedmiot jest zdefiniowany przy pomocy
pojecia tego zbioru, a temsamem nie mozemy nic powiedzie¢ o tern,
czy ten przedmiot do zbioru Z nalezy, czy nie.

Taki stan rzeczy sprawia, ze reguta definiowania zbioréw podana
przez Poincarégo nie moze si¢ utrzymaé. Wynika stad, ze niektore
zbiory dotychczas uwazane za okreslone w zupelnosci nie moga by¢
zdefiniowane.

Takimi sa wlasnie te zbiory, ktore o ileby§my przyjeli ich istnienie
,musiatyby zosta¢ rozszerzono przez nowe elementy zdefiniowane przy
pomocy pojecia tych zbiorowH2), a wigc zbior wszystkich przedmiotow,
zbior wszystkich wtlasno$ci, zbidér wszystkich sadow i t. d. Wynika
stad, ze glowna przyczyna paradoksOw jest nieostrozne operowanie
stowkiem wszystkiee Ta uwaga jest punktem wyjscia teoryi typow
logicznych Bertranda Russella.

6. Azeby teraz zdaé¢ sobie sprawg¢ z trudnosci filozoficznych, jakie
podniesiono przeciw idei systemu logiki wolnego od sprzecznosci,
zwrdéémy si¢ do pewnych ogdlnych rozwazan o pojeciu przedmiotu.

J) Neuer Boweis fur die Wohlordnung, Mathein. Annalon 65 p. 117.
Amor. Journ. XXX, Russell.
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Lipps *) wyroznia 4 gatunki przedmiotow:

l-o empiryczno rzeczywiste przedmioty, do ktorych zalicza przed-
mioty, ktoére za rzeczywiste uwazam, a wigc nietylko przedmioty dane
mi bezposrednio, ale n, p. osoby historyczne i t. p.

2-0 przedmioty intuicyjne, t. j. te, ktéore mysl tworzy na podsta-
wie danych wyobrazeniowych jak n. p. kontinuum tondéw, barw,
liczb i t. p.

3-0 przedmioty wyobrazni, takie jak n. p. zlota gora.

4-0 przedmioty urojone, czyli niemozliwe, do ktorych zalicza
|/—a, gdzie a> o 2) kwadratowe koto, i t. p.

Klasyfikacya ta jest nadzwyczaj charakterystyczna, zwlaszcza ze
wzgledu na grupe ostatniag, w ktérej jak widzimy znajduja si¢ przed-
mioty sprzeczne obok liczb zespolonych.

Podobne wyrdznienia znajdujemy u Meinonga. Tenze autor przy-
tacza szereg argumentow za tem, ze wszystkie wymienione przedmioty
zarbwno nalezg do nauki.

W szczegdlnosci zwraca Meinong uwage na to, ze wykluczenie
z logiki przedmiotdw nieistniejacych jest niemozliwe. Rzeczywiscie, je-
§li chce wykluczyé z logiki n. p. kwadratowe kolo, wydaje si¢ shu-
sznem przyjaé sad: kwadratowe kolo nie jest przedmiotem. Ale w tym
sagdzie mowig¢ o kwadratowem kole, nie wykluczytem go wigc z logiki3).
Nadto wskazuje Meinong na inng trudno$¢. Istnienie przedmiotdéw, ja-
kimi operuje matematyka byto kwestyonowane przez wielu uczonych,
gdyby$my wigc odrzucili przedmioty nieistniejgce, musieliby$§my po-
zby¢ si¢ kot, trojkatow i t. p. a temsamem przekreslilibySmy mate-
matyke 4.

Przeciwko argumentowi, ze powiedzenia takie jak ,kwadratowe
koto* sa nonsensem wystapit juz Bolzanof, ktory odroznil pojecie
nonsensu od tego co jest przeciwne sensowi. Odrdznienie to afirmuja
w zupelnos$ci Husserl i Meinong w mniemaniu, Ze czyni ono przyjecie
przedmiotow sprzecznych nieodzownem.

Zobaczmy teraz, jakie sa bezposrednie konsekwencye catej po-
wyzszej teoryi.

Wynika z niej naprzod, Zze skoro system logiki ma obejmowacd

*) Einheiten u. Kelationen, Leipzig 1902.

2) Dodatku tego brak u Lippsa, ale trzeba to ktas§¢ na karb lekcewazenia $ci-
stos§ci w okre$laniu.

3) Meinong: Ober die Stellung der Gegenetandstlieorio im System der Wissen-
schaftslehro, Leipzig 1907 p. 17.
% 1. c. 40.

t) Por. Husserl: Logische Untorsuchuugen I! p, 313.
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takze przedmioty sprzeczne, nie moze by¢ wolny od sprzecznosci.
Z klasyfikacyi Lippsa wynika jednak jeszcze inna sprawa, a miano-
wicie, ze nie mozemy znalez¢ kryteryow odrozniajacych przedmioty
sprzeczne od pozostalych. Rzeczywiscie kryteryow takich nie moze
nam dostarczy¢é system logiki, gdyz system ten pozwala nam udowo-
dni¢, ze kwadratowe koto jest, przedmiotem sprzecznym, zaréwno jak
i ze nim nie jest. (Wtasno$¢ t¢ posiada mianowicie kazde kwadratowe
koto. ktore jest i nie jest przedmiotem sprzecznym). Nie mniej zawo-
dza wszelkie kryterya intuicyjne, skoro intuicya zmusza nas do
traktowania pierwiastkow z liczb ujemnych na réwni z kwadratowemi
kotami.

7. Trudno$ci zwigzane z powyzszg teorya majg to wspdlne z pa-
radoksami, Zze nie latwo obali¢ je zapomocg analizy krytycznej, ale mo-
zna je usunal przez systematyczna konstrukcye¢ pojeé. Zobaczymy, ze
Russell dokonat tego w sposob niezwykle prosty. Russellowi udato si¢
to dzigki pomystowi, ze z czterech kategoryj przedmiotow Lippsa za-
chowat tylko pierwsza i to nie calg, a mianowicie przedmioty dane
bezposrednio, czyli to, co on obejmuje nazwa indywiduéw. Kategorye
pozostate Russell odrzucit, podajac zasade, wedtug ktorej sady, w kto-
rych pozornie figuruja przedmioty tych kategoryi, mozna przeksztalcié
na sady przedmiotéw takich nie zawierajace.

Jest jasne, ze metoda Russella wystarcza najzupeilniej do prze-
kreslenia trudno$ci, jakie z przedmiotéw sprzecznych zdaja si¢ wyni-
ka¢ dla systemu logiki. Rzeczywiscie od systemu logiki nie wymaga
si¢, zeby obejmowat wszystkie nasze mys$li, tak jak one sa dane
w procesach psychicznych, chodzi o co$§ zupeinie innego. Chodzi o to,
zeby te twierdzenia nauk apriorycznych, ktére sa prawdziwe, wywiesé
z aksyomatoéw logiki, przy czem jednak twierdzenia te mozemy formu-
towaé w sposob, jaki nam jest dogodny. Otéz rzeczywiscie, metoda
Russella wyklucza mnéstwo sadoéw jako takich z systemu, ale dostar-
cza sadow, ktore z tamtymi sg rownoznaczne t. z. identyczne z punktu
widzenia logiki. W ten spos6b metoda Russella osigga swdj cel w zu-
petnosci.

8. WidzieliSmy, z jakiemi trudno$ciami musi walczy¢ idea systemu
logiki wolnego od sprzeczno$ci i jakie drogi prowadza do ich usunig-
cia. Dalszem naszem zadaniem bedzie rozpatrze¢ te metody szczegd-
towo. W tych warunkach musimy si¢ zaja¢ analizg teoryi typoéw lo-
gicznych Russella oraz konstrukeya jego systemu, przynajmniej w ogol-
nym zarysie. Zadanie to wypeilni nam dwa najblizsze rozdziaty.
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ROZiDZIAL 1I.

Russellowska teorya typow logicznych.

1. Dziela Russella. — 2. Znaczenie naukowe teoryi typow. — 3. Pojecia fundamen-
talne. — 4. Zmienna, sad, funkcya. — 5. Indywidua. — 6. Zmienna pozorna. Ma-
tryco. — 8. Dalsze pojecia fundamentalne. — 9. Funkcye rzedu 1-go. — 10. Funkcye
rzedéw wyzszych. — 11. Wzgledno$¢é hierarchii funkcyi — 12. Uwaga o filozoficznero

znaczeniu teoryi typow.

1. Teorye typoéw logicznych wytozyt Russell po raz pierwszy
w rozprawie p. t. Mathematical Logic as based on the Theory of Ty-
pesl), jakkolwiek pierwszy jej pomys! znajduje si¢ juz w dodatku do
Principles of Mathematics. Na skutek artykutu krytycznego zamie-
szczonego przez PoinearAgo w Revue de Mctaphysique et de Morale3)
w ktorym niewatpliwie znalazto wyraz wiele nieporozumien, przed-
stawit Russel po raz wtoéry swoja teorye, w temze piSmie, w arty-
kule p. t. La thsorie de types logiques®). Najdoskonalszy wyktad
teoryi typow, oparty na pewnych korzystnych innowacyach znaj-
duje si¢ w dziele fundamentalnem: Whithead and Russell: Principia
Mathematica4). Dzieto to bedzie stuzylo za podstawe naszych roz-
wazan.

Studyum rozpraw Russella jest utrudnione z powodu postugiwa-
nia si¢ symbolikg logiczna, ktora aczkolwiek prosta stosunkowo, wy-
maga przeciez pewnego oswojenia si¢ z znaczkami, ktoérych jest peino.
Niewatpliwie przeprowadzanie dowodoéw logicznych bez pomocy symbo-
liki bytoby zadaniem dla nadmiernej rozwleklo$ci niemal nieziszczal-
nem. To nie jest jednak naszym celem. Nam bedzie przedewszystkiem
chodzilo o analiz¢ poj¢¢ i zasad fundamentalnych,a do tegozbyteczna
est symbolika. Dlatego w wyktadzie moim poming jazupelnie. Nato-
miast, aby nie traci¢ stycznoS$ci z dzietem Russella, zamieszcz¢ w przy-
piskach objasnienia znakéw, jakie Russell wprowadza dla tych utwo-
row. ktérymi bedziemy si¢ zajmowali.

Ujemna strong teoryi typow jest jej zalezno$¢ od psychologii
a nawet od filozoficznego stanowiska autora. Niewatpliwie od wstgpu
do systemu logiki nie wymaga si¢ tej samej $cistosci, co od samego sy-
stemu, wstep taki ma bowiem jedynie charakter oryentacyjny, pomimo
to jednak nie da si¢ zaprzeczy¢, ze jeSli co§ we wstgpie jest niejasne

') Amer. Journ. of Mathematics t. XXX p. 222 r. 1908.
s) La logique de Tinfini, lipiec 1909.

» R. d. M¢ét. et de Mor. 1910.

4 Cambridge 1910.
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to nasnnaé si¢ moze watpliwo$é, czy niejasno$¢ ta nie odbije sig
W sposOb niszczacy na wlasciwym systemie. Otdz wyjasnienie szczego-
lowe poj¢¢ poruszonych we wstepie Russella byloby identyczne z wy-
pracowaniem doskonalego systemu metafizyki i jest watpliwe, czy
wogo6le datoby si¢ dokona¢. Temsamem trudno marzyé o bezwzglednie
$cistem ugruntowaniu teoryi typow. Trudnos$ci te nie stoja jednak
w bezpos$rednim zwigzku z naszym problemem, gdyz nam chodzi nie
o teorye typow 1ijej klopoty ale o to, czy na niej mozna oprzed
system logiki wolny od sprzecznos$ci. Skutkiem tego w roz-
dziale niniejszym be¢dziemy mowili o zasadach teoryi typoéw o tyle
tylko, o ile to jest konieczne do jej zastosowan w systemie logiki.

Teorya typow logicznych opiera si¢ na pojeciu funkcyi propozy-
cyonalnej i zwiazanych z niem pojgciach zmiennej i sadu. Sa to nie-
watpliwie pojecia bardzo skomplikowane, w systemie logiki sa to jed-
nak elementy proste, z ktorych wszystko si¢ buduje. Tak wigc Russell
przyjmuje w swoim systemie pojecie sadu i pojecie funkcyi propo-
zycyonalnej bez definicyi pod nazwa poje¢¢ pierwotnych, albo funda-
mentalnych.

Taki stan rzeczy jest mozliwy oczywiscie tylko dzigki temu, ze
w systemie logiki operaeye sg raz na zawsze zdefiniowane i nie zaleza
od treéci pojeé. Zeby jednak dojsé do okreslenia tych operacyi niepo-
dobna uchyli¢ si¢ od analizy poje¢¢ i dlatego to teorya typow jest wia-
$ciwie analiza poj¢¢ fundamentalnych systemu Russella. Analizg ta zaj-
miemy si¢ natychmiast.

4. Zmienna jest to symbol, ktérego znaczenie nie jest okreslone
Rozne okreslenia tego symbolu nazywaja si¢ jego wartosciami. Tak
n. p. frazes: krél ‘polski moze figurowaé w zastepstwie ktoregokolwiek
z krolow polskich. W tym wypadku frazes ten jest symbolem zmien-
nym, a warto$ciami tego symbolu sa poszczegélni krolowie polscy.
Zbidér wartosci zmiennej nazywa st¢ jej zakresem. W naszym wypadku
zakres zmiennej jest to zbidr kroléw polskich. W dalszych rozwaza-
niach bedziemy do oznaczenia zmiennych uzywali liter x, y, z celem
uchronienia si¢ od dwuznacznos$ci zwigzanych z okre§leniami slownemi.
Uwagi te wystarczaja w zupeinosci do odrdéznienia zmiennych od tego,
co niemi nie jest. Podobne okreslenie nie da si¢ sformulowaé dla sa-
déw, zobaczymy bowiem, Ze na to, aby odrézni¢ to, co jest sadem, od
tego, co sadem nie jest, potrzebna jest wlasciwie cata teorya typow.
W systemie logiki mamy do czynienia jedynie z sadami, ktére otrzy-
maé¢ mozemy zapomoca regul zawartych w tym systemie, skutkiem
tego kryteryum powyzsze jest zbyteczne. Potrzebne jest coprawda za-
lozenie istnienia sadow pewnych niezaleznie od poje¢ zawartych w sy-
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stemie — ale do tego wystarczy poda¢ kilka przyktadow takich
sadow.

Funkcya propozycyonalng jest wszystko to. co zawiera zmienna,
i ma t¢ wlasno$é, ze przechodzi w sad. jesli zmienng zastagpimy przed-
miotem okres$lonym w zupeino$ci. Przyktadem funkcyi propozycyonal-
nej jest utwor: x jest czloiciekiem, gdzie x jest zmienna. Rzeczywiscie,
jesli na miejscu x bede¢ ktadt imiona wtasne takie jak: Sokrates, Al-
cybiades, Ksigzyc, otrzymywacé bede¢ sady. Fundamentalne zagadnienie
teoryi typow polega na tem, aby ustali¢, jaki jest zakres zmiennej
w danej funkcyi propozycyonalnej. Z chwila, kiedy to ustanowimy,
bedziemy mogli powiedzie¢, ze do kazdej funkcyi propozycyonalnej
nalezy zbioér sadow, prawdziwych lub falszywych, jakie z niej otrzy-
mane by¢ moga, przez podstawienie przedmiotow okreSlonych na
miejsce zmiennej. Sady te nazywaé bedziemy wartoSciami funkcyi,
zbiér za$ ich zbiorem warto$ci funkcyi. Zbidér wartosci funkcyi moze
by¢ uwazany za zakres zmiennej przedstawiajacej dowolna wartosé
funkcyi. To ostatnie pojecie nalezy odrdézni¢ od samej funkcyi, ktora
jest utworem przechodzacym w dowolna z swych wartosci pod pe-
wnymi warunkamix).

Widzimy, ze funkcye sa utworami zasadniczo réznymi od sadow,
zawieraja bowiem w sobie co$§ zmiennego, podczas gdy w sadach
wszystko jest okreslone. Podstawowym postulatem teoryi typow jest, ze
funkcye i sady nie dadza si¢ obja¢ wspolnem pojegciem, t. zn. ze zaden
sad z sensem wypowiedziany o funkcyi nie moze by¢ wypowiedziany
o sadzie.

5. Procz funkcyj propozycyonalnych i sadow wprowadza Russell
do logiki indywidua. Te 3 kategorye wyczerpuja caly materyal logiki,
t. zn. mozna powiedzie¢: indywiduum jest wszystko to, co nie jest sa-
dem ani funkcya. Roéznica pomigdzy indywiduami a sadami i fun-
kcyami jest rownie fundamentalna, jak migdzy sadami a funkcyami
Jest to oczywiScie nowe zalozenie teoryi typow, ktore Russell stara si¢
objasni¢ nastgpujacem rozwazaniem natury psychologicznej. Sady sa
przedmiotami okre$lonymi w zupeino$ci, ale niezupelnymi. Nie moge
bowiem powiedzie¢, ze akt sadzenia sktada si¢ z przedmiotu zwanego
sadem 1 pewnego procesu psychologicznego, ale jednolity akt sadzenia
rozbijam sztucznie na 2 cze¢Sci, dzigki uzyciu symboléow. W przeci-
wienstwie do sadéow uwaza Russell indywidua za przedmioty zupelne.
Nadto sam fakt, ze indywidua sa nieztozone, odrdéznia je dostatecznie.

* Funkcye prop, oznacaa Rtissel i symbolam ¢>£ ipXi t. p.,, dowolne ich warto-

Sci sa wtedy #px, ipy i t. p.
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Kazdy sad o sadzie sprowadza si¢ w ostatecznej redukcyi do sadu
o indywiduach, sad nie jest tedy nigdy wlasciwym przedmiotem sadu.
Nie potrzeba dodawaé, ze te objasnienia nie kazdego zadowolg
zaden bowiem idealista nie wierzy w istnienie jakich$§ przedmiotow,
ktoreby z sadami nie dzielity losu sztuczno$ci i niezupeinosci. Dla nas
jednak rozwazania te i watpliwo$ci s3a bez znaczenia, o$§wiadczyliSmy
bowiem gotowos$¢ przyjecia zalozen Russella dla zbadania ich konse-
kwencyi. Wazniejszg natomiast jest rzeczag stara¢ si¢ dociec, co to s3 za
przedmioty te indywidua i czy wogole o czems$ takiem mozna mowic. Otoz
Russell podaje w tym kierunku nastepujace wskazowki. Je§li mowie
Sokrates jest cztowiekiem, to w sadzie tym jest Sokrates indywiduum
jedynie pod warunkiem, ze nazwa ta wskazuje bezposrednio na co$
danego w wrazeniu *). Jezeli dla kogo$§ Sokrates jest n. p. filozofem,
ktory wypil cykute, to sprawa przedstawia si¢ zupelnie inaczej. Mamy
wowczas do czynienia z sadem o sadzie, co wyjasnione bedzie w dal-
szem stadyum. Rowniez pozniej dopiero uzasadniona moze by¢ mysl
Russella, ze w systemie logiki nie potrzeba moéwi¢ o czemkolwiek in-
nem procz o indywiduach, sagdach i funkcyach propozycyonalnych.

Widzimy przeto, ze indy widua sg to elementy bezposredniego doswiad-
czenia; wynika stad, ze niema powodu odrzucaé¢ ich istnienia, a to tern
bardziej, ze od tego, czem s3g indywidua, nie zalezy wcale system lo-
giki, byle tylko bylo to co$ roéznego od sadéw i funkcyi propozycyo-
nalnych. W koficu zaznaczy¢ wypada, ze zasadnicze idee teoryi typow
nie zalezg od tego, czy przyjmiemy, ze indywidua istniejg, czy tez nie.

6. Wartosci funkcyi sg zupeinie niezalezne od funkcyi. Tak n. p.
sad: Sokrates jest czlowiekiem, gdzie Sokrates oznacza indywiduum
istnieje zupelnie niezaleznie od funkcyi: x jest czlowiekiem i naodwrot
mozna bada¢ wlasnos$ci tej funkcyi nie wiedzac nic o zadnem indywi-
duum Sokrates. Natomiast do kazdej funkcyi nalezy pewien sad okre-
Slony, ktorym teraz z kolei si¢ zajmiemy.

Niech be¢dzie dana funkcya: jesli xjest czlowiekiem, to x jest
Smiertelny i sad: wszyscy ludzie sq Smiertelni. Sad ten moze by¢é
sformutowany jak nastgpuje: wszystkie wartosci funkcyi: jesli x jest
czlowiekiem, to x jest Smiertelny — sq prawdziwe, albo funkcya: je-
Sli x jest czlowiekiem, to x jest Smiertelny jest prawdziwa dla wszyst-
kich wartosci nalezgcych do zakresu x,albokrocej — jest zawsze
praivdziwa. Widzimy, ze w tych nowychsformutowaniach zmienna x
wystgpuje tylko pozornie, gdyz nie mamy tam nic zmiennego. Taka

') Por. takze: Le réalisme analytique, 1Julletin de la Societe frangaise de Phi
loBophie, Mars 19)1 p. B3.
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zmienng nazywa Russell za Peana pozornal). Pojgcie to jest niezmier-
nie wazne, na niem bowiem opiera Russell cata swoja hierarchi¢ typow.
Russell wychodzi z tego zalozenia, ze je§li mam jakikolwiek sad.
w ktorym pewna wlasno$¢ jest przypisana wszystkim przedmiotom
pewnej kategoryi, to sad ten moze by¢ sformutowany w stowach:
wszystkie wartosci funkcyi: x posiada te¢ a t¢ wlasnosé, jesli jest przed-
miotem tej a tej kategoryi — sq prawdziwe. Zalozenie to rozciaga
jednak Russell o wiele dalej. Twierdzi on mianowicie, ze jes$li do kaz-
dego sadu lub funkcyi bede stosowal powyzsza metode okre$lania funk-
cyj, z ktorych dany sad lub funkcya powstaly przez zamian¢ zmien-
nej x na zmienna pozorna, to ostatecznie musz¢ doj$s¢ do funkcyi. ktore
nie beda mogly by¢ poddane takiej operaoyi, t. zn. nie bgda zawieraty
zmiennej pozornej. Russell podnosi, ze w przeciwnym razie musieli-
by$Smy przyja¢ nieskonczony stopien skomplikowania naszej myS$li.
Rzeczywiscie, w takich warunkach, kazdy sad i kazda funkcya mu-
siatyby zawiera¢ nieskonczenie wiele zmiennych pozornych. Otéz to
przypuszczenie odrzuca Russell i na tej zasadzie dochodzi do przyje-
cia istnienia funkcyi pozbawionych zmiennej pozornej. Funkcye te na-
zywa Russell matrycami. Ot6z, pomimo wielu pro, jakie przemawiajg
za hipoteza Russella, zaprzeczyé¢ si¢ nie da, ze nie wystarcza ona do
upewnienia si¢ o istnieniu matryc. Do tego konieczne jest podanie
przyktadu matrycy. Ta kwestya zajmiemy si¢ w paragrafie nastepnym.

7. Azeby zrozumie¢, jak moze wyglada¢ matryca, musimy przy-
toczy¢ pewne rozwazania Russella wynikajace z jego stanowiska filozo-
ficznego. Russell wierzy, ze indywidua sa nam dane w zwiazkach, ktore
nazywa kompleksami, takich jak a z udasciwoscig p, a w stosunku R
do h. Konstatowanie takich zwiazkéow prowadzi nas do aktéw sadze-
nia, ktore Russell nazywa elementarnymi. Sady, zjakimi przytem mamy
do czynienia, nie zawieraja niewatpliwie zmiennych pozornych. Sady
niezawierajace zmiennych pozornych nazywa Russell sadami elemen-
tarnymi. Mozemy wiec powiedzie¢, ze elementarne akty sadzenia pro-
wadza do sadoéw elementarnych. Zobaczmy teraz, co nalezy rozumied
przez prawde¢ lub falsz sagdu elementarnego. Jes§li do danego sadu ele-
mentarnego: a jest iv stosunku R do b nalezy kompleks a w stosunku
R do b, to sad ten jest prawdziwy, jes§li nie, to sad ten jest falszywy.
Widzimy, ze jest to definicya prawdy podobna do starej definicyi
przez zgodno$¢ z rzeczywisto$cia, nie posiada jednak wad tamtej, Rze-
czywiscie, jesli mowie, ze sad: Sokrates jest dobry jest prawdziwy, je-

*) Jesli dana jest funkcya ¢pX to symbol (x) cpx = wszystkie wartosci funkcyi

sq prawdziwe.
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$li to jest zgodne z rzeczywistosci¢, to kryteryum moje jest niejasne,
nie wiadomo bowiem, o jaka rzeczywisto$§¢ chodzi, skoro jednak po-
wiadam, ze sad to jest czerwone jest wtedy prawdziwy, gdy widze¢
co§ czerwonego i t¢ rzecz wlasnie oznaczam stowkiem to — to tutaj
niema zadnej dwuznaczno$ci. Rzeczywiscie, jesli kto$§ inny powie, ze
to nie jest czerwone — to sad jego moze nie odnosi¢ si¢ do tego samego
ndywiduum, nie musi wigc by¢ sprzeczny z sadem poprzednim.

Widzimy, ze w tych warunkach mozemy przyja¢ istnienie fun-
kcyi: x jest czerwone, gdzie zakresem zmiennej x jest jakiekolwiek
indywiduum. Funkcya ta jest przyktadem matrycy. Matryce, ktorych
zmienna nalezy do zakresu indywiduéw, nazywa Russell funkcyami
elementarnemi. Funkcya x jest czerwone jest tedy funkcya ele-
mentarng-

8. Zajmijmy si¢ teraz objasnieniem szeregu poj¢¢ fundamental-
nych nalezacych do saddéw, a mianowicie poje¢ negacyi sadu, sumy lo-
gicznej kilku sadoéw i assercyi sadu. Negacya sadu jest to sad. ktory
stwierdza, ze dany sad jest falszywy, t. zn. nie prawdziwy. Wedlug
definicyi prawdy sadu elementarnego — negacya sadu elementarnego
jest prawdziwa, jesli kompleks nalezacy do tego sadu nie zachodzi
w rzeczywistoscil).

Suma logiczna jest to sad, ktory powstaje z potaczenia dwodch
lub wigcej sadoéw stowkiem albo2)

Przyktady sum logicznych s3 nastepujace:

(1) x jest czerwone albo x jest stodkie
(2) x jest czerwone albo x jest niebieskie
(3) x jest czerwone albo x jest czerwone.

Sktadniki sum nie s3 tu funkcyami, ale dowolnemi warto§ciami
funkcyi, kazdy wiec z przyktadow kondensuje w sobie wtasciwie nie-
skonczenie wiele réoznych sum logicznych, ktéore otrzymamy ktadac za
x poszczego6lne indywidua. Dodajmy, ze stowko albo uzyte jest tu
w znaczeniu ogdlniejszem, niz si¢ to robi w sadach t. z rozjemczych,
a mianowicie, ze suma logiczna jest prawdziwa, je§li przynajmniej
jeden jej sktadnik jest prawdziwy, moga zatem rdéwniez obydwa jej
sktadniki by¢ prawdziwe.

Sumy sadéw elementarnych sa znowu sadami elementarnymi.
Dotychczas wtasciwie wiemy tylko, co to jest suma sadéw elementar-
nych, gdyz suma sadéw innych jest pojgciem odmiennem, ktorego
z danem miesza¢ nie powinniSmy. Zwazmy teraz, ze sady: wszgystkie

) Jesli p, 9 sa sady, to ~p, ~¢ sa neg-acye tych sadow.
*) Suma logiezna sadow p, ¢ oznacza si¢ symbolem p \J ¢q.
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indywidua sq czerwone, wszystkie indywidua czerwone sq barwne nie
sg sadami elementarnymi. Mamy w nich podstawe¢ do wprowadzenia
sumy logicznej, ktorej jeden sktadnik nie jest elementarny, lub oby-
dwa sktadniki nie sg elementarne. Sumy takie oczywisScie nie s3 sa-
dami elementarnymi.

Przechodz¢ do pojecia assercyi sadu, ktore jak to stusznie zau-
wazyl Padoal) jest wlasciwie zbyteczne. Chodzi o to, zeby odréznié
w systemie logiki twierdzenia nalezace do tego systemu, od sadow fi-
gurujagcych w tym systemie. Ot6z Russell pierwsze poprzedza zna-
kiem assercyi, ktdry objasnia réznemi aluzyami psychologicznemi.
Roznica apsychologiczna jest wilasciwie tylko ta, ze sady poddane
assercyl w systemie musza by¢ prawdziwe, pozostatle za§ moga tez by¢
falszywe 2).

9. Zwr6¢my uwage na funkcye: x jest czerwome albo y jest sto-
dkie, gdzie x, y sa dowolne indywidua. Zamienmy jedng z tych zmien-
nych n. p. y na zmienng pozorng. Otrzymamy funkcye x jest czer-
wone albo wszystkie indywidua sq stodkie. Funkcya taka nazywa si¢
funkcya rzedu 1-go. Ogédlnie, funkcye rzgdu 1-go sa to funkcye zawie-
rajace jako zmienng pozorng zbidér indywiduow, lub funkcye elemen-
tarne 3).

Wartos$ci funkcyi rzedu 1-go sa albo funkcyami rzedu 1-go, albo
sadami. Sady, ktéore nie sa sadami elementarnymi, a zawieraja jedynie
zbior indywidudéw, jako zmienn¢ pozorng, nazywamy sgdami rzedu 1-go.
Widzimy, ze sady, ktore sa warto$ciami funkcyj rzedu 1-go, sa albo
sgdami elementarnymi albo sadami rz¢du 1-go. — Nietrudno zoba-
czyé, ze sady rzedu 1-go nie tworza jednolitego logicznego typu. Rze-
czywiscie, je$li porownamy sad elementarny a jest czerwone z sadem
wszystkie indywidua nie sq czerwone — musimy przyznaé, ze co innego
nalezy rozumieé¢ przez prawde sadu 1-go, a co innego przez prawdeg
sagdu 2-go. Znaczenie poj¢cia prawdy sadu elementarnego ustaliliSmy
poprzednio. Begdziemy mowili, ze sady elementarne posiadaja prawde
w stopniu 1l-ym, albo prawde¢ elementarng. Sad: wszystkie indywidua
nie sq czerwone — jest rOwnoznaczny z sadem: nic wszystkie wartosci
funkcyi: x jest czerwomne sq prawdziwe (w stopniu l-ym). Otéz wedlug
zasady przyjetej sad ten nie jest elementarny, jest wigc prawdziwy

* A. Padoa: La logiquo deductive, Kerne de Mot. et de Morale, Novembre
1911 p. 871.

2) Znak assercyi jest |-

3) Funkcy¢ elementarne oznacza Russell symbolami ¢p/£, ft ifkij&f inne funkcye
ragdu 1-go maja ksztalt n. p. taki jak (x) fr (xj) i t. p., moga jednak by¢ oznaczane
takze n. p. symbolem Ffj.
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lub fatszywy w stopniu 2-gim. Odpowiednio do stopni prawdy mozemy
dzieli¢ sady na stopnie. Jest rzecza jasna, ze pojecia: negacyi, sumy
i assercyi majg odmienne znaczenie dla sadow rdéznych stopni.

Ten stan rzeczy sprawia, ze wyrazenie p jest prawdziwe albo
falszywe, nie jest funkcya propozycyonalng. Pomimo tego mozemy si¢
postugiwaé tern wyrazeniem, je§li tylko pamigtamy, ze ile razy zmie-
nimy stopien sadu, zmieni si¢ tez stopien prawdy i falszu. Natomiast
niema mowy O zamianie w wyrazeniu tem zmiennej p na zmienn¢ po-
zorng, gdyz pojecie prawdy nie jest tu okre§lone w zupeinosci. Natomiast
jesli ograniczymy si¢ n. p. do sadéw elementarnych, bedziemy mogli
zmieni¢ p na zmienn¢ pozorng. Otrzymamy wowczas sad: wszystkie
sqdy elementarne sq prawdziwe albo falszywe w stopniu 1-ym

Russell zwraca uwage, ze niejednolitos¢ sadow rzedu 1-go przenosi
si¢ tez na funkcye rzedu 1-go, w praktyce jednak mozna funkcye rzedu
1-go. podobnie jak i sady rzedu 1-go traktowac¢ jako jeden logiczny typ.
jesli tylko nie wprowadza si¢ ich w charakterze zmiennych pozornych.

10. Zobaczmy teraz, w jaki sposob dochodzi Russell do drugiego
rzedu funkcyj. Matryce rzedu 1-go tworza okreSlony typ logiczny,
ktory moze by¢ zakresem zmiennej nowych funkcyi. Matryce, ktorych
zmienne sg funkcyami rzedu 1-go, a nie zawierajg zadnych innych
zmiennych procz tych i indywidudw, nazywaja si¢ matrycami rzedu
drugiego. Ogolnie funkcyami rz¢du drugiego nazywaja si¢ matryce
rzgdu drugiego ite funkcye, ktére z nich powstaja przez zamiang zmien-
nych na zmienne pozornel). Przyktadem funkcyi rzedu 2-go jest funkcya:

Wszystkie matryce rzedu 1-go, ktorych argument jest x, majq takze
argument a.

Jesli tu a jest indywiduum, a x zmienna, mamy tu funkcye rzedu
2-go, ktora nie jest matrycg. Matryce rzedu drugiego znajdujemy
w funkcyi: jesli x jest argumentem funkcyi rzedu I-go, to a jest tez ar-
gumentem funkcyi rzedu I-go.

Funkcye¢ rzedu 2-go, w ktoérej nie zachodzi zmienna rzeczywista
o zakresie indywiduoéw, nazywamy funkcya predykatywng rzedu 2-go.
Przyktadem funkcyi predykatywnej rzedu 2-go jest funkcya naste-
pujaca:

Wszystkie indywidya x majg te wlasnosé, ze jesli x jest argumen-
tem funkcyi rzedu 1 go, to a jest tez argumentem funkcyi rzedu I1-go 2).

’) Definicje te niezupelnie nakrywaja aie z definicjami Kussella podanemi
w Principiach I p. 54, ktéore sa niezupelnie S$ciste. Zbudowatem je wedlug zupetnie
jasnych okreslen paragrafu * 12.

2) Matryca rzedu 2-go // (?Yf).

Funkcja rzedu 2-go (@f\ (tX, £).

Funkcya predykatywna rz¢edu 2-go x).
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Trzeci typ logiczny uzyskujemy w sposéb analogiczny z funkcyi
rz¢gdu 2-go. Ogodlnie: Matryca rzgdu n—tego jest to funkcya nie zawie-
rajaca zmiennych pozornych i zawierajaca zmienne nalezace do typu
n—1 a nie zawierajaca zmiennych nalezacych do typow wyzszych
niz n—1.

Funkcya predykatywna rzedu n—tego jest kazda funkcya rzedu
n—tego, ktora zawiera jedynie zmienne nalezace do rzedu (m—1) i).

Ogolnie funkcya rzgdu n—tego jest to matryca rzgdu n—tego, lub
funkcya ktéra z niej powstanie przez zamian¢ pewnej iloSci zmiennych
na zmienne pozorne. Widzimy, ze mozemy zdefiniowaé kolejno tyle
typoéw, ile nam si¢ podoba, nie mozemy jednak zadng miarg zdefiniowac
wszystkich typow i dlatego pojegcia wszystkich typow wprowadza¢ nam
nie wolno. W polemice z Poincardm zaznacza Russell, ze definicye ty-
pow nie zaktadaja pojegcia liczby catej, wiemy bowiem wtasciwie tylko
tyle, ze mamy pewne typy, i ze z nich mozemy otrzymaé¢ nowy typ,
a potem jeszcze nowy i t. d.

Waznem jest pamigtaé, ze zakres zmiennej nie definiuje bynaj-
mniej rzedu funkcyi, w ktorej ta zmienna figuruje. Tak n. p. mozemy
sobie latwo wyobrazi¢ funkcye, w ktéorych zmienne nalezg do typu in-
dywiduoéw, a zmienne pozorne sg rzedu n i rzegdéw mniejszych. Takie
funkcye sa oczywiScie rzgdu w-|-1. Stad to pochodzi, Ze nie mozna mo-.
wi¢ o wszystkich wlasno$ciach przedmiotu a RzeczywiScie, wtasnosci
te mogg by¢ definiowane przez funkcye roznych rzedow, same wigc
rozpadng si¢ na rézne typy. Skutkiem tego mozemy moéwi¢ o wiasno-
§ciach rzedu 1-go, 2-go i t. d. danego przedmiotu. Ten stan rzeczy sta-
nowi podstawe do wprowadzenia zasady sprowadzalnosci, ktoéra bedzie
przedmiotem waznych dyskusyi w rozdziatach nastgpnych.

11. Zauwazmy na koniec, ze hierarchia rzedow funkcyi jest wzgle-
dna, t. j. ze nie zalezy zupelnie od tego, ktéory typ logiczny uznamy
za najnizszy. — Je$li funkcya nie zawiera zadnej zmiennej pozornej
rzgdu wyzszego od zakresu danej zmiennej, mozemy powiedzieé, ze
funkcya posiada rzad 1-y ze wzgledu na t¢ zmienng. Widzimy, ze ma-
tryce sa zawsze funkcyami l-go rzedu ze wzglgdu na zmienna. Stad
to mozemy mowi¢ n. p. o wszystkich wlasnosciach danego przedmiotu,
danych przez matryce. Na tej uwadze opiera Russell cala swoja

teorye klas.

) Por. Principia I p. 56.
Na str. 172: Principia I. wprowadza Russell odmienne znaczenie pojgcia funk-

cyi predykatywnej, identyfikujac je z pojgciem matrycy. Dla uniknigeia nieporozumien
bede¢ uzywal w dalszym ciagn jedynie poje¢cia matryca.
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12. WidzieliS§my, co to sg sady rzedu 1-go. Opierajac si¢ na hie-
rarchii rzedow funkcyi, otrzymamy z latwoscia wyzsze rzedy sadow.
Russell zwraca uwage, ze hierarchia rzedow sadow da si¢ z logiki
wyeliminowaé¢ za posrednictwem hierarchii rz¢déw funkcyi. Dla dal-
szego ciagu tej pracy jest ona bez znaczenia.

W cato$ci wzigta teorya typow przedstawia si¢ jako zbidr re-
gul ograniczajacych zakres zmiennych w funkcyach propozycyonal-
nych. WidzieliSmy, Ze reguly posiadaja charakter czysto intuicyjny,
nie daja jednak podstawy do zadnych watpliwosSci w zastosowaniach.

Oczywiscie, w systemie logiki reguty te wprowadzone sa za po-
srednictwem raz na zawsze ustalonych formul, — znaczenie ich jednak
sigga poza zakres systemu logiki. Nelson udowodnil, ze w ré6znych kla-
sycznych problemach metafizyki tkwia trudno$ci analogiczne do para-
doksow logikil). Jest to wskazowka, ze wszelkie dalsze rozwazania
metafizyczne musza si¢ S$cisle liczy¢ z teorya typow.

ROZDZIAL III.

Russellowski system logiki formalnej.
1. Pojecie systemu logiki formalnej. — 2. Definicya implikacyi. — 3. Definicya ilo-
czynu logicznego. — 4. Definicya pojgcia réwnowazno$ci dwoch sadow. — 5 Sady
szczegotowe. — fi. Definicya identycznos$ci. — 7. Pojecie wielu zmiennych pozornych..—
8. Definicya pojecia tego samego typa. — 9. O aksyomatach wogole. — 10. Aksyo-
maty 1l-ej grupy. — 11. Aksyomaty 2-oj grupy. — 12. Akayomaty 3-ej grupy. — 13.
Formalny charakter aksyomatéw. — 14. Stosunek aksyomatéw do prawdy i falszu sa-
dow. — 15. Rachunki logiczne. — 16. Stosunek aksyomatéw do rachunku klas. — 17.
Rola klas w systemie Russella. — 18. Funkcye okstensyonalne i intensyonalue. — 19.
Funkcya pochodna. — 20. Definicya klasy. — 21. Stosunek tej definicyi do intuicyi.
22. Pojecie stosunku. — 23. Wyjasnienie parodoksow.

1. System Russella opiera si¢ na szeregu poje¢ fundamentalnych.
Fundamentalnemi nazywaja si¢ te wszystkie pojecia, ktore figuruja
w systemie. Dawniej wymagato si¢ od systemu, zeby zawieral skon-
czong liczb¢ poje¢ fundamentalnych. Ostatni system Russella zawiera
ich nieskonczenie wiele, urzadzony jest jednak, jak widzieliSmy, w ten
sposob, ze kazde jego twierdzenie opiera si¢ na skonczonej liczbie po-
je¢ fundamentalnych, a nadto sa zdefiniowane reguty, wedlug ktérych
z danych poj¢¢ fundamentalnych mozemy otrzymac¢ dalsze.

Na pozér wydawaloby si¢, ze okreSlenie powyzsze pojecia funda-
mentalnego nie jest S$ciste, skoro Russell wprowadza definieye nowych

*) Uber das sogenannte Erkenntnisproblom, Gottingen 1908.
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poje¢ przy pomocy poje¢ fundamentalnych. Nalezy jednak zwazyé, ze
definicye Russella majg charakter czysto symboliczny i stuza jedynie
jako skroty, t. zn. ze gdybySmy za kazdy symbol zdefiniowany posta-
wili jego definicyg, nie pozostaloby w systemie nic préocz poje¢ funda-
mentalnych. Je§li o tern pamigtamy, mozemy si¢ zgodzié, ze w sy-
stemie Russella figuruja poj¢cia zdefiniowane, trzeba jednak pamigtac,
ze kazde z tych poje¢ moze by¢ natychmiast usunigte. Wtlasciwymi
skladnikami systemu sa twierdzenia. Rozpadaja si¢ one na dwie kate-
gorye, mianowicie na aksyomaty i na twierdzenia udowodnione. Twier-
dzenia systemu sa sadami warunkowymi, w ktorych hipotezy moga
by¢ prawdziwe lub falszywe. Twierdzenia same musza by¢ prawdziwe.

Na tern miejscu ograniczytem si¢ do tych tylko uwag o budowie
systemu Russella, ktore on sam podaje i ktéore sa nieodzowne do zro-
zumienia jego zwiazku wewngtrznego. Analityczna definicy¢ systemu
logiki odktadam do rozdziatu ostatniego.

2. Pojecia fundamentalne rachunku funkcyi i sadow poznaliSmy
w rozdziale poprzednim. Zajmiemy si¢ teraz najwazniejszemi defini-
cyami.

Przy pomocy pojecia sumy logicznej definiuje Russell pojecie
implikacyi dwoch sadow, ktore w rachunku sadéw odgrywa role ka-
pitalna.

Wedlug tej definieyi powiedzie¢, ze sqd p implikuje, czyli pocigga
sqd q znaczy to twierdzié¢, ze albo sqd p jest fatszywy, albo sqd q jest
prawdziwyl). Implikacya zachodzaca pomiedzy dwoma sadami nazywa
si¢ materyalng.

Obok implikacyi dwéch sadéw, mamy implikacye dwoch funkeyi,
tejsamej zmiennej. Wezmy n. p. funkcye: x jest barwne. x jest zielone.
Jesli teraz powiem, ze x jest barwne pociaga x jest zielone, — znaczy
to, ze je$li za x podstawi¢ dowolny przedmiot a czyniacy zado$¢ tym
funkcyom, otrzymam sady, ktore beda czynily zado$¢ warunkowi
implikacyi. Implikacya dwoch funkcyi nazywa si¢ implikacya for-
malna. Z tym rodzajem implikacyi mamy do czynienia w zwyktych
rozumowaniach. Natomiast pojecie implikacyi materyalnej, jakkolwiek
bardziej podstawowe, jest naogdl nieznane.

Aby zrozumieé¢ sens tego pojecia, zwroc¢my si¢ do pewnych twier-
dzen zwiazanych z stosunkiem implikacyi, ktore z tatwos$cia moga by¢
udowodnione. Twierdzenia te sg nast¢pujace:

1° jesli p, g sa sady, to musi zachodzi¢ p pocigga y, albo ¢q po-

) p pocigga q oznacza Russell symbolem p j g. Definicya tego symbolu jest
tedy p0g= ~pW<am

EEU iim
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cigga p, — innemi stowami stosunek implikaeyi musi zachodzi¢ po-
migdzy wszelkimi dwoma sadami.

2° Jesli p jest prawdziwe i ¢ jest prawdziwe, albo tez je$li i p
1 g sg fatszywe, to wtedy implikacya jest obustronng. Nazywamy wtedy
oba sady réwnowaznymi. Rownowazne s3 kazde dwa sady prawdziwe
i kazde dwa sady falszywe.

3° Jesli p jest prawdziwe a ¢ falszywe, to ¢ pociaga p, a p nie
pociaga gq.

Jednem stowem implikacya materyalna jest to tego rodzaju sto-
sunek. ze wszelkie kombinacye pomig¢dzy sadami sg dopuszczalne z wy-
jatkiem jednej, a mianowicie: sad falszywy nie moze implikowac sadu
prawdziwego. —Wobec takich zatozen musimy si¢ zgodzi¢ n. p. na nastepu-
jace sady: 272 = 5 pocigga sqd: Sokrates jest czlowiekiem; 2yj2 = 4
pocigga sqd: Sokrates jest czlowiekiem; 2j(2 = 5 pocigga sqd: Sokrates
nie jest czlowiekiem; niejest prawdq, & 2y"2 — 4 pocigga sqd: Sokrates
nie jest cziowiekiem. — Przyklady te pouczaja dostatecznie, jak od-
mienne od poje¢ zwykle uzywanych w logice jest pojecie implikaeyi
materyalnej.

Zobaczmy teraz, ze pojgcie to jest uzyteczne. PowiedzieliSmy, ze
implikacya formalna, ktéra wystepuje w zwyklych rozumowaniach de-
finiuje si¢ przy pomocy implikaeyi materyalnej. Zobaczmy, w jaki spo-
sob mozemy kontrolowa¢ poprawnos$¢ implikaeyi formalnej przy po-
mocy pojecia implikaeyi materyalnej. — Zwréémy si¢ do funkcyi
x jest zielone pocigga x jest barwne. Implikacya formalna tu zawarta
odpowiada pogladowi popularnemu, wedlug tego pogladu jest tez pra-
wdziwa. Zobaczmy, ze to samo uzyskamy'- odwolujac si¢ do pojecia
implikaeyi materyalnej. — Polézmy za x okreslony przedmiot a. Jesli
a jest zielone, jest sadem falszywym, to implikacya, a jest zielone po-
cigga a jest barwne, musi by¢ prawdziwa wedlug definicyi implikaeyi
materyalnej. Jesli jednak a jest zielone jest sadem prawdziwym, to
a jest barwne, jest takze sadem prawdziwym, implikacya a jest zielenie
pocigga a jest barwne, jest wigc prawdziwa.

Wezmy teraz implikacyg¢ formalna, x jest barwne pocigga x jest
zielone. Poglad popularny uczy, ze implikacya ta jest falszywa. Zoba-
czymy, ze tensam rezultat uzyskamy odwolujac si¢ do definicyi impli-
kacyi materyalnej. Rzeczywiscie, przypu$émy, ze a jest to przedmiot
czerwony, wtedy sad a jest barwne jest prawdziwy, a jest zielone jest
fatszywy, uzyskujemy tedy sad falszywy a jest barwne pocigga a jest
zielone. — W ynika stad, ze implikacya formalna, z ktérej wyszliSmy,
jest falszywa.

Niezwykte wtasnosci implikaeyi materyalnej nie odnosza si¢ wcale
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do iraplikacyi formalnej, tak n. p. stosunek implikacyi formalnej nie
moze zachodzi¢ migdzy dwiema funkcyami x jest zielone, x jest czer-
wone, jakkolwiek stosunek implikacyi materyalnej musi zachodzi¢ po-
mi¢dzy kazdymi dwoma sadami.

Jest jasne, ze poje¢cie implikacyi jest wieloznaczne w tymsamym
sensie jak pojecie sumy logicznej, przy ktorego pomocy definiujemy
implikacye.

3. Dwa sady potaczone stowkiem i tworzg iloczyn logiczny. Tak
n. p. sad: a jest zielone i b jest zielone jest iloczynem logicznym. Ilo-
czyn logiczny mowi wigc, ze rownocze$nie dwa sady sa prawdziwe.
Znaczy to tosamo, co powiedzie¢, ze nie jest prawda, ze jeden z tych
sadoéw jest falszywy. W ynika stad, ze iloczyn logiczny da si¢ tatwo
zdefiniowaé przy pomocy pojecia sumy logicznej. Rzeczywiscie, sad:
a jest zielone i b jest zielone jest rOwnoznaczny z sadem nie jest pra-
wdq, ke a nie jest zielone, albo b nie jest zielone. Ogdlnie, sad: sqd p
i sqd q sq prawdziwe jest rOwnoznaczny z sadem nie jest prawdgq, ke
sqd p jest falszywy lub, ke sqd q jest falszywyl).

4. Przy pomocy iloczynu logicznego mozemy tatwo zdefiniowac
rownowazno$¢ dwoch sadow. Dwa sady sa rownowazne wtedy, jesli sa
rownocze$nie prawdziwe, lub falszywe. Znaczy to, ze w sadach réwno-
waznych stosunek implikacyi jest wzajemny. Jesli zatem mowimy, ze
sady p i g sa sobie rownowazne, to wyglaszamy iloczyn logiczny:
p pocigga q i q pocigga p 2).

O wiele wazniejsze od pojgcia rownowaznos$ci dwoch sadoéw jest
pojecie rownowaznos$ci dwoch funkeyi.

Dwie funkcye o tymsamym zakresie zmiennej sa roéwnowazne,
jesli dla tejsamej wartoSci zmiennej przechodzg réwnocze$nie w sady
prawdziwe lub fatszywe. Przykltadem funkcyi rownowaznych sa funkcye:
x jest czlowiekiem; x jest bezpiorym dwunogiem — albo x jest cesarzem
Francyi; x jest Napoleonem I-ym Ilub III-cim 3).

5. W rachunku funkcyjnym wazng role odgrywa pojecie takich
sadow jak: przynajmniej jedna wartos¢é danej funkcyi jest prawdziwa,

czyli niektéore umrtosci danej funkcyi sq prawdziwed). Nietrudno zoba-

* Iloczyn saddéw p, g oznacza si¢ symbolem p. ¢ Wedlug tego coSmy powie-

dzieli p. 2= ~(~p\/~q). *
J) W symbolach p jest rownowaine < piszemy p *»q Mamy tedy p*g =
pDq. qDp.

3) Orzeczen tych uzywam jedynie jako skrotow zamiast orzeczen wyrdzniaja-
cych odnosne jednostki.
Y (Ex)<px.
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czy¢, ie sady takie zawieraja zmienng¢ pozorna. Rzeczywiscie, z defi-
nicyi sa one réwnoznaczne z sadem:

Nieprawdg jest, ze wszystkie wartosci danej funkcyi sq fatszywel).

6. Definicya identycznoS$ci jest nastgpujaca:

Dwa przedmioty x, y sa identyczne je$li wszystkie ich predykaty
sa wspolne, t. zn. je§li wszystkie matryce odnoszace si¢ do nich sa so-
bie roOwnowazne?).

Zauwazy¢ nalezy, ze w definicyi tej niema mowy o wszystkich
wtasnosciach przedmiotow x. y. bo to nie miatloby sensu, ale jedynie
o wszystkich wtasnosciach typu 1, czyli krotko predykatach. Wy-
nika stad, ze definicya nasza nie rozstrzyga wcale, czy nie mo-
glaby si¢ znalez¢ jakas wtlasno$¢ typu wyzszego, ktéoraby mozna przy-
pisa¢ jednemu z dwoéch przedmiotéw identycznych, a ktéra pomimo to
nie nalezataby do drugiego. T¢ paradoksalng mozliwo$¢ stara si¢ Russell
usunaé przez przyjecie t. z. aksyomatu sprowadzalnosci, o ktérym bg-
dzie mowa nizej. Zobaczymy, ze to wyjasnienie Russella nie da sig
utrzymac.

Moznaby podnie§¢ kwestye¢ zasadnicza, czy pojecie definicyi iden-
tycznosci nie zawiera blednego kota. Kazda definicya jest przeciez
stwierdzeniem pewnego rodzaju identyczno$ci. Trudnos$¢ t¢ omija Rus-
sell w ten sposob, ze pojecie definicyi przyjmuje jako pojecie funda-
mentalne, niezalezno od poje¢cia identycznosci, ktére pozniej dopiero
definiuje. Btedu w tern niema, ale nasuwa si¢ watpliwo$¢, czy nie le-
piejby bylo przyjaé odrazu pojg¢cie identyczno$ci jako pojecie funda-
mentalne, unikajac w ten sposob trudnos$ci zwigzanych z definioyg tego
pojecia, a nie mnozac wcale poj¢¢ fundamentalnych logiki.

7. Dotychczas mowiliSmy tylko o zamianie jednej zmiennej na
zmienna pozorng, przypuszczajac jednak mozliwo§¢ kolejnego wyko-
nywania takiego procesu. Otéz dla przedstawienia rezultatu takich ko-
lejnych proces6w wprowadza Russell nowe pojecie, zamiany wielu
zmiennych na zmienn¢ pozorna. Zamiana ta jest temsamem co kolejne
zamienianie zmiennych na zmienne pozorne, przy czem za regule po-
rzadku, w jakim ta zamiana ma by¢ dokonywana, przyjmuje Russell
porzadek, w jakim zmienne figuruja w funkcyi. Tak n. p. sad wszyst-
kie indywidua sq do siebie podobne jest rbwnoznaczny z sadem: wszyst-
kie wartosci funkcyi'. wszystkie wartoScifunkcyi x jest podobne do y, ze
wzgledu na zmienng y sq prawdziwe, — sq prawdziwe9).

) (Ex). &x = ~ [(*). ~ Px]

% Symbolicznie definicya identyczno$ci wyglada jak nastepuje:
x=y.= [P\ <plx~)<ply.

3 fy) W (*<y= (*):(1).  (xy).
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Analogicznie nalezy interpretowaé¢ sady 1 funkcye, w ktorych
jest mowa o niektéorych wartosciach funkcyi *).

8. W koncu nalezy poda¢ definicyg pojecia byc ftego samego typu.
Moéwimy, ze u 1 v sg tego samego typu, je$li albo obydwa sa indywi-
duami, albo elementarnymi sadami, albo matrycami o tymsamym za-
kresie zmiennej, albo jedno jest matryca, drugie jej negacya, albo
jedno jest matryca, drugie suma tej funkcyi i innej matrycy, albo
obydwa powstaja przez zamian¢ jednej zmiennej na zmienng pozorng
w dwoch funkcyach tegosainego typu.

Widzimy, ze defimcya ta nie moze by¢ zupelna, poniewaz kazdy
typ wymaga osobnej definicyi.

9. Przystapmy teraz do rozbioru uktadu twierdzen podstawowych,
czyli aksyomatow logiki Russella. Jest wiadome, Ze uktadéw takich po-
dano bardzo wiele, dobrze jest jednak podkresli¢, ze sain Russell podat
ich trzy, z tych pierwszy oparty na dawnych pojegciach a dwa ostatnie
juz na teoryi typéw. Tutaj pominiemy pierwszy z nich?2), a zajmiemy
si¢ wyltacznie drugim, wylozonym w Principia Mathernatica, jako naj-
doskonalszym. Zaznaczy¢ przytem nalezy, Ze ro6znice pomig¢dzy dwoma
ostatnimi systemami nie sa zbyt wielkie.

Uktad aksyomatow, ktéorym si¢ zajac mamy, rozpada si¢ na 3 za-
sadnicze dzialy. Do pierwszego naleza aksyomaty odnoszace si¢ do ra-
chunku sadéw elementarnych i matryc, do drugiego aksyomaty majace
na celu wprowadzenie zmiennych pozornych do logiki, do trzeciego aksyo-
maty stuzace do zastgpienia funkcyi zawierajacych zmienne pozorne
matrycami czyli t. zw. aksyomaty sprowadzalno$ci. Wszystkimi tymi
dzialami zajmiemy si¢ po kolei.

10. Do dziatu 1-go nalezy 10 aksyomatéow. Aksyomaty te sa
nastepujace:

Aksyomat I. Jedli sady) jest prawdziwy, oraz je$li sad p pociaga
sad ¢, to sad ¢ jest prawdziwy?).

N (Sx, y) i [xy] = (Hx) : (%). > (xp).
Dla uproszczenia symboliki pisze Russell za Peana
PX~X X zamiast (x) . px Jtp X
Fx *px zamiast (x) . (px = ipx
P (xy) O V (xy) zamiast (xy) .p (xp)J ip (xy)

W sprawozdania powyzszem opuscilem wiele definicyi Russella, a w szczegél-
nosci te wszystkie, ktére sluza do przeniesienia teoryi sadéow elementarnych dla sadow
stopnia 1-go.

2) v. Amor. Journal of Mathematics XXX.

s) Je§li mamy assereye | p, oraz |-pZ)/< t° mozemy powiedzie¢ |-g. Bez uzy-
cia slow aksyomat ten, iak wiele innych, nie da si¢ sformulowaé. W Principiach po-

siada on nr * 1'l.
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Aksyomat ten posiada wielkie znaczenie, pozwala nam bowiem ko-
rzysta¢ z stosunku implikacyi. Trzeba pamigtaé, ze implikacya p po-
cigga ¢ nie uprawnia nas bynajmniej do assercyi sadu ¢ Do tego na-
lezy si¢ upewni¢, ze sad p jest prawdziwy. Te¢ wlasnie okolicznos$é
podkresla nasz aksyomat.

Aksyomat II. Jesli dowolna warto$¢ funkcyi elementarnej @jest
prawdziwa, oraz je$li pomie¢dzy funkcyami ¢ i ij zachodzi stosunek
implikacyi, to dowolna warto$¢ funkcyi tjljest prawdziwax).

W zestawieniu z aksyomatem poprzednim przynosi ten aksyomat
nastepujaca nowa zasade: funkcye @ oraz o pocigga iji posiadaja ten
sam zakres zmiennej. Dlatego nazywa si¢ zasadg identyfikacyi typow.

Russell zwraca uwage, ze obydwa powyzsze aksyomaty odgrywaja
bardzo wazna rol¢ w inferencyach.

Aksyomat III. Je$li w sumie logicznej obydwa wyrazy przedsta-
wiajg tensam sad pj to suma ta pocigga sad p 2.

Zasada ta jest tak banalna, ze az moze si¢ wydawac¢ dziwaczna,
dlatego dodam, ze naprzdod, jak widzieliSmy, suma logiczna: Sokrates
jest czlowiekiem albo Sokrates jest czlowiekiem oznacza poprostu, ze
przynajmniej jeden z obu sadow jest prawdziwy. Nic wigc dziwnego,
ze sad Sokrates jest czlowiekiem musi wynikaé¢ z tej sumy, poniewaz
sad ten stanowi rownoczes$nie obydwa jej skladniki. Aksyomat ten na-
zywa Russell zasada tautologii.

Aksyomat IV. Sad ¢ pociaga sumg¢ logiczng dowolnego sadu p
i tegoz sadu ¢ *.

Rzeczywiscie, jesli sad ¢ jest prawdziwy, to suma p albo ¢ jest
prawdziwa, bo jeden z jej sktadnikow w kazdym razie jest prawdziwy.
Jesli q jest falszywe, to wedlug tego co$my moéwili o implikacyi ma-
teryalnej, ¢ pociaga kazdy sad.

Aksyomat ten nazywa Russel zasada dodawania. Objas$nia go na-
stepujacym przyktadem: Sad dzisiaj jest wtorek pociaga sad dzisiaj
jest wtorek lub Sroda.

Aksyomat V. Suma logiczna nie zalezy od porzadku sktadnikow.

Innemi stowami p albo q pociaga q albop 4. Aksyomat ten nazywa
si¢ zasadg permutacyi.

Aksyomat VI. Suma logiczna sadu p oraz sumy ¢ albo r pociaga

) nr. * i-ii.

2P VpO.p, nr * 12

) S-0-PV g nr * 13.
YPVg-ImgVpnnr* Vi
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sume¢ logiczng sadu ¢ oraz sumy p albo r 1). Jest to t. z. prawo asso-
cyacyi.

Aksyomat VII. Sad ¢ pocigga r pociaga sad, jaki z danego sadu
otrzymam ktadac na miejsce sadow g ir sumy logiczne tych sadow
oraz sadu dowolnego p 2).

Russell zwraca uwage, ze aksyomat ten jest $cisle spokrewniony
z zasadg dodawania.

Aksyomat VIII. Negacya sadu 'elementarnego jest sadem ele-
mentarnym 3).

Aksyomat IX. Suma dwoéch sadow elementarnych jest sadem
elementarnym4).

Aksyomat X. Suma dwoch matryc, ktorych zmienna jest dowolnym
sagdem elementarnym, jest matryca, ktorej zmienna jest dowolnym s3-
dem elementarnym 5).

Ten ostatni aksyomat nazywa si¢ zasada identyfikacyi zmiennych
rzeczywistych6).

11. Zwr6éémy si¢ teraz do rozpatrzenia twierdzen podstawowych
nalezacych do dziatu 2-go. Twierdzenia te sa nastepujace.

Aksyomat 1. Assercya dowolnej warto$ci funkcyi pociaga sad:
istnieje przynajmniej jedna warto$¢ funkcyi, ktéora jest sadem praw-
dziwym 7).

Aksyomat II. Suma dwoéch dowolnych wartosci tejsamej funkcyi
pocigga sad: istnieje przynajmniej jedna warto§¢ funkcyi, ktora jest
sgdem prawdziwym §).

Russell nazywa twierdzenia te aksyomatami istnienia, stuza one
bowiem do udowodnienia istnienia zbioréw przedmiotéw przez wskaza-
nie pojedynczych przedmiotow, posiadajacych zgdang wtasnosc.

Nastgpne dwa aksyomaty sg uogdlnieniem zasad inferencyi poda-
nych dla sadéw i funkcyi elementarnych.

Aksyomat III. Je§li dany jest prawdziwy sad p i jeSli p pociaga
¢, to q jest prawdziwe, bez wzgledu na typ sadow p. ¢g9.

S>PV ?Vr)02. V-/[pVr). nr* TS5

2)q Dr:p V gDP V r nr * T6.

s) nr * 1- 7.

» nr * 1-71.

*) nr * 1-72.

* nr * T172. Innemi stowami, funkcya <pp V V¥P posiada teneam zakreB
zmiennej, co funkcye (pp i typ wzigte z osobna.

) ox .y. (Hz) . pe<nr * SM.

8 P&V Py O +(®») 9 * nr 9TI.

9 nr * 9-12.
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Aksyomat IV. W assercyi zawierajacej zmienn¢ rzeczywista, zmien-
na ta moze by¢ zamieniona na zmienn¢ pozorngx. Znaczy to, ze ile
razy mamy assercy¢ dowolnej warto§ci funkcyi, mozemy poddaé as-
sercyi sad wszgystkie wartosci tej funkcyi sq prawdziwe?).

Ostatnia grupa twierdzen tego dzialu odnosi si¢ do zakresu zna-
czenia funkcyi.

Aksyomaty tej grupy sa nastepujace:

Aksyomat V. Je$§li funkcya ma sens dla argumentu @ oraz je$li x
posiada tensam typ co o, to funkcya ma sens takze dla argumentu x 3).

Aksyomat VI. Jesli do jakiego$ a nalezy sad odnoszacy si¢ do
niego, to istnieje funkcya, ktéra otrzymam, ktadac w tym sadzie x na
miejsce a i naodwrotd).

Aksyomat VII. Dowolna warto$¢ funkcyi: jakiekolwiekby nie bylo
X, @(x,y) jest prawdziwa dla dowolnego y pociaga odnosna warto$¢ funk-
cyi, jaka z danej otrzymamy zamieniajac x i y 0.

Widzimy, ze aksyomaty tego dzialu sa poprostu résumc¢ z tego,
co o wtasno$ciach funkcyi zostato powiedziane w teoryi typoéw logi-
cznych.

12 W dziale trzecim podaje Russell dwa aksyomaty, a mianowi-
cie t. z. aksyomaty sprowadzalno$ci6).

Aksyomaty te sa nastgpujace:

Aksyomat I. Do kazdej funkcyi jednej zmiennej nalezy przynaj-
mniej jedna matryca z nig rownowazna?).

Axiomat II. Do kazdej funkcyi dwoch zmiennych nalezy przy-
najmniej jedna matryca z nig ré6wnowaznag).

Widzimy, ze zaleznie od ilo$ci zmiennych inoznaby podaé nie-
skonczenie wiele takich aksyomatow. My bedziemy mowili tylko o pierw-
szym. Aksyomaty te uwazam za falszywe. Z tego powodu poswigce
im caty nastgpny rozdziat.

13. Rzut oka na powyzszy zbidr aksyomatéw pouczy, Zze nie ma
on nic wspdlnego z tradycyonalnymi aksyomatami logiki, co wigcej nie

®Hnr * 913

*) Dobrze jest pamietaé, ze twierdzenie to wcale nie jest rownowazne twierdze-
nia <py~)(z)cp z, jakby to kto§ moégl mysle¢. To ostatnie twierdzenie jest poprostu
falszywe.

s) Jesli (pa jest sad, oraz jeSli ¢« i x sa tegosamego typu, to (px réwniez jest
sadem, nr ' 9°13.

4 Jesli sad p ma ksztalt (pa to istnieje funkcya (px, nr ’ 9°14.

6 * 11-07.
*) the axiom of reducibility.
D tyal!3d,./linr * 121.

b (HY «f &) SIVf ! ().
3*
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przypomina nawet znanych regul nowszej logiki formalnej. — Druga
uwaga, jaka si¢ nasunie jest ta, ze aksyomaty powyzsze nie sa wcale
proste, owszem niektoére z nich przedstawiaja si¢ w sposoéb dos§¢ za-
wity. — Ten stan rzeczy wynika z celu, dla jakiego uktad owych
aksyomatéw zostal ustawiony. Cel ten jest dwojaki. Naprzod chodzito
0o to, aby przy pomocy uktadu tego otrzymaé¢ znane twierdzenia logiki,
a nie otrzymacd twierdzen falszywych. Nadto nalezalo liczb¢ aksyomatow
1 poje¢ fundamentalnych sprowadzi¢ do minimum. Kwestya prostoty
ijasno$ci aksyomatéw stoi na drugim planie, mniemam jednak, ze aksyo-
maty Russella nie s3 wcale niejasne. Ttomaczenie tych aksyomatéow nie
przedstawia jak widzimy trudno$ci, jest jednak w zasadzie niepotrze-
bne. — Wszystkie rachunki logiczne odbywaja si¢ catkiem niezaleznie
od tresci twierdzen i mogltyby bez trudnos$ci by¢ wykonywane zupel-
nie mechanicznie. Dopiero wtedy, gdy po przeprowadzeniu rachunkoéw
otrzymamy twierdzenie gotowe, przychodzi pora zastanowienia si¢ nad
tres$cig tego twierdzenia.

14. WidzieliSmy, ze aksyomaty sa niezalezne od tego, czy sady, do
ktorych si¢ odnosza, sa prawdziwe, czy nie. — Jest to czynnik bardzo
wazny dla warto$ci naszych rozumowan, — mozemy by¢ bowiem pe-
wni, ze rozumowanie nasze jest prawdziwe, je$li tylko trzymamy si¢
aksyomatow, nie wchodzac w to, czy premisy sa prawdziwe, czy nie.
Jedyny wyjatek jest wtedy, jesli premisami sg same aksyomaty. Musimy
bowiem domagac si¢, aby aksyomaty byty prawdziwe, je$li rozumowania
nasze maja by¢ prawdziwe X).

15. Azeby zoryentowad si¢ w charakterze rachunkéw logicznych,
zapytajmy si¢, jakiego rodzaju konsekwencye mozemy wyprowadzié
z powyzszych aksyomatdéw. Jes$li ograniczymy si¢ do rachunku sadow,
zobaczymy, ze beda to: znane zasady logiki, a wigc zasada syllogizmu,
zasada wykluczonego $rodka, zasada sprzecznos$ci, zasada tozsamos$ci.

Doda¢ wypada, ze otrzymanie zasady sprzeczno$ci wymaga wiele
operacyi logicznych, a zasada tozsamos$ci znajduje si¢ na miejscu o wiele
p6zniejszem. Przeprowadzanie tych dowodow bez symboliki bytoby, jak
to juz wspomniatem, zadaniem niemal niewykonalnem, ze wzgl¢gdu na

nadmierng monotoni¢ *).

* Russell, L’importance philosophique de la logistique R. M. M. 1911 p. 287.
J) Zapewne bedzie interesujacem zobaczyé, w jaki sposob wyprowadza Russell
zasade sprzeczno$ci. Dowod podaje in extenso.
Zasada summacyi jest
gDr~:p Vg-D-P Vr (1)
We wzorze tym klade ~ p na miejsce p; bedzie wtedy
~pVr
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Zaznaczy¢é wypada, ze dowodd odnosi si¢ do innego sformutowa-
nia zasady sprzeczno$ci, niz to, jakie podaliSmy za Arystotelesem, opie-
wa ono: iloczyn logiczny dowolnego sadu i jego negaeyi jest sadem
fatszywym.

Nie trudno zobaczyé¢, ze zasada Arystotelesa jest szczegdéltowym
przypadkiem tej zasady. Przedewszystkiem jednak nalezy sformutowac
zasade Arystotelesa w mys$l zasad teoryi typow. Otdz zasada ta opiera
si¢ posrednio na wieloznacznem pojeciu: wszystkie wlasnoSci przed-
miotu. ktéore musi by¢ usunigte.

Zamiast o wszystkich wlasnosciach musimy mowi¢ o wszystkich
tetasnosciach typu 1-go (predykatach) o icszystkich wiasnosciach typu
2-go, 3-go i t. d. Opierajac si¢ na zasadzie sprowadzalno$ci mozna sfor-
mutowaé zasade sprzeczno$ci zastgpujac pojecie wszystkich wilasnosci
przedmiotu pojeciem wszystkich predykatow tego przedmiotu. Skoro
jednak w dalszym ciggu przekonamy si¢, ze zasada sprowadzalnoSci

Korzystajac z definicyi implikacyi pZg m= m~ p V ¢ (2) otrzymam stad:
g0 O0ipD gO-P"r (3)
czyli t. z. zasad¢ syllogizmu. Je$li tutaj podstawi¢ p V P za gap za r otrzymam:
PV?201>2]J>0p /p.l.pjp

Otoz, przestanka tego wniosku jest to zasada tautologiip VP P i moge zatem

poddaé¢ assercyi wniosek:
pDpV p-D-P )p.

Przestanka tego sadu jest zastosowaniem zasady dodawania gq.Dp.Vgq, jest
zatem prawdziwa. Mozemy przeto poddac¢ assercyi sad p ~)p, (4), ktory Russell nazywa
zasadg identycznosci, jakkolwiek jest on rézny od tego, co si¢ zwykle rozumie przez
zasad¢ tozsamosci Inb identycznosci. Zwrdéémy si¢ teraz do zasady permutacyi:

p WqO-<I Vp
i podstawmy ~p za p, a ~q za g; bedzie ~p V ~gq g V ~PmZ definicyi impli-
kacyi dostaniemy zatem
PD ~20.0 ~P (5, co jest t. z. zasada transpozycyi.
Z drugiej strony ktadac p za ¢ w definicyi implikacyi dostaniemy
pDp. —w~ 2V p,

skad wynika: ~pVp. (6)

Zwroémy si¢ teraz do zasady permutacyi i potézmy ~p za p a p za g7 bedzie:

~P VpO -PV ~p.

Tutaj przestanka jest prawdziwa, zatem prawdziwy jest i wniosek p V ~p (7),
czyli zasada wykluczonego $rodka.

Z zasady identycznos$ci i definicyi iloczynu mamy

p-g99).~ (~p V~q)
Z transpozycyi: p mgO ~ (~ P V~f)O: ~PV ~q O . ~{pq)
Otéz ktadac ~p za g otrzymamy:
~p V ~ (~p)-D-~ (Pu~P-
Tutaj wniosek jest prawdziwy, gdyz zalozenie jest prawdziwe, jak to wynika z (7).
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jest falszywa, dobrze bedzie odrazu sprobowaé definiowac zasadg sprze-
cznosci bez powotania si¢ na zasade sprowadzalnosci. Przedewszystkiem
zauwazy¢ nalezy, ze wtedy otrzymamy tyle definicyi zasady sprze-
cznosci, ile jest typow logicznych. I tak zasada najnizszego typu bedzie
opiewata:

Jesli dany przedmiot 4 jest dowolnego rzedu, to nie istnieje taki
predykat, ktoryby temu przedmiotowi réwnocze$nie przystugiwal i nie
przystugiwatl).

Zasadg sprzecznos$ci 2-go typu otrzymamy z powyzszej zaste-
pujac pojecie predykatu pojeciem funkcyi typu 2-go. W ten sposob
otrzymamy kolejno coraz to wyzsze typy zasady sprzeczno$ci.

Trudno$ci te mozna usungé, jesli odwotamy si¢ do wieloznacznego
sformutowania, bez wprowadzenia zmiennej pozornej, tak jak to robi-
lismy z aksyomatami systemu Russella. Wtedy zasada sprzecznosci Ary-
stotelesa opiewataby: Nie jest prawdq, ke przedmiot A posiada wilasnosé
9 i nie posiada jej, przyczem 9 jest dowolna, albo nie jest prawdqg, ze
A czyni zadosé funkcyi 9 i nie czyni jej zadosé, gdzie 9 jest dowolna.

W tej formie zasada sprzeczno$ci Arystotelesa okazuje si¢ szcze-
golowym przypadkiem tej zasady sprzecznosci, jaka Russell wyprowa-
dza z swoich aksyomatow 2).

16. Rachunek sadoéw Russella nie rdézni si¢ w zasadzie od da-
whniejszych rachunkow sadow. Aksyomaty sg inne, jest ich stosunkowo
mniej, — inne s3 tez poj¢cia fundamentalne, ale réznice te sa czysto
zewngtrzne. — Gdyby tedy Russell poprzestat na rachunku sadéow, nie
mogliby$Smy dzietu jego przypisywaé wigkszego znaczenia. Rzeczywi-
$cie, rachunek sadéw wzigty sam w sobie, jakkolwiek posiada niezwy-
kty urok systemu doskonalego, — nie odgrywa w nauce wazniej-
szej roli, wyprowadza bowiem 2z wielkim mozotem te twierdzenia
ktore sa o wiele nieraz prostsze i jasniejsze od jego aksyomatow, lub
tez wprowadza twierdzenia nowe, ktore poza rachunkiem logicznym
nie maja zastosowan. Wlasciwa sila rachunku sadow lezy jednak w tem,
7ze stanowi on naturalng podstawe rachunku funkcyi, ten za§ obejmuje
rachunek klas, ktory posiada olbrzymie znaczenie w matematyce. Rze-
czywiscie, jeSli mozna jeszcze dzi§ dysputowaé, czy caly rachunek klas
da si¢ obja¢ rachunkiem logicznym, wydaje si¢ niezaprzeczalng ta oko-
liczno$¢, ze wszystkie twierdzenia matematyki moga by¢ sformutowane
przy pomocy poj¢é teoryi klas, oraz pojeé, ktdore przy pomocy tychze

N (<~ [Pl4. ~ @lA]

2) Doda¢ wypada, ze jakkolwiek dowod Kussella przeprowadzony jest dla sa-
dow elementarnych, to jednak mozna przeprowadzi¢ go bez trudnosci dla sadéw in-
nych typow.
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moga by¢ zdefiniowane. — W kwestye tg, jako stojaca poza zakresem
niniejszej pracy blizej wchodzi¢ nie bedziemy.

17. W dotychczas wylozonej teoryi nie mieszcza si¢ wcale sady
ksztattu takiego, jak n. p. zwyciezca z pod Jeny byl cesarzem Francyi.
Podmiotem tego sadu jest zwycigezca z pod Jeny, przedmiot, ktoéry ani
nie je&t indywiduum, ani sadem, ani funkcya propozycyonalng. —
Russell wskazuje na to, ze zwycigzca z pod Jeny nie moze byé przed-
miotem, ale jest to symbol niezupeiny, ktdry sam przez si¢ nic nie
oznacza, a to z nastepujacych wzgledéow. Gdyby zwyciezca z pod Jeny
byt imieniem wtasnem jakiego$ indywiduum, to je$li Napoleon bedzie
innem imieniem wtasnem, sad Napoleon jest zwyciezcq 7 pod Jeny bylby
zwykla tozsamoscia a jest a, co jest oczywiscie falszywe. Gdyby zwy-
cigzca z pod Jeny oznaczal jakikolwiek inny przedmiot, sad: Napoleon
jest zwyciezcq 7 pod Jeny bylby falszywy, co oczywiscie réwniez nie
zachodzi. W tych warunkach musimy przyznaé, ze sad dowolny wy-
powiedziany o gwyciezcy z pod Jeny musi dac si¢ przetransformowaé na
sad odnoszacy si¢ do innych przedmiotow. Russell wskazuje na to,
ze sad zwyciezca z pod Jeny byl cesarzem Francyi zawiera w sobie sady
nastepujace: 1° Odniesiono zwycigstwo pod Jena. 2° Na nazwe zwyciezcy
zastuguje jeden tylko czlowiek. 3° Ten czlowiek byl cesarzem Francyi.
Otéz te 3 sady razem wzigte daja rOwniez sad nastepujacy:

Istnieje takie indywiduum c, be dla kabdego x funkcya: x jest zwy-
ciezeq 7 pod Jeny — jest réownowazina funkcyi: x jest identyczne z
oraz indywiduum c bylo cesarzem Francyi').

Widzimy, ze ten nowy sad odnosi si¢ jedynie do zbioru indywi-
dudéw. Jest widocznem, ze metoda powyzsza jest ogdlna, ze wigc kazde
zdanie odnoszgce si¢ do przedmiotu nie bg¢dacego ani indywiduum, ani
sadem, ani funkcyg, mozna przetransformowaé na zdanie odnoszace si¢
jedynie do indywiduow, sadoéw lub funkcyi. Jesli zdanie dane opiewa
przedmiot, ktory ma wlasnosci takie a takie, jest taki a taki, to zdanie
przetransformowane bedzie opiewato:

Istnieje takie c, e funkcya: x ma wlasnosci takie a takie, — jest
dla wszystkich x rownowazna funkcyi: x jest identyczne z ¢, oraz c jest
takie a takie.

W tym ostatnim sadzie ¢ moze by¢ indywiduum, sadem lub funk-

cyg okreslonego typu.

*) Jesli <px — x jest zwycigzca z pod Jeny, to przedmiot niezupelny zwycigzca
z pod Jeny oznacza si¢ symbolem: (7x) ¢X. Kazdy sad f [(ja:) ¢>x| o tym Bymboln za-
stepuje Russell sadem:
{Sc) : px .sii .x — c:fc
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Tasama metoda transformacyi odnosi si¢ do sadow o klasach, do
ktorych teraz przystepujemy.

17. Z podstawowemi pojgciami teoryi klas zapoznaliSmy si¢ juz
poprzednio, moéwiliSmy bowiem o zbiorach, — a nazwy zbidr i klasa
sa poprostu synonimamil). Byla tez mowa o tern, ze Russell nie uwaza
klas za przedmioty i redukuje w zasadzie caly rachunek klas do ra-
chunku funkcyi. Russell podnosi stusznie, ze uwazanie klas za przed-
mioty pocigga starg objekcyeg, ze niepodobna przyjad, ze co$ jest zara-
zem wielo$cig ijednosciag 2). Rzeczywiscie, trudno przyjac, ze n. p. klasa
wszystkich Polakéw, jest przedmiotem istniejacym oddzielnie poza
wszystkimi Polakami.

Przypatrzmy si¢ teraz, w jaki sposob Russell sprowadza pojecie
klasy do pojecia funkcyi propozycyonalnej. Idea tej redukcyi polega na
tem, ze nie chodzi wcale o wskazanie, jakiego rodzaju przedmiotem
jest klasa, ale o wyttomaczenie, jakie znaczenie posiada sad o klasie.
Ot6z jesli mamy redukowaé pojecie klasy do pojecia funkcyi, nasuwa
si¢ z gory przypuszczenie, ze sad o klasie bedzie sadem o funkcyi,
a funkcya, ktorej zmienna jest klasg, — funkcya, ktérej zmienna jest
funkcya.

18. Azeby roztrzygnal pytanie, jakiego to rodzaju funkcye funk-
cyl moga by¢ zastagpione funkcyami klas, zwraca Russell uwage na dwie
grupy funkcyi, ktérych zmienna jest funkcya, a mianowicie na funkcye,
ktére nazywa ekstensyonalnemi i funkcye pozostate, ktéore nazywa inten-
syonalnemi. Zwro¢my uwage na sad: wszyscy ludzie sq smiertelni,albo innemi
slowami: jest zawsze prawdq, ze jesli x jest czlowiekiem, to x jest Smier-
telny. Jesli w sadzie tym funkcye x jest czlowiekiem, zastapimy sym-
bolem zmiennym cpx, przedstawiajacym jakakolwiek funkcye tego sa-
mego typu, otrzymamy funkcye¢ funkcyi: jest zawsze prawdg, ze jesli
tpx, to x jest smiertelny. Kladac tutaj na miejscu @x rdézne funk-
cye, objete zakresem tego symbolu, bedziemy otrzymywali sady pra-
wdziwe lub falszywe. Zauwazy¢ przytem wypada, ze sad prawdziwy
otrzymamy ktadac na miejscu <px jakgkolwiek funkcyg¢ rownowazng
funkcyi x jest czlowiekiem n. p. fukcye¢: x jest bezpiorym dwunogiem, —
nie otrzymamy za$ sadu prawdziwego w razie przeciwnym. — Wynika
stad, ze prawda lub falsz sadu otrzymanego nie zalezy wcale od ksztaltu
poszczegblnej funkcyi, ale jedynie od tego, czy jest ona roOwnowazng
pewnej funkcyi, czy nie. — Je$li teraz zwazymy, ze dwie funkcye sa

* Mozna, jak to czyni Russell, uzywaé wyrazu zhidr w znaczeniu intuicyjnem,
rezerwujac wyraz klasa, dla pojgcia $cis§le sprecyzowanego.
J) Principia p. 75.



[308] ZASADA SPRZECZNOSCI 41

rownowazne, jesli te same warto$ci argumentu obracaja je roOwnocze$nie
w sady prawdziwe, lub falszywe, albo, innemi stowami, wtedy, gdy
zbior przedmiotow obracajacych funkcy¢ w sad prawdziwy jest dla
obu funkcja tensam, dojdziemy tatwo do przekonania, ze w sadzie,
jaki otrzymujemy, chodzi nie o funkcy¢ podstawiona, lecz o zbidr przed-
miotow czynigcych zado$¢ tej funkcyi

Nie wszystkie jednak sady posiadaja t¢ wilasnos¢. Russell pod-
nosi, ze n. p. sad: Ja mniemam, ze jest zawsze prawdq, ze jesli x jest

czlowiekiem, to x jest Smiertelny, — jest sadem zupelnie odmiennej ka-
tegoryi. Rzeczywiscie, je§li utworzymy funkcye: Ja mniemam, ze jest
zawsze prawdq, ze jeSli yx, to x jest Smiertelny, — zobaczymy ze na

miejscu yx nie mozemy ktas¢ funkcyi rownowaznych funkcyi: x jest
czlowiekiem, je§li chcemy otrzymywaé¢ sady rownoczesnie prawdziwe
lub fatszywe z sadem danym. Tak n. p. sad: Ja mniemam, ze wszystkie
bezpiore dwunogi sq sSmiertelne, moze by¢ prawdziwy, jakkolwiek sad:
ja mniemam. ze wszyscy Indzie sq smiertelni bedzie falszywy i naodwrot.

Wynika stad, ze funkcya: jest zawsze prawdq, ze jesli yx to x
jest Smiertelny, posiada zupelnie odmienny charakter od funkcyi: ja
mniemam, Ze jest zawsze prawdg, Zze jesli yx, to x jest Smiertelny. Pierw-
sza z tych funkcyi jest funkcya ekstensyonalng, druga intensyonalna.
Funkcyg ckstensyonalne maja tedy t¢ wlasnos$é, ze na miejscu zmien-
nej mozemy w nich klas¢ dowolne funkcye¢ z sobg rownowazne, otrzy-
mujac stale sady rownoczesnie prawdziwe, lub falszywe. Funkcye¢ funk-
cyl pozostate nazywaja si¢ intensyonalnemi.

Widzimy, ze w przeciwienstwie do funkcyi ekstensyonalnych.
funkcye¢ intensyonalne nie daja zadnej podstawy do wprowadzenia po-
jecia klasy. — Russellowi udato si¢ jednak wykazaé¢, ze do kazdej
funkcyi zaréwno ekstensyonalnej jak 1 intensyonalnej nalezy pewna
funkcya pochodna, ktoéra jest w kazdym razie ekstensyonalna.

19. Azeby teraz objasni¢ pojecie funkcyi pochodnej, skontruujemy
ja naprzéd dla tych funkcyi, ktéoremi zajmowali§my si¢ w paragrafie
poprzednim. — Dla pierwszej z nich (ekstensyonalnej) funkcya pocho-
dna opiewa: Istnieje przynajmniej jedna matryca rownowazna funkcyi
yx, ktora obraca w sqd prawdziwy funkcye: jest zawsze prawdg, zZe jesli
yx, to x jest Smiertelny. Dla drugiej buduje si¢ funkcy¢ pochodng zu-
pelie taksamo.

Jesli teraz przypatrzymy si¢ naszej funkcyi pochodnej, przeko-
namy si¢, ze zmienna cpte zachodzi w niej dwa razy, ale tylko na
pierwszem miejscu, jako zmienna rzeczywista, na drugiem za$ jako
zmienna pozorna. — Warto$cig tej funkcyi jest n. p. sad:

Istnieje przynajmniej jedna matryca rownowazna funkcyi: x jest
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czlowiekiem, — ktora obraca w sqd prawdziwy funkcye: jest zawsze pra-
wdq, ze jesli tyx, to x jest Smiertelny.

Podkreslam, ze w tym ostatnim przykladzie mamy nie funkcye,
ale sad. gdyz wszystkie zmienne sg tu zmiennemi pozornemi.

Widzimy, ze o ile funkcye: x jest czlowiekiem, mozna uwazac za
roOwnowazng przynajmniej jednej matrycy, nasza funkeya pochodna
jest rownowazna danej funkcyi.

Mogloby si¢ wydawaé, ze zmienna musi by¢ ograniczona
do matryc, skoro sad o tej zmiennej moze by¢ wypowiedziany
zarazem o matrycy. Niewatpliwie tak jest, o ile sad nie opiera si¢
na pojeciach wieloznacznych, takich jak implikacya, prawda 1 t. p,
ktorych sens przystosowuje si¢ do typu przedmiotow, o ktore chodzi.
Ten przypadek zachodzi wtasnie w naszym przyktadzie. JesSli zmienna
$¥x ma by¢ zamieniona na zmienn¢ pozornag, to oczywiscie musi by¢é
ograniczona do jednego typu, tak wigc n. p. w funkcyach pochodnych,
gdzie <$Hx wystgpuje raz jako zmienna rzeczywista, drugi raz jako
zmienna pozorna, — symbol ten przedstawia w pierwszym razie
funkcye¢ dowolnego typu, w drugim razie odnosi si¢ jedynie do ma-
tryc. W przykladzie omoéwionym funkeya dana jest ekstensyonalna.

Jesli funkeya dana jest intensyonalna, funkeya pochodna nie jest
jej w zadnym razie rownowazna. Tak n. p. funkeya: Istnieje przynaj-
mniej jedna matryca rodionoicazna funkcyi @x, ktora obraca w sqd
prawdziwy funkcye: ja mniemam, ze jest zawsze prawdq, ze jesli

cpx, to x jest Smiertelny, — nie jest roOwnowazna funkcyi: Ja mnie-
mam, ze jesli <px to x jest smiertelny, — jakkolwiek jest pochodna tej
funkcyi ¥

20. Przy pomocy pojecia funkcyi pochodnej mozemy z tatwoscig
zdefiniowa¢, co Russell rozumie przez sad o klasie. Przez definicyg,
sagdem o klasie przedmiotow obracajacych funkcye¢ dang cpx w sad
prawdziwy, — nazywamy wartos¢ jakiejkolwiek funkcyi pochodnej,
w ktorej na miejscu zmiennej rzeczywistej polozono danag funkcyeg gx.
Tak wigc sad:

Istnieje matryca rownowazna funkcyi: x jest czlowiekiem, — ktora
funkcye: jest zawsze prawdq, zejeSli qx, to x jest Smiertelny, — obraca
w sqd prawdziwy,

jest sadem o klasie:

) Niech bedzie dana fankeya f #p£), ktora zmienia ai¢ zaleznie od typu <pf
tak, ze zawsze ma sens. Funkeya pochodna tej funkcyi

fi&g>x) - (@y). -KV'-*)
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Jest zawsze prawdq, ze jesli x nalezy do klasy okreslonej przez x
jest czlowiekiem, to x jest Smiertelny.

Widzimy, ze jakkolwiek metoda Russella jest sztuczna i moze
z poczatku zwtlaszcza wydawaé si¢ trudng do zrozumienia, — osiaga
ona cel swoj w zupeinosci. Russell stara si¢ zbudowaé sady, ktoreby
nalezaty w rownym stopniu do kazdej funkcyi, a byly niezalezne od
tego. do ktorej z kilku funkcyi rownowaznych si¢ odnosza. Sady takie
posiadaja niewatpliwie wszystkie zasadnicze cechy sadow o klasach,
dlatego wigc nazywa je Rusell sadami o klasach. — To, zZe sady te
nie moga by¢ sformutowane bez uzycia wielu stow, lub symboli, nie
moze odgrywac roli decydujacej.

Widzimy, ze koniecznym warunkiem istnienia funkcyi pocho-
dnych w kazdym przypadku jest zalozenie, ze istnieje przynajmniej
jedna matryca ro6wnowazna danej funkcyi. — Wynika stad, Ze cata
teorya klas Russella jest §ci$le oparta na aksyomacie sprowadzalno$ci.
Russell zwraca uwageg, ze aksyomat ten jest mniej ogbdlny od aksyomatu
istnienia klas, da si¢ bowiem z niego wyprowadzi¢. Rzeczywiscie, jesli
zatozymy, ze do kazdej funkcyi zmiennej x nalezy okreslona klasa a,
bedziemy mieli matryce ro6wnowazna danej funkcyi pod postacia funk-
cyli x jest elementem klasy «.

Z chwilg kiedy raz nadamy znaczenie sadom o klasach, mozemy
mowié¢ o klasach tak jak o przedmiotach.

21. Russell wykazuje, ze jego definicya zachowuje wszystkie za-
sadnicze wtlasnosci klas. I tak (1) kazda funkcya definiuje klase —
(dzigki aksyomatowi sprowadzalnosci). (2) Sad, ze dwie klasy sa identy-
czne jest rOwnowazny sadowi, ze funkcye definiujace te klasy sa sobie
rownowazne Rzeczywiscie, sad klasa ludzi jest identyczna z klasq bez-
piorych dwunogow znaczy wedlug przyjetych umow: Istniejg przynaj-
mniej 2 matryce, pomigdzy sobq identyczne, z ktorych jedna jest rowno-
wazna funkcyi: x jest cziowiekiem, a druga funkcyi: x jest bezpiorym
dwunogieml]). (3) Istnieja klasy klas, przyczein klasa nie moze by¢ swym
wlasnym elementem.

Aby objasni¢ ten ostatni punkt, zauwazmy naprzdd, ze sad ajest
elementem klasy icszystkich ludzi znaczy: istnieje matryca rownowazna
funkcyi: x jest czlowiekiem, ktorq a obraca w sqd prawdziwy. Otoz, jesli
przyjmiemy aksyomat sprowadzalno$ci, zobaczymy z tatwoscia, ze sad
ten jest rOwnowazny sadowi a jest elementem funkcyi: x jest czlowiekiem,

» & — S8lx:yf.z=9[z
2 atz(<pz) = (3f)<px=zi>'x.anl>\£ przyczem
acip! X= ty'a
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albo, co na jedno wychodzi, sadowi: a jest czlowiekiem. Widzimy, ze
jesli przyjmiemy powyzsza definicye, mozemy z tatwos$cig nadaé¢ zna-
czenie sadowi: klasa Polakow jest elementem klasy klas ludzi. Sad ten
oznacza: istnieje matryca ktorej zmienna jest klasq, rownowazna funkcyi:
a jest klasqg ludzi i ktorej elementem jest klasa Polakow. Podobnie mo-
zemy, rzecz jasna, zdefiniowaé jakikolwiek inny sad o klasie klas.

Przypatrzmy si¢, jak wygladalby sad klasa K jest swoim ele-
mentem. — Je$li przypus$cimy, ze K jest n. p. klasg ludzi, sad ten
oznacza: istnieje matryca rownowazna funkcyi: x jest czlowiekiem, —
ktora jest swoim wilasnym elementem. Ale powiedzenie takie jest we-
dlug teoryi typow pozbawione sensu, widzimy wigc, ze klasy klas
nie mogg by¢ swoimi elementami. — Wynika stad, ze klasy zawiera-
jace jeden tylko element, nie sg z tym elementem identyczne, jak to
wynikato z dawnych teoryi klas.

W koncu rozwazan o klasach doda¢ wypada, ze sad: klasa a jest
zawarta w klasie /?, albo krocej: klasa a jest podklasq (i oznacza: funk-
cya x jest elementem klasy a — implikuje: x jest elementem klasy /7%).

22. Zupelnie analogiczng teory¢ rozwija Russell o stosunkach.
Stosunki wypltywaja z funkcyi wickszej ilo$ci zmiennych. Tak n. p. funk-
cya x jest mniejsze od y ustanawia stosunek pomig¢dzy parami przed-
miotdw, czynigcych jej zadosé. Stosunek ten wedlug Russella jest to
klasa par (x, y), dla ktorych funkcya x jest mniejsze od y jest praw-
dziwa®. Jesli tedy mowi¢ a pozostaje w stosunku R do b, albo krocej
a R b, to wtlasciwie afirmuj¢ dla warto$§ci @ na x i b na y, t¢ funk-
cy¢ propozycyonalng dwoch zmiennych, do ktorej nalezy R J.

Dla wzgledow praktycznych wprowadza Russell pojecie przed-
miotu Ry, ktory ma stosunek R do y. Jest to, jak zawsze u Russella,
symbol niezupelny, to znaczy, ze nie mozemy zdefiniowaé oddzielnie
tego przedmiotu, a jedynie dowolny sad f (Ryj o tym przedmiocie.
Ot6z wypowiedzie¢ sad f (Ry), znaczy to twierdzi¢, ze istnieje jeden
i tylko jeden przedmiot a taki, ze a posiada stosunek R do y, oraz
wypowiedzie¢ sad f (a). JeSli wigec mowig: ojciec Napoleona byt adwo-
katem, to twierdzg: istnieje jeden i tylko jeden przedmiot a, ktory spet-
nia funkcye: x jest ojcem Napoleona, — oraz przedmiot ten a byl adwo-
katem 3).

Kazdy stosunek R prowadzi do stosunku R, ktory Russell na-

¥ <*Z0: = :xics'2xxs/3.
Y fLk) = flty.(p\(xp)).
> W symbolach:
f'R'y) =: (BT6):xRy.=*x= b.:fb
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zywa odwrotnym. Je$li x ma stosunek R do y, to y ma stosunek R do
x. Je$li xRy oznacza x jest ojcem y to xRy oznacza x jest dziec-
kiem y.

Klas¢ przedmiotow, ktéore maja stosunek R do danego przedmiotu
y, nazywa Russell referentami y, klas¢ przedmiotow, do ktoérych x ma
stosunek R. relatami x 1). Je§li xRy opiewa: x jest nauczycielem y, to
klas¢ referentow Sokratesa tworza jego nauczyciele a klas¢ relatow
jego uczniowie. Obszarem stosunku R nazywa Russell klas¢ przedmio-
tow x. ktéore czynig zado$¢ stosunkowi xRy, gdzie y dowolne; klase
przedmiotow y takich, ze xRy, gdzie x dowolne, nazywa Russell obsza-
rem odwrotnym 2).

Do zrozumienia dalszego ciagu jest potrzebne jeszcze pojecie
klasy wszystkich przedmiotéw ksztattu R}, ktoére naleza do danej
klasy /?s).

Mozemy teraz przystapi¢ do zdefiniowania odpowiednio$ci wielo-
jednoznacznej, na krorej trzeba si¢ oprzeé, aby wykazaé sprzeczno$é
w systemie Russella. Opowiednio$¢ migdzy klasami przedmiotéow x iy
jest wielo-jednoznaczna, je§li kazdemu a odpowiada jedno i tylko jedno
y. Tak, pomiedzy klasa ludzi i dat urodzenia zachodzi stosunek wielo-
jednoznaczny, bo kazdemu cztowieckowi odpowiada jedna i tylko jedna
data urodzenia4). Naodwro6t, klasa dat urodzenia pozostaje w stosunku
jedno-wieloznacznym do klasy ludzid. Polaczenie obu tych stosunkow
daje stosunek jedno-jednoznaczny6. Klasy pozostajace w stosunku
jedno-jednoznacznym nazywamy podobnemi. Maja one t¢ wlasnosé, ze
kazdemu elementowi jednej klasy odpowiada jeden i tylko jeden ele-
ment drugiej klasy i naodwrdt, kazdemu elementowi drugiej klasy od-
powiada jeden i tylko jeden element 1-ej klasy. Przyktadem dwoch
klas podobnych sa klasy: ludzi dojrzatych i gtow ludzi dojrzatych,
liczb catkowitych i liczb parzystych etc.

' Hy = .« (xRy) klasa referentow y
R?x= y (xliy) klasa relatow x
Jest jasne, ze i? i R sa to stosunki.
) D— dftla= XHSy)xliyj\ obszar
a=zfjR[13 = !){(&x)xRyj] obszar odwrotny.
3) Klas¢ t¢ oznacza Russell symbolem R a3
4) Stosunek wielo jednoznaczny oznacza Russell symbolem Cis ~*I, ktorego dofi-
nicya: * 7102 Cls-"l— R ~~R C [) moze by¢ napisana:
Cls-*1= R [£{(%)*y*& R:x=£(yRz)} Cl]
gdzie aC.l oznacza, ze klasa a zawiera 1 i tylko 1 element.
6) Rel-*Cls. EKy\ = Odl.
« 1->1 = {I-tCls)r'(CI8-+1), gdzie n jest znakiem iloczynu dwoch klas, czyli

klasy elementow wspolnych obydwu danym klasom.
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Na pojeciu podobienstwa opart Cantor a za nim Frege i Russell
definicy¢ liczby kardynalnej: Liczba kardynalna jest to klasa wszyst-
kich klas tegosamego typu, ktére taczy stosunek podobienstwa. Tak
wiec liczba 1 jest to klasa wszystkich klas zawierajacych jedno indy-
widuum n. p. — Widzimy, ze liczby kardynalne rozpadaja si¢ rowniez
na typy 1.

23. Zwro¢my si¢ teraz do wyjasnienia paradoksow wymienionych
w rozdziale poprzednim, przy pomocy teoryi Russella.

Zwréémy si¢ naprzod do paradoksu Meinonga: Kwadratowe kolo
nie istnieje.

Wedlug teoryi Russella sad ten nie odnosi si¢ wcale do zadnego
przedmiotu kwadratowe kolo, ale po przetransformowaniu opiewa:

Nie jest prawdg, Ze istnieje takie c, Ze funiccya: x jest kwadra-
towem kotem — jest rownowazna dla wszystkich x funkcyi: x jest iden-
tyczne z ¢

W sadzie tym niema wcale mowy o kwadratowem kole, ale o ecle-
mentach tego typu logicznego, ktory jest zakresem zmiennej x.

W tych warunkach paradoks Meinonga upada, a temsamem upe-
wniamy si¢, ze z teoryi Russella zostaty usunigte t. z przedmioty
sprzeczne.

Przechodzimy do pozostaltych paradoksow.

1. Paradoks Epimenidesa:

Epimenides moéwi, ze klamie. Jesli Epimenides mowi prawde, to
ktamie twierdzac, ze klamie, — je$li jednak klamie rzeczywiscie, to
mowi piawde, ze klamie.

Aby paradoks ten wyjasni¢, Russell zwraca uwage, ze sad: Epi-
menides mowi, ze klamie, jest rownoznaczny z sadem: Istnieje sad, ktory
Epimenides wypowiada i sqd ten jest falszywy 2). Innemi slowami, Epi-
menides wypowiada sad: Istnieje taka wartos¢ argumentu funkcyi'. Epi-
menides wypowiada sqd p ip jest falszywy, — ktora funkcye te obraca
w sqd prawdziwy. — W tem sformutowaniu odrazu zobaczy¢ mozna,
ze paradoks wyptywa z wieloznacznosci powiedzen: prawdziwy, falszywy.

Rzeczywiscie, jeSli przypuscimy, ze sad Epimenidesa jest praw-
dziwy, to sad ten podstawiony na miejsce argumentu p w funkcyi,
Epimenides wypowiada sqd p ip jest falszywy, obroci ja w sad falszy-
wy. Te¢sama wlasnos¢ posiada¢ bedzie z koniecznosci kazdy inny sad,
nie begdzie bowiem sadem wypowiadanym przez Epimenidesa. — Okaze

» *101°1 [-.2Vc‘a = ./3(/3Bma) = /3(aBm0) ;JVc'a= liczba kardynalna klasy a,
Bm= similis.
» Pr. Mat 65.
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si¢ tedy, ze nie istnieje taki sad, ktoryby funkcye Epimenides wypo-
wiada p ip jest falszywy obrocit w sad prawdziwy, jesli go podsta-
wimy na miejsce p, — a temsamem, ze sad wypowiadany przez Epi-
menidesa jest falszywy.

Naodwrdét, jesli zalozymy, ze sad wypowiadany przez Epimeni-
desa jest falszywy, otrzymamy podstawiajac go na miejscu argumentu
p funkcyi Epimenides icypowiada p ip jest falszywy, sad prawdziwy,
a z tego wynika odrazu, ze sad wypowiadany przez Epimenidesa jest

prawdziwy.
Inaczej przedstawi si¢ sprawa, je§li sprecyzujemy typ sadow,
o ktérych mowa i stopien prawdy i falszu tych sadow. — Funkoya

propozycyonalna, o ktorej byla mowa, bedzie musiata by¢ zastgpiona
przez funkcye: Epimenides wypowiada sad p ip jest falszywy w sto-
pniu n. — W tym wypadku, na miejscu argumentu p mozemy ktas¢
tylko sady typu »n, nie mozemy wigc polozy¢ 3adu, ktory wypowiada
Epimenides, gdyz w sadzie tym jest posrednio mowa o wszystkich sa-
dach typu n. Kzeczywiscie, jesli si¢ mowi: istnieje sqd, ktory ma fte
a te ictasnosci, to znaczy, ze niektére sady danego typu maja te a te
wilasnosci, czyli ze nie jest prawdag, jakoby wszystkie sady danego
typu nie mialy tej wlasnosci, okazuje si¢ tedy, ze sad, ktoéry wypo-
wiada Epimenides, posiada typ wyzszy niz n.

2. W paradoksie Grellinga i Nelsona nalezy rozrézni¢ roézne typy
ludzi. Jesli wszystkich ludzi typu 1-go podzielimy na samobdjcow i nie-
samobodjcoéw, to czlowiek ktory zabija wszystkich niesamobdjcéw be-
dzie cztowiekiem typu 2-go.

3. Paradoks Russella opiera si¢ na poje¢ciu klas, ktéore nie zawie-
raja siebie jako elementu. Otéz, klasy inne nie istnieja, jak widzie-
liSmy poprzednio. Klasa wszystkich klas, ktore nie zawieraja siebie
jako elementu, bytaby klasa wszystkich klas; ale pojgcie to jest po-
zbawione sensu, nie mozemy bowiem wedlug teoryi typow mowic
o wszystkich matrycach.

4. W paradoksie Berry’ego jest mowa o definicyach liczb réznych
rzgdéow. Definieya liczby 11421421 przez podanie cyfr posiada rzad
nizszy, niz definieya okre$lajaca ja jako liczbe najmniejsza z pomigdzy
wszystkich liczb, ktére dadza si¢ zdefiniowaé przy pomocy conajmniej
27 zglosek.

Istnienie tej definicyi nie obala wigc prawdziwosci twierdzenia,
ze istnieje liczba najmniejsza z pomigdzy tych, ktorych definieye za-
wieraja co najmniej 27 zglosek, pod warunkiem, ze mowimy o defini-
cyach oznaczonego rz¢du, czego wymaga teorya typow.
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ROZDZIAL IV.

Sprzeczno$¢ systemu Russella. Mozliwo$§¢ systemu wolnego od
sprzecznoSci.

1. Postulaty PoincarAgo. — 2. Postulat definicyi przy uzyciu skonczonej liczby stow.
3. Analityczna definicya poj¢cia uktadu Ilitor. — 4. Nowe sformutowanie 1-go postu-
latu Poincare’go. — 5. Wykazanie sprzecznos$ci w systemie Russella. — 6. Patszy-
wos¢ zasady sprowadzalnosci. — 7. Konsekwencyo odrzucenia zasady sprowadzalnosci
dla teoryi klas; nowa definicya klas. — 8. Definicya identycznos$ci. — 9. Przypadki,
w ktorych mozna wykaza¢ stuszno$é zasady sprowadzalnos$ci. — 10. Niezalezno$¢ za-
sady indukcyi zupelnej od zasady sprowadzalnosci w przypadku tancuchéow prostych.—
II. IConkluzye ogdélno o mozliwosci systemu logiki wolnej od sprzecznosci. — 12.

Uwagi matafizyczne i historyczne.

1. W artykule p. t. La logique de [linfini* postawil Poinear¢
nastepujace postulaty, jakim czyni¢ zado$¢ powinien kazdy systemat
logiki;

1° Nie rozwazaé¢ innych przedmiotéw, précz tych, ktére mozna
zdefiniowa¢ zapomocg skonczonej ilosci stow.

2° Nie traci¢ nigdy z oczu tej okoliczno$ci, ze kazdy sad odno-
szacy si¢ do nieskonczono$ci musi by¢ przettumaczeniem, wypowiedze-
niem skréoconem sadoéw odnoszacych si¢ do skonczonosci.

3° Unika¢ klasyfikacyi i definicyi niepredykaty wnych?2).

Postulaty te posiadaja znaczenie podstawowe, dlatego tez zajmg
sig nimi blizej.

Zwré¢my si¢ naprz6éd do postulatu 3 go. — Dla czytelnika, ktory
juz zapoznal si¢ z pojeciem funkcyi predykaty wnych, a réownoczesnie
przekonat si¢, ze sa one rownouprawnione z funkcyami pozosta-
temi, postulat ten musi si¢ wyda¢ absurdem. Trzeba jednak pamigtac,
ze Poincare co innego rozumie przez klasyfikacye¢ i definicy¢ niepre-
dykaty wna, — nizby powinien, gdyby si¢ trzymat okreslen Russella.
Poincaré6 uzywa tu niewatpliwie wyrazu; definicya niepredykatywna
w tym samym senie, w jakim postugiwal si¢ nim przed ogloszeniem
teoryi typow, a wigc tak, jak to juz bylo omodowione w tej pracy. Stre-
szczajac rzecz krotko, mozemy powiedzie¢, ze chodzi jedynie o to, zeby
unika¢ wprowadzania funkcyi dwuznacznych, ktérych argumenty nie
bylyby doktadnie okreslone co do typu. Z tego punktu widzenia po-
stulat ten jest poprostu powtdérzeniem gléwnych zalozen teoryi typow.

Postulat drugi jest wyrazem psychologistycznego stanowiska au-
tora. Dla nas jest o tyle interesujacy, ze godzac w aktualng nieskon-

» R M. M. 1909.
a) L c.p. 482.
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czono$¢ wogdle, obala temsamem Cantorowski szereg liczb pozaskon-
czonych, ktory niezaleznie od tego postulatu odrzuci¢ bedziemy zmu-
szeni.

Podstawowe znaczenie dla dalszych naszych rozwazan ma jedynie
postulat pierwszy. — Zobaczymy, ze postulat ten pozostaje w jaskra-
wej sprzeczno$ci z teorya Russella, ze wigc, o ile zechcemy go przyjaé,
bedziemy zmuszeni teory¢ t¢ odrzucié.

Poniewaz jednak postulat Poincarégo wydaje si¢ niezwykle pra-
wdopodobnym, a odrzucenie go doprowadzi¢by musiato do mistycznego
poniekad pogladu na istnienie utworéw idealnych, okaze sig¢ raczej ko-
niecznem odrzuci¢ teory¢ Russellal). — Nie wynika stad jednak bynaj-
mniej, zeby$§my mieli zaprzeczy¢ tym wszystkim twierdzeniom, ktore
poznaliSmy w poprzednich rozdziatach. Przekonamy si¢ z tatwoscia, ze
pogodzenie teoryi Russella z postulatem Poincard’go nie jest wykluczone,
jakkolwiek musialoby si¢ oprze¢ na zasadniczych modyfikacyach nie-
ktorych pojgé. Zobaczymy, mianowicie, ze wystarczy odrzuci¢ aksyo-
mat sprowadzalnos$ci i to wszystko, co jest na nim oparte.

3. Pierwszy postulat Poincarégo mozna sformulowaé przy pomocy
pojecia uktadu liter, o ktérem juz wspomniatem. Aby zdefiniowaé zu-
petnie $cisle, co rozumiem przez uktad liter, zwroce si¢ do pojecia tan-
cucha prostego, ktore wprowadza Zermelo?2).

Przez tancuch prosty rozumie Zermelo klas¢ posiadajaca naste-
pujace wtasnosci:

1° Klasa ta posiada jeden wybrany element e ktéry moze si¢
nazywaé ,elementem pierwszym4, oraz moze posiadaé¢ jeden wybrany
element eM ktory moze si¢ nazywac ,elementem ostatnim4 Jest jasne,
ze moze zachodzi¢ stosunek el= ea.

2° Podklasa M’ tancucha prostego iii nie zawierajagca pierwszego
elementu el jest podobna do lancucha i¥, jedli z niego usuniemy osta-
tni element ea, o ile ten istnieje.

Element e| klasy A/’ ktory przy ustawieniu jedno-jednozna-
cznej odpowiednio$ci odpowiada elementowi e klasy iii, nazywa si¢
obrazem tego elementu. Widzimy, ze w tancuchu prostym, kazdy ele-
ment z wyjatkiem pierwszego jest obrazem i do kazdego elementu
z wyjatkiem ostatniego nalezy obraz.

3° Lancuch prosty nie moze zawiera¢ cze¢$ci oddzielonych t. j.

") Zauwazy¢ wypada, ze Russell okazuje si¢ zwolennikiem tego postulatu. (Prin-
cipia I p. 64). Musz¢ wyznaé, ze trudno mi pojaé, dlaczego Russell nie zwrédcit uwagi
na kousekwencyo, jakie z tego postulatu wyptywaja dla jego systemu,

s) Acta math. 32.
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takich podktas, zeby kazda z nich zawierata wszystkie obrazy swoich
elementow.
Przyktadem tancucha prostego zawierajacego ostatni element jest
n. p. klasa: Kastor i Polluks, w ktorej ¢, — Kastor, ea — Polluks.
Lancuch prosty zawierajacy ostatni element nazywamy ,skon-

czonym".
Niech teraz bedzie R jakikolwiek stosunek niezwrotny, t. j. taki,
ze je$li aRb, to nie moze zachodzi¢ bRa. — Je$li w klasie a po-

mi¢dzy kazdymi dwoma elementami zachodzi taki stosunek, to klase
nazywamy uporzadkowana. — Tak n. p. klasa: Kastor i Polluks jest
uporzadkowana, o ile polozymy ¢,— Kastor, ea — Polluks, bo wtedy
ewR e0 i nie zachodzi e, R ea, je§li R = ,jest obrazem".

Jesli klasa jest uporzadkowana, bedziemy mowili, ze element a
czynigcy zado$¢ stosunkowi aRb jest ,elementem poprzedzajacym" b
Element poprzedzajacy wszystkie inne nazywaé bedziemy elementem
1-ym, element nie poprzedzajacy zadnego elementu pozostatego elemen-
tem ostatnim. — Je$li kazda podklasa danej klasy ma element pierw-
szy, to klasa jest ,,dobrze uporzadkowana". Jesli kazda podklasa danej
klasy posiada pierwszy i ostatni element, to klasa jest, podwojnie do-
brze uporzadkowana.

Opierajac si¢ na tych pojgeciach mozemy zdefiniowaé pojecie od-
cinka danego tancucha prostego. Przez odcinek //(a) tancucha prostego
M, nalezacy do elementu a, rozumie Zermelo podklas¢ klasy M podwoj-
nie dobrze uporzadkowana, w ktorej 1° pierwszy element el tancucha
M jest pierwszym elementem, 2° ostatni element ea lancucha M jest
ostatnim elementem i ktora posiada 3° t¢ wlasnosé, ze kazdy jej ele-
ment el jest w tancuchu prostym obrazem elementu jej ef ktéory ma
t¢ wilasnos$¢, ze nie istnieje taki element ek ktoryby poprzedzal e\,
a byt poprzedzany przez ef Istnienie takiego elementu ef jest zapewnione
podwodjnie dobrem uporzadkowaniem klasy E(a).

Jest oczywistem, ze kazda klasa E(a) jest lancuchem prostym.—
Ponizej udowodnimy, ze do kazdego elementu « tancucha prostego na-
lezy odcinek E(a), defincye nasze nie =zaleza jednak od tego twier-
dzenia.

WprowadZzmy teraz umowe nastgpujaca: W uktadzie liter n. p.
[Polo], litera o nastgpujaca po p jest innym przedmiotem niz litera o
znajdujaca si¢ na koncu. Pierwszy z tych przedmiotdw oznaczymy
symbolem o2 drugi symbolem o* Umowa taka jest nieodzowna, jesli
mamy uwolni¢ si¢ od poj¢¢ zwigzanych z przestrzenig. — Ogdlnie po-
wiemy: Je$§li przyjmiemy okre§lony zbidr liter i znakéw pisarskich
i jesli L oznacza ktorakolwiek z tych liter a n ktorakolwiek z liczb
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catkowitych, to symbol L nbg¢dziemy uwazali za osobny przedmiotl), ktory
mozemy nazwac: literg ze znaczkiem. — Opierajac si¢ na tej umowie mo-
zemy uklad liter zdefiniowa¢ jako: tancuch prosty, skonczony, w ktéorym
1° wszystkie elementy sg literami ze znaczkami, 2° kazdy element L, de-
finiuje odcinek E(Lmn. 3° Liczba kardynalna odcinka E(L,,) jest n.

Znaczy to, ze w tymsamym uktadzie liter nie moga znajdowaé
sic dwie rdézne litery z tymsamym znaczkiem i ze litera znajdujaca si¢
na M-tem miejscu ma jako znaczek liczbe n. Tak n. p. uklad liter
[Polo] jest to tancuch prosty zlozony z przedmiotow: Is, 02 oit Pt. Jesli
odstgp migdzy uktadami liter oznaczymy symbolem | |, uktad liter [So-
krates jest cztowiekiem] przedstawi si¢ jako tancuch prosty elementow:
a5 Cl5 e7 ell e21 e24 *20 *23.7%10 A8 222 A 7 *#%)5 02 °18 *4 §1 §8 S12 ~6 N3 W19 Z161 bII4¢

4. Rozwazania te, moze nieco pedantyczne, potrzebne sa do tego,
aby odeprze¢ ewentualny zarzut, ze pojecie uktadu liter jest niejasne
i ze dlatego niema powodu si¢ z niem liczy¢.

Zwazmy teraz, ze nazwyi definicye przedmiotéw, ktérenie sa
indywiduami2), sprowadzaja si¢ do funkcyi propozycyonalnych. Mogg
bowiem twierdzi¢, ze przedmiot jest zdefiniowany, je§li istnieje przy-
najmniej jedna funkcya propozycyonalna majaca t¢ wiasnos$¢, ze obraca
si¢ w sad prawdziwy, jesli w niej na miejsce x podstawimy Ow przed-
miot, a w kazdym innym wypadku obraca si¢ w sad falszywy. Funk-
cy¢ takg mozemy nazwaé funkcya definiujaca.

W tych warunkach, postulat Poincar¢go mozemy sformutowac,
jak nastgpuje:

Do kazdej funkcyi propozycyonalnej nalezy przynajmniej jeden
uktad liter, ktoéry przedstawia t¢ funkcye propozycyonalng.

W tern sformulowaniu postulat Poincarégo staje si¢ bardzo przej-
rzystym, nie podobna sobie bowiem wyobrazi¢ funkcyi propozycyonalnej
nie wyrazonej skonczong liczbg symbolow.

Doda¢ wypada, ze Sehonflies3) podniost szereg zarzutow przeciw
postulatowi Poincarégo, ktére jednak wszystkie polegaja na biedach,
jak to wykazal sain Poincaré4).

5. Mozemy teraz przystapi¢ do wykazania sprzeczno$ci w syste-
mie Russella. Sprzeczno$¢ ta streszcza si¢ w nastgpujacych dwoch twier-

dzeniach.

* Przedmiot ten jest to klasa, ktorej elementami sg litera L i liczba m. Litery
uwazamy za indywidua.

J) Nie mozna twierdzi¢, ze wszystkie indywidua maja imiona wlasne.

3 fiber eine verraeintliche Antinomie der Mengenlehre, Acta Mathematica
32. 1909.

4) Inflexions sur les deux notes precddentes ibid.



52 LKON CHWISTEK [319]

(1) Klasa uktadoéw liter zawiera podklasg¢, ktéora pozostaje w sto-
sunku wielo-jednoznacznym do klasy klas uktadow liter, przyczein
wszystkie klasy klas uktadow liter wchodza w gr¢ — bez wyjatku.

(2) Jesli zachodzi stosunek wielo-jednoznaczny pomig¢dzy podklasa
klasy 4 a klasa klas klasy A4, to istnieje taka podklasa & w klasie
A, ktora w owym stosunku nie wchodzi w gre.

Twierdzenie 1 jest bezposredniag konsekwencya postulatu Poinea-
régo i zasady sprowadzalno$ci. Rzeczywiscie wedlug zasady sprowa-
dzalno$ci do kazdej klasy klas ukladow liter nalezy przynajmniej
jedna matryca, ktoéra sprawdzaja elementy tej klasy i tylko one.
Wedlug postulatu Poincar§’go do kazdej z funkcyi wymienionych
nalezy przynajmniej jeden uktad liter, ktory ja przedstawia. Do kaz-
dej klasy klas uktadoéw liter nalezy tedy przynajmniej jeden uktad
liter, ktory przedstawia matryce posiadajacg t¢ wlasnos¢, ze elementy
danej klasy klas i tylko one obracaja t¢ funkcye¢ w sad prawdziwy.
Jest z drugiej strony jasne, ze do kazdego uktadu liter powyzszej
kategoryi nalezy jedna i tylko jedna klasa klas ukladow liter. Sto-
sunek jest wiec wielo-jednoznaczny i wszystkie klasy klas uktadow
liter wchodza w gre.

Twierdzenie 2 udowodnit Russell w swoich Principiach.

Dowdd ten streszcza sig w nastepujagcem rozumowaniu. Przy-
pusémy, ze kazdemu elementowi x klasy D bedacej podklasa klasy a
odpowiada jako obraz jeden i tylko jeden element klasy klas zawar-
tych w a. Niech teraz w bedzie podklasg klasy a zawierajgca wszyst-
kie te i tylko te elementy, ktéore czynig zado$¢ nastgpujacym warun-
kom: 1° nalezag do D, 2° nie naleza do klas, ktéore sa ich obrazami
w powyzszem podporzadkowaniu. Jest rzecza jasna, ze (> nie zawiera
zadnego elementu tylko w tym wypadku, gdy kazdy element D nalezy
do  swego obrazuw podporzadkowaniu. W tym wypadku jednakdowdd
twierdzenia jest trywialny, bo u. p. suma obrazdw nie jest wcale obra-
zem 1 t. d.

W wypadku, gdy klasa w istnieje, tatwo wykazaé, ze nie moze
ona by¢ obrazem zadnego z elementéw ktasy D; — kazdy bowiem
element klasy w ma t¢ wlasno$é, ze nie nalezy do swego obrazu, & nie
moze wige by¢ jego obrazem, — a z drugiej strony zaden z elemen-
tow -D, ktory nie nalezy do f£> nie moze nie naleze¢ do swego obrazu,

nie moze wiec klasa & by¢ jego obrazem J).

*) Podaj¢ tu gtowne punkty dowodu Russella: Tom II p. 32.
F-ReCl->1.1?RC«*UTICCT7'a0O w4 !Cl'a— J?R.
Dowéd: hipoteza i co~& [xejyR.x ~ sR'x)
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6. Widzimy, ze cala sprzecznz$6é pociaga istnienie klasy G Otoz
zwazmy, ze funkcya definiujaca klas¢ w nie jest wcale matryca, za-
wiera bowiem implicite frazes: jesli x nalefy do D, to istnieje jeden
jego obraz, a temsamem zawiera klasy typu klas zawartych w a jako
zmienn¢ pozorng. Na to wigc, zeby istniata klasa & potrzeba innej funk-
cyi definiujgcej, a mianowicie funkcyi definiujacej, ktoraby byta
matryca. Istnienie takiej funkcyi zapewnia nam zasada sprowadzalnosci.
Odrzucajac istnienie takiej funkcyi, musimy temsamem odrzuci¢ zasade
sprowadzalnosci.

Jesli tedy paradoks nasz nie ma pozosta¢, musimy nieodzownie
uznaé zasad¢ sprowadzalnos$ci za falszywa.

7. Usunigcie zasady sprowadzalnos$ci pociaga dla systemu Russella
powazne konsekwencye. Widzimy przedewszystkiem, Ze jego definicya
klasy okazuje si¢ niewystarczajaca. Rzeczywiscie, bez aksyomatu spro-
wadzalno$ci mozemy przyjac istnienie klasy tylko pod warunkiem, ze
podamy matryce réwnowazng danej funkcyi definiujacej, co nieraz jest
niemozliwe. — Zapytajmy si¢ jednak, czy istnienie matrycy jest konie-
cznym warunkiem otrzymania klasy. Sam Russell przyznajel), ze mo-
wit dlatego tylko o matrycach, ze chcial ograniczy¢ si¢ do zatozen
najprostszych. W gruncie rzeczy chodzilo jedynie o zaznaczenie tego
faktu, ze pojecie klasy zwigzane jest $ciSle z rownowaznoscig dwoch
funkcyi. Otoz, jesli zalozenie istnienia matrycy, réwnowaznej danej
funkcyi jest niedopuszczalne, to niewatpliwie mozemy zawsze zalozyc,
ze istnieje funkcya tegosamego typu co dana funkcya i jej rownowa-
zna. — Zalozenie takie nie pociagga obnizenia rz¢du funkcyi, nie moze
wigc zadna miarg doprowadzi¢ do paradoksu Richarda, a tern mniej
do innych znanych paradoksow. Niewatpliwie, zalozenie takie jest
o wiele skromniejsze, a temsamem prawdopodobniejsze od zatozenia
Russella, przyznaje¢ jednak, Ze ta jego zaleta nie moze by¢é uwazana za
decydujaca.

Sprobujmy wigc zatozyé, ze do kazdej funkcyi nalezy funkcya
tegosamego typu z nig réwnowazna.

Przy tem zatozeniu nie trudno jest podaé definicy¢ klasy zupetl-

xelflt. | :xeS.=,x ~elPx:
~ {xeai ,=ZXEIFx)
D*: 4=1i? a

y.:<3 ~ sayR (i)
hipoteza i (1).}.0>C O «“C“(2)-
Z tych twierdzen i definicyi identycznos$ci wynika twierdzenie zadane. Kuaaell
nie uwzglgdnia wypadku, gdy <3 nie zawiera zadnego elomentn.
» K. M. M. p. 296.
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nie analogiczna do definicyi Russella. Trzeba tylko zawsze moéwié
o funkcyi tegosamego typu co dana, zamiast o matrycy. Tak n. p.
w nowych warunkach sad: jest zawsze prawdg, ze jesli x nalezy do
Masy wszystkich ludzi, to x jest Smiertelny, bedzie opiewal:

Istnieje funkcya rownowazna funkcyi: x jest czlowiekiem — i po-
siadajgca tensam typ, ktora funkcye: jest zawsze prawdgq, ze jesli A>x
to x jest Smiertelny, obraca w sqd prawdziwyl).

Nie da si¢ zaprzeczyl, ze powyzsza definicya klas zaciera jedna
z najbardziej typowych ich wlasnosci. Wedtug niej dwie funkcye ro-
wnowazne roznych typoéw okreslaja dwie rézne klasy, a temsamem
przedmioty tegosamego typu mogg naleze¢ do klas réznych typow. —
Tak n. p. klasa 3-ech najwigkszych poetow polskich musi by¢ uwa-
zana za przedmiot réznego typu od klasy: Mickiewicz, Stowacki, Kra-
sinski. W miejsce identyczno$ci dwoch klas musimy wprowadzi¢ po-
jecie rownowaznosci dwoch klas, a w ten sposéb rachunek klas nie
dostarczy nam niemal zadnego uproszczenia w porOwnaniu z rachun-
kiem funkcyi. Jest to konsekwencya zarowno przykra jak nieunikniona,
ktéora $wiadczy dobitnie, jak bardzo myli¢ moze odwotywanie si¢ do
intuicyi w stosunku do poje¢ tak ztozonych jak klasa.

Dalsza konsekwencya powyzszej definicyi klasy jest ta, ze kazda
klasa ma podklasy réznych typoéw, ze wigc nie mozemy mowi¢ o wszy-
stkich podklasach danej klasy, podobnie jak nie mozemy mowi¢ o wszy-
stkich wiasnosciach przedmiotu. Wniosek ten obala oczywiscie definity-
whnie teory¢ klas Cantora, ktora dzisiaj posiada wielu zwolennikdéw, nie
mniej jednak wydaje si¢ nieunikniony.

8. Zwrocémy si¢ teraz do problematu definicyi identycznos$ci, do
ktorego Russell przywiazaje szczegolniejsza wage. Zwrodcitam juz po-
przednio uwage, ze trudnos$ci potaczone z ta definicya moznaby usunaé
przez przyjecie fundamentalno$ci tego pojgcia. Mniemam jednak, ze
moznaby zdefiniowaé identyczno$é zupeilnie poprawnie nie przyjmujac
zasady sprowadzalno$ci, je$li si¢ przyjmie pewien nowy aksyomat o wiele
mniej ogbélny, ktdory nie pocigga znanych parodoksow.

WidzieliSmy, ze dwa przedmioty sa identyczne, je$li posiadaja
wszystkie tesame predykaty. Definicya ta nie rozstrzyga nic o wtlasno-
$ciach typow wyzszych, po odrzuceniu zasady sprowadzalno$ci, musi
by¢ tedy stanowczo uwazana za niewystarczajaca. Azeby mogla by¢é

¥ Zalozenie powyzsze pociaga koniecznos¢ wprowadzenia nowego symbolu.
Niech bedzie <pxTy>x sad: <px posiada tensam typ co y>x. Wtedy nasza definicya
bedzie.
NE((pzj\ = (Stip) .tyzTcpz.ips — g>s. f(ip£)
Tutaj musimy pamigta¢, ze zmienna musi mie¢ okre§lony typ.
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przyjeta, musimy mie¢ jaki§ aksyomat, ktéoryby zapewniat nas, ze dwa
przedmioty identyczne posiadaja tesame wlasnosci, takze typéw wyzszych.

Aksyomat ten moglby by¢ nast¢pujacy: Jesli dwa przedmioty po-
siadaja rownoczesnie dowolng wilasno$¢ typu okreslonego, to posiadaja
rownoczes$nie dowolng wilasnosé typu bezposrednio wyzszego. Widzimy,
ze aksyomat ten zawiera bardzo skromne zalozenie i nie pozwala na za-
dne uogdlnienia, nie mozemy bowiem wygtasza¢ sadéow o wszystkich
typach, a tern mniej stosowa¢ do nich rozumowania indukcyjnego, w pra-
ktyce jednak jest zupelnie wystarczajacy.

9. Powyzsze rozwazania pouczaja dostatecznie, z jakiemi trudno-
Sciami bedzie miata do czynienia logika po odrzuceniu zasady spro-
wadzalno$ci. W jakim zakresie trudno$ci te dadza si¢ pokonac i co
zostanie z systemu Russella trudno z goéry szczegdélowo powiedzieé.
Jest jednak pewnem, ze odrzucenie zasady sprowadzalnosci nie obala
systemu Russella w zasadzie. Tak np. rachunek sadéow, oraz rachunek
funkcyi pozostaje bez najmniejszej zmiany.

Modyfikacye zaczynaja si¢ dopiero tam, gdzie chodzi o wypro-
wadzenie teoryi klas a w dalszym ciagu calej matematyki. Zwrécitem
juz uwage na to, ze o zachowaniu teoryi klas Cantorowskiej nie moze
by¢ mowy. Temsamem odpadnie wielka czgs¢ twierdzen objetych sy-
stemem Russella. Natomiast zdaje si¢ rzecza pewna, ze og6! twierdzen
matematyki klasycznej nie jest zalezny od zasady sprowadzalnosci.
Twierdzenie to wyglaszam oczywiscie tylko nawiasowo, poniewaz udo-
wodnienie go wymagaloby rekonstrukcyi catego systemu Russella.
Ogranicz¢ si¢ tutaj tylko do pewnej uwagi. Sytuacya, w jakiej si¢
znajdujemy przyjawszy teorye typow, a odrzuciwazy zasade sprowadzal-
nosci, znajduje si¢ zupeilnie w sferze pogladow Richard'a i Poincarc’go,
o ktoérych byta juz mowa poprzednio. Dlatego nie od rzeczy bedzie
omowi¢ nieco obszerniej metody, jakich Poincar¢ uzywal do usunigcia
trudnos$ci, z jakiemi spotka¢ si¢ musimy. Poincar¢ zajmuje si¢ dowo-
dem twierdzenia fundamentalnego algebry, podanym przez Cauchy’ego.
Dowdd ten streszcza Poincar¢ w stowach: ,Chce udowodnié, ze ro-
wnanie algebraiczne F =0 ma zawsze pierwiastek; w tym celu zwra-
cam uwage, ze \F| jest zawsze dodatnie i posiada przeto granic¢ niz-
sza lub minimum, ze funkcya ciagla osiaga zawsze swoje minimum,
a w koncu wykazuj¢, ze |F| nie inoze mie¢ innego minimum procz 0;
wnosz¢ stad, ze istnieje punkt, dla ktérego |F \= 0 Ul).

Ot6z. Poincaré zwraca uwageg, ze pojecie liczby e, ktéra jest naj-
mniejsza z pomigdzy wartosci funkcyi | jest zdefiniowane przy po-

* Acta math. 32. p. 199.
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mocy pojecia zbioru wartosci funkcyi |\F\. W tych warunkach Ii-
czba e powinna by¢ uwazana za przedmiot wyzszego rzedu niz wszyst-
kie te warto$ci |i*]. przy pomocy ktorych ja zdefiniowalidmy, a tem-
samem nie moglaby by¢ uwazana za warto$¢ funkcyi

Trudno$¢ te usuwa Poincar¢ w sposob nastepujgcy. Zamiast mo-
wi¢ o wszystkich warto$ciach funkcyi |.F| mowi ojej wartosciach
w punktach wymiernych (t. j. takich, ktéorych wspoéirzedne sa wy-
mierne). Przy pomocy zbioru tych wartosci definiuje liczb¢ e Naste-
pnie udowadnia, ze e je3t wartoscig funkcyi |B | w punkcie niewy-
miernym (lub wymiernym) i ze e— 0 ).

Powyzsze przedstawienie rozni si¢ od tego, jakiem postuguje si¢
Poincaré, chodzito mi bowiem o nawiazanie do jezyka teoryi typow,
jest jednak zgodne z jego mys$la przewodnia. Przypatrzmy si¢ teraz,
na czem polega jego doniosto$§¢. Chwila zastanowienia pouczy, ze druga
definicya liczby e o ile przypusScimy, ze ma sens, posiada rzad nizszy
niz pierwsza, opiera si¢ bowiem na poj¢ciu wszystkich wartosci w pun-
ktach wymiernych, podczas gdy tamta opiera si¢ na poj¢ciu wszystkich
warto$ci wogole. Wykazujac, ze wjednym i w drugim wypadku mamy
do czynienia z tgsamg liczbg, pokazal Poincaré, ze do funkcyi definiu-
jacej liczbe e stosuje si¢ zasada sprowadzalno$ci i to jest zasadniczy
punkt jego wywodu.

Wynika stad, ze w pewnych wypadkach mozemy korzysta¢ z za-
sady sprowadzalnosci, dzigki temu, ze mozemy udowodni¢ jej stosowal-
no$¢ do tych wypadkow, nigdy jednak dlatego, jakoby ona miata by¢
ogolnie prawdziwag.

Zasadzie tej daje wyraz Poincaré w nastgpujacych stowach: ,Je-
$li rozwazamy zbidér E, n. p. liczb rzeczywistych dodatnich, mozemy
udowodnié, ze ten zbidr posiada granice dolng el ta granica nizsza jest
zdefiniowana po zbiorze F£ 1 niema petitio principii poniewaz e nie na-
lezy naogét do zbioru E. W pewnych przypadkach szczegdélowych,
moze si¢ zdarzy¢, ze e nalezy do E. W tych wypadkach niema tez pe-
titio principii, bo e nie nalezy do E na podstawie swej definicyi, ale na
podstawie dowodu pdzniejszego niezaleznego zaro6wno od definicyi zbioru
E, jak liczby eu.

W regule tej jest mowa o zbiorze liczb rzeczywistych dodatnich
Zauwazy¢ wypada, ze z punktu widzenia teoryi typow pojecie takiego
zbioru jest niedopuszczalne. Rzeczywiscie widzieliSmy, ze funkcye de-
finiujace liczby rzeczywiste moga mie¢ rdézne typy. Wedlug tego mu-
szg i te liczby rozpa$é si¢ na typy.

> Acta math. 32, p. 199.
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Mozemy wigc mowi¢ o liczbach rzeczywistych typu 1-go, licz-
bach rzeczywistych typu 2-go, mozemy wreszcie mowi¢ o liczbie rze-
czywistej typu dowolnego, ale zadng miarg nie mozemy mowi¢ o wszy-
stkich liczbach rzeczywistych, spotkamy si¢ bowiem natychmiast z pa-
radoksem Richarda. Je$li Poincar§ pomimo te moéwi o zbiorze liczb
rzeczywistych, to plynie to z nieco odmiennych poj¢é o zbiorze niz
te, na ktorych opiera si¢ Russell. Zbidér nieskonczony nie jest dla
Poincarego niczem aktualnem; oznacza tylko nieustanng mozno$¢ two-
rzenia nowych elementow. W tern znaczeniu mozemy rzeczywiscie
moéwi¢ o zbiorze liczb rzeczywistych, musimy jednak wowczas pa-
migtaé, ze jest to co$ zupelnie odmiennego od klas takich, jakiedmy
zdefiniowali poprzednio.

10. Na zakonczenie tego szkicu rekonstrukcyi nalezy powiedzieé
stow par¢ o t. z. indukeyi zupeilnej. Indukcya zupelna jest to zasada,
wedtug ktorej wlasnos¢, ktéra nalezy do O oraz do liczby w-j-2 pod
warunkiem, ze nalezy do m, nalezy do wszystkich liczb calkowitych
Zasade te probowano udowodni¢ wielokrotnie, wszystkie jednak znane
dowody nalezy uznaé¢ za falszywe, o ile odrzucimy zasade¢ sprowadzal-
nosci. Bez tej zasady udowodnienie zasady indukeyi wydaje si¢ rze-
cza niemozliwa. Natomiast mniemam, ze bez trudnoSci mozna udowo-
dni¢ zasade nastepujaca, ktdora nazwijmy zasada indukeyi podwojnej.

Zasada ta opiewa: Je$li pewna wtasno$é¢ posiada O, jesli z tego
ze t¢ wilasno$¢ posiada » wynika, ze posiada ja mn-l-l oraz n 1, o ile
n=f=o, to wlasnos$¢ t¢ posiadaja wszystkie liczby kardynalne skonczone.

Zasade t¢ udowodni¢ mozna opierajac si¢ na metodzie Zermelil),
o ile si¢ przyjmie, Ze klasy skoficzone naleza do wspomnianych juz
wyzej tancuchoéw prostych skonczonych. Zauwazmy naprzod, ze wszy-
stkie definieye, ktoére sformutowaliSmy dla tancuchéw prostych, mozna
zachowaé takze po odrzuceniu zasady sprowadzalno$ci, je$li tylko wy-
raz klasa, zastapi si¢ np. wyrazem klasa predykatywna, t. j. zdefinio-
wana przez matryce.

Przystapmy teraz do udowodnienia pewnych twierdzen pomo-
cniczych:

Tw. I. Niech bedzie M lancuch prosty i niech bedzie pod-
klasa tego tancucha zawierajaca 1° pierwszy element e, 2° obrazy
wszystkich swych elementéw, 3° wszystkie elementy klasy M, ktérych
obrazy naleza do Mv Klasa Mx jest identyczna z klasa M.

Dowod tego twierdzenia streszcza si¢ w uwadze, ze gdyby J/,

> Acta math. 32.
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nie bylo identyczne z M, klasa ta zawieralaby dwie podklasy, ktore
stanowityby jej cze¢$ci oddzielone.

Tw. II. Niech bedzie dana klasa skofczona M. Istnieje taki sto-
sunek R okreslonego typu, wedlug ktéorego klasa ta moze byé podwdj-
nie dobrze uporzadkowana.

Naodwrodt, jesli M moze byd podwodjnie dobrze uporzadkowana,,
to jest skonczona.

Twierdzenie to mozna udowodnié¢, opierajac si¢ na metodzie Zer-
meli i na twierdzeniu I. Przypu$émy, ze M jest taficuchem prostym?
ktorego pierwszy element jest e a ostatni u. Udowodnimy, ze do kaz-
dego elementu a klasy M nalezy odcinek predykatywny E(a), ktory,,
jak to z definicyi odcinka wynika, jest klasg podwdjnie dobrze upo-
rzadkowana.

Twierdzenie to jest sluszne, jes$li a—e JeSli jest stuszne dla g,
to jest toz stuszne dla jego obrazu a’ Rzeczywiscie je$li do E(a) do-
taczymy a' jako element ostatni, otrzymamy E{a’).

Twierdzenie jest stuszne réwniez dla elementu a”, ktérego obra-
zem jest a, je$li bowiem z E(a) odrzucimy a, klasa pozostala bedzie
E(a"). Widzimy, ze nasze twierdzenie czyni zado$¢ warunkom twier-
dzenia I, jest wigc na jego zasadzie prawdziwe dla kazdego elementu
M, a tem samem dla jego ostatniego elementu u. Element u definiuje
tedy odcinek FE(u), ktory zawiera wszystkie elementy klasy M i jest
podwodjnie dobrze uporzadkowany. Klasa M jest wigc podwojnie dobrze
uporzagdkowana.

Naodwrot tatwo udowodnié, ze jeSli M jest podwodjnie dobrze
uporzadkowana, to jest tancuchem prostym I).

Dowdd tego twierdzenia jest prawie identyczny z dowodem Zer-
meli. Zaktadamy warunki naszego twierdzenia 1 bierzemy na uwage
dowolna klas¢ podwdjnie dobrze uporzadkowanag M. Twierdzenie jest
z zalozenia sluszne dla jej odcinka E(e). Je$li twierdzenie jest stuszne
dla dowolnego odcinka E(a), to jest stuszne z zalozenia dla odcinkéw
E(a") i E[a"), gdzie a’ jest obrazem elementu @ ktory to element jest
znowu obrazem elementu a”. Widzimy, ze na podstawie twierdzenia I
twierdzenie nasze je.st stuszne dla odcinka E(u), gdzie u jest ostatnim
elementem w M, a odcinek ten jest identyczny z klasa M.

11. Zapytajmy si¢ teraz, w jakim stosunku stoja nasze rezultaty
do postawionego na czele pytania, czy mozliwy jest system logiki
wolny od sprzeczno$ci. PrzekonaliSmy si¢, ze system taki dotychczas

» v. Zermelo 1 c. p. 188.
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nie istnieje, gdyz najdoskonalszy z wszystkich systemow, system Rus-
sella, implikuje sprzeczno$é. Czyz jednak z tego wynika, ze rzeczywi-
$cie systemu takiego zbudowaé nie mozna? Rzecz jasna, ze nie. Prze-
ciwnie, nrnzna natychmiast wskaza¢ system aksyomatow. ktére definiuja
system logiki posiadajacy zadana wlasnosé.

Systemem takim jest system aksyomatow Russella z wyjatkiem
zasady sprowadzalno$ci.

Rozwazania paragrafow 7— 10 wskazuja, ze system ten prowadzi
do udowodnienia wielu twierdzen prawdziwych. Nie wystarczaja one
co prawda, do okre§lenia dokladnego granic plodnosci tego systemu.
Azeby na to pytanie odpowiedzie¢, potrzebaby pracy o wiele dalej
idacej. Potrzebaby ni mniej ni wigcej tylko zrekonstruowaé cale Prin-
cipia Russella, opuszczajac zasade¢ sprowadzalno$ci. Zadania tego —
nie miatem odwagi podja¢ si¢ juz teraz. Musz¢ wigc ograniczy¢ si¢
do stwierdzenia, ze zadanie to nie jest w kazdym razie iluzoryczne,
to znaczy, ze chociazby moze wiele twierdzen prawdziwych odpadto,
zostatby w kazdym razie system posiadajacy naukowg wartosé.

Mogtby kto§ podnie$é, ze niema pewnoSci apriorycznej, ze ten
nowv system nie doprowadzitby do sprzecznosci, gdyby$Smy rozwi-
neli dalsze jego konsekweneye. Twierdzenie to byloby najzupetniej
stuszne, jak to juz zapowiedzialem na wstepie. Scieramy sie tu jednak
z trudno$ciami natury metafizycznej, ktore moga by¢ rozstrzygane je-
dynie w drodze intuicyjnej. W kazdym razie nalezy zauwazy¢, ze
teorya typow bez zasady sprowadzalnos$ci ogranicza my$l nasza w sto-
pniu tak wielkim, Ze oczekiwanie sprzeczno$ci w tych warunkach wy-
daje mi si¢ rzecza najzupetniej bezcelowa.

Zupelnie analogiczne argumenty przytacza Russell na rzecz swego
systemu wylozonego w Principiach. Pomimo to, jak widzieli§my, sy-
stem ten bez wigkszej trudnosci odstania tkwigca w nim sprzecznos$c.

Czy to nie powinno zachwiaé zaufania do kazdego wogdle sy-
stemu?

Czy te ciagle tudzenia si¢ uczonych, ze sprzeczno$é juz wyrugo-
wana, nie dowodza najlepiej, ze jest to ideal nie dajacy si¢ osiggnac?
Sadze, ze nie. JeS§li system Russella zawiera sprzecznos$é, to stalo sie
to jedynie skutkiem wprowadzenia zasady sprowadzalnos$ci. Rzeczywi-
Scie, aksycmat ten pozwala zastgpowac funkeye dowolnie wielkich rzeg-
dow matrycami i nie ma w istocie na celu nic innego jak uwolnienie
nas od ograniczen stworzonych przez teory¢ typoOw, przynajmniej wje-
dnym kierunku, nic wigc dziwnego, ze nastr¢cza sposobnos$é dc po-
wrocenia do dawnego stanu rzeczy. I rzeczywiscie sam Russell zwraca
na to uwage, ze mozna przypusci¢, ze zasada sprowadzalno$ci po-
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ciggnie za soba wszystkie znane parodoksyl). Przypuszczenie to usuwa
Russell dosy¢ ogolnikowo, nie rozwazajac doktadniej paradoksu Ri-
charda i tem chyba nalezy sobie tlomaczy¢, ze nie dostrzegl wymie-
nionej sprzecznosci.

Argument Russella jest nastgpujacy. W paradoksach albo mamy
do czynienia z wypowiedzeniami, do ktérych nie odnosi si¢ aksyomat
sprowadzalnoS$ei, t. j. talciemi, ktore zaleza nietylko od prawdy i falszu
warto$ci funkcyi, jak n. p. ja kiamie, lub tez zachodza w nich wy-
razenia, ktore sa bez znaczenia nawet po wprowadzeniu aksyomatu spro-
wadzalno$ci?. Otéz, to ostatnie zdanie okazalo si¢ falszywem, widzie-
liSmy bowiem, ze wyrazeniu definicva mozna nadaé znaczenie w ten
sposob, ze bedzie ono w zupelnosci zalezne od zasady sprowadzalno$ei.

12. Trudnos$ci tkwigce w idei systemu doskonalego logiki dodaja
otuchy przeciwnikom zasady sprzecznoS$ci, ktdérzy radziby stad wnosi¢,
ze hipoteza jakoby sprzeczno$§¢ byla nieuchronnie zwiazana z kazda

jest sadem prawdziwym. Wspomniatem, ze hipoteza ta nalezy
do metafizyki, wysuwa si¢ bowiem poza zakres tych twierdzen, ktore
przy pomocy jakiegokolwiek systemu moga by¢ udowodnione, tem sa-
mem lezy poza zakresem niniejszej pracy. Pomimo to, trudno mi po-
wstrzymaé si¢ od wyznania wiary, ze hipoteza ta jest falszywa. Wy-
daje mi si¢, ze argument historyczny przemawia raczej na jej nieko-
rzy$¢. Jesli bowiem zwazymy, jaka przepas¢ dzieli teoryeg typow od tej
sfery mysli, w jakiej byl zamknigty Heraklit z Efezu, niepodobna nie
dostrzedz, ze powstawanie paradokséw w logice bylo $ciSle zwigzane
z pomieszaniem elementéw wrazeniowych z elementami logicznymi
i ze wielkie dzieto wyodrgbniania czystej mys$li szto $ciSle w parze
z systematyczng eliminacya sprzecznos$ci z logiki. Mam tu na mysli
oczywiscie rozwoj rzeczywisty, z ktéorym nic wspodlnego nie maja
dzieta ideologéw takich jak Meinong i Husserl. Uczeni ci, jakkolwiek
przejeci ideatem czystej logiki, przyczyniaja si¢ swemi dywagacyami
jedynie do zdepopularyzowania sprawy. Dowodem tego prace psycholo-
gistow, ktéorzy nie chcac, czy nie mogac poznaé faktycznej czystej
logiki, ograniczaja si¢ do zwycigstw iluzorycznych nad niefortunnymi

jej obroncami*).

® A, J. XXX p! 242,

» Ibid.

5 Poréwn. n. p. Jerusalem: Der kritische Idealismus u. seine Logik. Wien und
Leipzig 1905.
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KOZDZIAL V.

Pseudoproblemat logiki bez zasady sprzecznoSci.

1. Systemy uktadéw liter. — 2. Systemy zdan. — 3. Pojg¢cie sensu. — 4. System lo-
giki wolny od sprzecznosci wraz z balastem zdan pozbawionych sensu. — 5. Eesumo
i sformutowanie pytan dodatkowych. — 6. Sprawa przedmiotow matematyki.

l. Zwréémy si¢ teraz do pytania, czy obok systemu idealnego
logiki, wolnego od sprzecznos$ci, nie datoby si¢ utworzy¢ innego sy-
stemu logiki implikujacego sprzeczno$é. Azeby wyrobi¢ sobie zdanie
o tern pytaniu, bedzie korzystne uciec si¢ do pewnych pojeé pomocni-
czych. WidzieliSmy, co nalezy rozumieé¢ przez uklad liter. Przystapmy
teraz do definicyi pojecia: systemu uktadow liter.

Zwro¢my si¢ do uktadu liter:

a = [wolno na miejscu litery potozy¢ inng liter¢ w uktadzie liter].

Uklad ten ma znaczenie dwojakie, naprzod jako uktad liter, nadto
jednak jako utwor, ktory przedstawia sad posiadajacy okres$long tresé.
Tre$¢ tego sadu polega na tem, ze definiuje on nastgpujaca klas¢ ukta-
dow liter, ktoéra oznaczymy litera 4.

1° Klasa 4 zawiera uktad a.

2° Je$li uktad B powstat w ten sposob z uktadu a lub innego
uktadu x nalezgcego do 4, ze na tym uktadzie wykonaliSmy operacye
dozwolone tre$cig sadu, jaki przedstawia a lub ewentualnie inny uktad
nalezacy do A, to uktad § nalezy do 4.

Klas¢ 4 nazywaé bedziemy systemem uktadow liter nalezacym
do aksyomatu a.

Jest widocznem, ze do klasy A naleza jeszcze nastgpujace

uktady liter:

[Abcde fg hijklim nopqrs tuwxyza bede fghijk | Imnopqrs tuwxy]
[Wolno na miejscu uktadu potozyé¢ dwie litery i powstaje uklad] it. d.

Jedli zwrocimy uwage na tre$¢ drugiego uktadu, zobaczymy, ze
do klasy A naleza takze takie uktady jak [ora], fab] i t. p.

Pokazuje si¢, ze system 4 ma wszelkie cechy systemu tworczego,
prowadzi bowiem niekiedy do saddéw prawdziwych i trudno z gory
przewidzieé, jakie jeszcze rezultaty mozna z niego otrzymaé. Z drugiej
strony widzimy, ze aby otrzymaé¢ system uktadow liter, wystarczy
wybra¢ skonczona ilo$¢ uktadow liter i nazwaé je aksyomatami. Przy
tem jednak nie jest wykluczone, Ze dany system nie bedzie zawierat
zadnych innych uktadow liter procz aksyomatow.
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Pojecie systemu uktadow liter wydaje mi si¢ dlatego bardzo wazne,
ze obejmuje jako species pojecie systemu logiki. Rzeczywiscie, aksyomaty
systemu logiki mozemy uwaza¢ za uklady liter, a wtedy wszystkie
twierdzenia systemu be¢da si¢ przedstawiaty jako uktady liter, ktore
z aksyomatéw otrzymujemy wedtug zasad systemu ukladow liter.

2. Gdyby kto$ od systemu logiki wymagat jedynie tworczosci,
t. j. zdolnosci wyprowadzania nowych sadow i niezaleznos$ci od intui-
cyi, to, jak z uwag poprzedniego paragrafu wynika, nie mogiby uchy-
li¢ si¢ przed konsekwencya uznania systemow ukladow liter za systemy
logiki. W szczego6lnosci system uktadow liter zdefiniowany w paragrafie
poprzednim bylby systemem logiki. Nikt co prawda dotychczas nie
stangl na tern stanowisku, teoretycznie jednak jest to rzecz oczywiscie
bez znaczenia, mozna bowiem zawsze przypusci¢, ze dla kogo$ takie
wlasnie pojecie systemu logiki bgdzie jedynie racyonalnem. Nie wdajac
si¢ w dyskusye tego punktu zauwaze¢ jedynie, ze mozna uczyni¢ na-
stepujace odroznienie. Je$§li mam dany uktad liter, to moge si¢ zapy-
ta¢, czy litery jego skladaja si¢ w wyrazy znajdujace si¢ w slowniku
(z uwzglednieniem form fleksyjnych), czy tez nie. Jest rzecza jasna, ze
odroznienie takie jest pelne znaczenia. Pocigga ono podzial systemow
uktadow liter na takie, ktore zawierajg jedynie wyrazy znajdujace si¢
w stowniku (z uwzglgdnieniem form fleksyjnych) lub tez symbole (litery
lub uktady liter) wystgpujace w ich zastepstwie, oraz systemy pozostate.
Pierwsze mozemy nazwaé krotko systemami uktadow wyrazow, drugie
systemami mieszanymi. Zostawmy systemy mieszane na boku i zaj-
mijmy si¢ jedynie systemami uktadéw wyrazéow. Wezmy dwa naste-
pujace uktady wyrazoéw: [Sokrates jest cztowiekiem] i [czlowiek]. Jest
jasne, ze systemy, ktore zawieraja jedynie uktady typu 1-go, a wiec
zdania majg zupelnie odmienny charakter od systemow, ktore zawieraja
rowniez uktady typu 2-go. Tutaj odrdznienie jest jednak trudniejsze,
nie jest bowiem tak tatwo podac definicy¢ zdania. Nie jest to jednak
rzecza niemozliwg. Tak n. p. mozemy powiedzieé, ze wszystkie uktady
liter, ktore zawieraja na pierwszem miejscu rzeczownik w nominatywie
sing., a na drugiem miejscu czasownik w trzeciej osobie sing., sg zda-
niami. W ten sposob zdefiniowaliSmy pewna grupe¢ zdan. Grupeg t¢
mozna z tatwoscig rozszerzy¢, trzymajac si¢ oczywiscie jedynie regut
gramatycznych. Faktyczne skonstruowanie definicyi zdania wydaje mi
si¢ jednak rzecza zbyteczna dla naszych dalszych rozwazan, cho¢ samo
w sobie byloby interesujace. Zauwaze¢ tylko, ze do stworzenia takiej
definicyi bylby przydatny jakikolwiek system ideografii. Przypus$émy
wigc, ze posiadamy doktadnag definicy¢ zdania, oparta na pojeciach za-
czerpnigtych oczywiscie jedynie z gramatyki. Na podstawie tej definicyi
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mozemy systemy uktadéw wyrazéw podzieli¢ na systemy zdan, oraz
systemy pozostate. W dalszym ciagu zajmiemy si¢ jedynie systemami
zdan. —

3. Podobnie, jak poprzednio, musimy stwierdzi¢, ze moznaby si¢
upieraé¢ przy tern, ze kazdy system zdan jest systemem logiki, z dru-
giej strony jednak nalezy zaznaczy¢, ze pomig¢dzy roéznemi zdaniami
zachodza réznice zasadnicze, ktére moga stanowi¢ podstawe do klasy-
fikacyi systemow zdan. Takg klasyfikacy¢ wprowadza n. p. teorya ty-
pow, ktora oddziela zdania przedstawiajace sady od zdan pozostatych.
Odroznienie to moze by¢ oczywiscie dokonywane na rdézne sposoby,
czego dowodem jest choclby ten fakt, Zze teorya typoéw takie zdania,
ktére zawsze uwazano za przedstawiajace sady, odrzuca jako nieposia-
dajace tej wlasnosci. Poprowadzenie jakiejkolwiek linii demarkacyjnej
tego rodzaju moze by¢ uwazane za definicy¢ sensu. W ten sposob do-
chodzimy do jasnego okre§lenia roli, jaka pojecie sensu odgrywa w sy-
stemach logiki. Pojgcie to odrazu przedstawia nam si¢ jako subjekty-
wne, wiadomo bowiem, ze jednemu moze wydawaé si¢ jasnem, co dla
drugiego jest pozbawione sensu, teraz widzimy, ze dowolnos$¢ ta spro-
wadza si¢ do dowolnosci w wyborze systemu logiki. Jest rzeczg jasna,
ze zasada sprzeczno$ci odgrywa z tego punktu widzenia rol¢ zupeinie
przypadkowga. Jest to oczywiscie jedno z mozliwych kryteryow, ale
bynajmniej nie jedyne, a nawet trzeba przyznaé, ze a ‘priori nie wy-
r6znia si¢ ono z pomiedzy innych. Tak n. p. moglby kto§ zupelnie
bezkarnie twierdzi¢, ze tylko sady, w ktérych przynajmniej raz zacho-
dzi stowko jest, posiadaja sens. Dla takiego czlowieka warunki zdefi-
niowania systemu logiki bytyby zupeilnie odmienne, niz n. p. dla zwo-
lennika teoryi typoéw. Gdyby udalo mu si¢ taki system zbudowad,
moglibySmy powiedzie¢, Zze stworzyl on nowa logike. W dalszym ciagu
bedzie korzystne przypuszczac istnienie takiego systemu. Dla skrocenia
system ten bedziemy nazywali systemem I

4. Po tych uwagach wstepnych mozemy teraz przystapi¢ do zba-
dania sprawy logiki wolnej od zasady sprzeczno$ci. Jest rzecza jasna,
ze z punktu widzenia naszych umow systemow takich jest bardzo wiele,
takim systemem jest n. p. nasz system /. Nie o takie systemy chodzi
jednak przeciwnikom zasady sprzecznosci. Uczeni ci zdaja si¢ afirmo-
waé wszystkie inne wymagania, jakie stawia logice n. p. teorya typow,
z wyjatkiem tych, ktore wynikaja z zasady sprzecznosci. Ograniczymy
si¢ do takich systemow. Za taki system mozemy uwazac system Rus-
sella, oparty na zasadzie sprowadzalno$ci, ktoéra, jak widzieliSmy, wy-
prowadza nas poza granice ustawione przez zasad¢ sprzeczno$ci. Zapy-
tajmy si¢, co sadzi¢ o tym systemie. Dzieta Russella dowodzg, ze system
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ten jest ptodny tak bardzo, jak tylko o tem mozna marzy¢ i to w zna-
czeniu $cislem, dostarcza bowiem ogédlu twierdzeh uznanych niezaleznie
od tego systemu za prawdziwe a priori. Obok tych twierdzen dostarcza
jednak system Russella pewnych twierdzen sprzecznych z pozostatemi.
Widzimy, ze je$§li kto$§ nie uznaje twierdzen sprzecznych, nie moze
takiemu systemowi zarzucaé nic wigcej procz zbytniego zakresu, t. zn.
ze w systemie tym znajduja si¢ procz zdan przedstawiajacych sady,
zdania, ktore tej wlasno$ci nie posiadaja. Czyz jednak ten czlowiek
powie, ze system Russella przedstawia nowa logik¢, nie oparta na za-
sadzie sprzecznos$ci? Otdz twierdze, ze je§li w pewnym sensie moznaby
to powiedzie¢ o systemie I, to o systemie Russella zadng miara powie-
dzie¢ tego nie mozna.

Przyczyna tego jest nastgpujaca:

Jesli dany system zawiera procz sadoéw zdania pozbawione sensu,
to nie mozemy oczywiscie afirmowaé twierdzen tego systemu na $lepo,
mozemy jednak zawsze przyja¢ dodatkowe kryteryum, ktére nam po-
zwoli twierdzenia te dzieli¢ na dwie klasy. Je$li kryteryum to dotla-
czymy jako nowy aksyomat do aksyomatéow danego systemu, otrzy-
mamy system nowy, ktéory bedzie jego czeg$cig. JeSli ten nowy system
uznamy za obowigzujacy, to system pierwszy okaze si¢ nie odmien-
nym systemem logiki ale systemem logiki obcigzonym pewnym bala-
stem, ktory nalezy nieustannie z niego eliminowaé. Takim wtlasnie
systemem zawierajacym niepotrzebny balast wydaje mi si¢ system
Russella z zasada sprowadzalnosci.

5. Na tem konczy si¢ wtasciwe zadanie niniejszej pracy. Zwroémy
si¢ teraz ponownie do dokonanych rozwazan i zapytajmy si¢, czego
z nich mogliémy si¢ nauczy¢. Ot6z zasoéb twierdzen, jakie zdobyliSmy
okazuje si¢ niewielki, a same twierdzenia brzmia zapewne niezbyt im-
ponujaco, mamy jednak t¢ pociechg, ze przynajmniej uchronig nas od
bledow.

Rezultaty nasze streszczaja si¢ w tezach nastepujacych:

1° Niema trudno$ci a priori, przyja¢, ze da si¢ zbudowaé system
logiki wolny od sprzeczno$ci.

2° To, czy dany system zdan uwaza¢ mozna za system logiki,
zalezy od intuicyi poszczegdélnych jednostek.

3° Jesli system zdan zawiera w sobie jako podklas¢ system logiki
wolny od sprzecznos$ci, mozemy zawsze interpretowac ten system zdan
jako system logiki wolny od sprzeczno$ci, zanieczyszczony balastem
zdan pozbawionych sensu.

Widzimy, ze w tezach tych uwidocznione s3 dwa momenty: I®
niezalezno$¢ prawdy systemu logiki od jego wydatnosci, 2° wyjatkowa
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rola zasady sprzeczno$ci w stosunku do systemow logiki. Otdz ten drugi
punkt moze nasungd pewne watpliwosci. Mozna si¢ pytaé, czy wogole
jest sens dazy¢ do systemu logiki wolnego od sprzecznosci, albo ko-
rzysta¢ z licencyi objetej teza trzeciag. Pytania te nie moga byé oczy-
wiscie rozstrzygnigte w formie dowodu, naleza bowiem w zupetnos$ci
do sfery intuicyi. jak to wynika z tezy 2., sadz¢ jednak, ze mozna na
nie da¢ odpowiedzi, posiadajace cechy wielu twierdzen uznanych za
oczywiste. Ta sprawg chcialbym si¢ zaja¢ w paragrafie ostatnim.

6. Zwazmy naprzdd, ze skoro zgodzimy si¢ na to, ze zaden system
zdan, prowadzacy do sprzecznos$ci, nie jest systemem logiki, przyznamy
zasadzie sprzecznos$ci wyjatkowe stanowisko. Zasada ta nie begdzie juz
wowczas wylacznie jednem z twierdzen udowodnionych w systemie,
jak to widzieliSmy poprzednio, ale stanie si¢ czem§ o wiele wazniej-
szem, a mianowicie kryteryum wyrdzniajacem to, co jest systemem
logiki, od tego, co nim nie jest.

Nie bedzie to, rzecz jasna, kryteryum w znaczeniu pozytywnem,
nie bedziemy bowiem uwazali za system logiki kazdego systemu zdan,
ktéry nie zawiera sprzeczno$ci, niemniej jednak bedzie to kryteryum
bardzo wazne.

Ot6éz pytania paragrafu poprzedniego mozna teraz sformutowacd
jak nastepuje: Jakie mamy powody do uwazania zasady sprzecznosci
za kryteryum systemu logiki? Postawienie tego kryteryum zdaje sig,
rzeczywiscie, nasuwaé pewne trudnosci. Pomijam oczywiscie fakt, ze
niektérzy ludzie moga rezultaty odnoszace si¢ do przedmiotdéw sprze-
cznych uwazac¢ za zdobycze naukowe, ktore przez wprowadzenie zasady
sprzeczno$ci raz na zawsze odpadajg. Psychologia takich ludzi jest dla
mnie zagadka i dlatego nie moge¢ si¢ zapuszczaé w dociekania nad
sensem ich twierdzen. Musze jednak przyznaé, Ze jeden ich argument
ma pozory shluszno$ci. Widzielismy mianowicie, ze Lipps zaliczyt liczby
urojone do przedmiotéw niemozliwych wraz z kwadratowemi kotami.
Ot6z, gdyby klasyfikacya taka byta uzasadniona, znaczenie zasady
sprzecznosci jako kryteryum systemow logiki byloby zadne, gdyz do-
puszczataby ona przedmioty rownie iluzoryczne, jak kwadratowe kola.
W tych warunkach moznaby zwolennikom tej zasady powiedzie¢: albo
odrzu¢ liczby zespolone wraz z kwadratowemi kotami, a wtedy musisz
odrzuci¢ zasade¢ sprzecznosci, albo, jesli wiesz, ze w ten sposob okale-
czytby$ nauke, dlaczego stajesz w drodze i dlaczego nie chcesz przy-
jac¢ takze przedmiotow sprzecznych? — jes$li nie wstrzymuje ci¢ nic
innego jak zamitlowanie do zasady sprzecznosci, to chyba jest to argu-
ment. zbyt slaby. Wszystko, co na to mozna odpowiedzie¢, streszcza
si¢ w nast¢pujacych stowach: Liczby zespolone moze uwazaé za przed-

5
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mioty niemozliwe jedynie cztowiek, ktory milczaco zaktada, Ze poje-
cie liczby pokrywa si¢ z pojeciem liczby rzeczywistej. Otoz. zalozenie
takie jest zupelnie dowolne i niema powaznych argumentdéw na jego
korzy$¢é. Analogicznie moznaby twierdzi¢, ze takze utamki sg przed-
miotami niemozliwymi, a na tejsamej zasadzie moznaby uznaé za przed-
mioty niemozliwe rowniez liczby catkowite, ujemne. [ rzeczywiscie,
z pewnos$cig znajda si¢ ludzie, ktorzy nie potrafia wyjs¢ poza pojecie
liczby catkowitej dodatniej a tem mniej beda. zdolni do zrozumienia
dalszych uogoélnien pojecia liczby. Z drugiej strony fakt. Zze mozemy
ustanowi¢ jedno-jednoznaczng odpowiednio$¢ pomiedzy liczbami zespo-
lonemi, a punktami ptaszczyzny, stanowi dostateczng podstaw¢ do in-
tuicyjnego przesSwiadczenia si¢ o mozliwosci liczb zespolonych. Histo-
rya matematyki poucza dostatecznie, ze intuicya rozwija si¢ $ladem
rezultatdw czystej mys$li. Wiadomo, Ze geometrya Bolyaia i Lobaczew-
skiego okazata si¢ réwnie dostepna dla intuicyi, jak geometrya Eukli-
desa, z chwila, kiedy strona logiczna zostala dostatecznie opracowana.
Przeciwnicy zasady sprzeczno$ci mogliby stad wyciggnaé wniosek, ze
z czasem dojdziemy do intuicyjnego zrozumienia przedmiotéw sprze-
cznych. Wniosku tego nie wyprowadzaja oni jednak, gdyz sami nazy-
wajg przedmioty sprzeczne niemozliwymi.

W rezultacie widzimy, Ze istniejg powazne, czysto intuicy jne powody,
dla ktorych zasada sprzecznosci posiada wyjatkowa role w naukach
apriorycznych, czyli krotko moéwigc w matematyce, je§li wyrazu tego
uzyjemy tak, jak go uzywa Russell. Powody te nie wystarczajg i wy-
starczy¢ nie moga do udowodnienia, Ze jest tak a nie inaczej, a przez to
wtadnie jest zasada sprzecznos$ci tem wazniejsza. Gdyby$my posiadali
intuicyjne bezwzgledne kryterya odrdézniajace nonsens od sensu, zasada
sprzecznodci stuzylaby tylko do prostego opisania danych intuicyjnych.
W rzeczywistoSci zasada ta stanowi kryteryum przychodzgce w po-
moc intuicyi tam, gdzie dla nadmiernego skomplikowania zagadnienia
zachodzi tego potrzeba.

Kryteryum to pozwala wykluczy¢ z matematyki wszelka dwu-
znaczno$¢, a dopuszcza jedynie utwory, ktéore po pewnej wprawie takze
intuicyjnie moga by¢ zrozumiane. Doda¢ nalezy, ze definitywne po-
stawienie zasady sprzeczno$ci jako kryteryum istnienia w matematyce
zawdzigczamy Poincaré¢’mu, ktory powiedzial: w matematyce wyraz
istnie¢ moze mie¢ tylko jedno znaczenie, znaczy on by¢ wolnym od
sprzeczno$cil). Jest rzecza nieomal zbyteczna dodawac, ze wyraz istnie¢
jest tu uzyty w sensie ogolniejszym, niz u Lippsa, gdyz n. p. liczby

» K. M. M. 1905 p. 815.
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zespolone, ktore, jak widzieliSmy, nie istniejq, a nawet sg niemozliwe
wedtug Lippsa, — istniejg na réwni z innymi przedmiotami matema-
tyki wedlug Poincard’go, a przedmioty sprzeczne nie istniejg zardwno
u Poincard’go, jak u Lippsa i innych zwolennikéw sprzecznosci.
Zasada sprzeczno$ci jest wigc kryteryum nieodzownem dla ma-
tematykow. Nie nalezy stad wnosi¢, ze przyjmuje si¢ ja dla praktycz-
nego celu wyprowadzenia tylu a tylu twierdzen, tosamo moznaby
osiggna¢ 1 bez niej. Znaczenie jej polega na tem, ze ona jedynie pro-
wadzi do rezultatow zgodnyeh w wszystkich punktach z intuicya.
Dlatego tez pozostanie na zawsze: Tcaatov [j£[3ato~anj twv ap”wv.
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