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Historia

» Tradycyjnie: logika to nauka o poprawnosci rozumowan.
Rozumowania sg wyrazane w zdaniach oznajmujacych. Czyli nie w
pytaniach, rozkazach, poleceniach i ... réznych innych tam takich.

> Arystoteles — sylogistyka. Stoicy — logika zdan.

v

Do konca XIX w. tylko sylogistyka.

» Od konca XIX w. rozkwit logiki matematycznej/symboliczne;:
De Morgan, Boole, Schroder, Peirce.

> XX w. Russell & Whitehead, Chwistek, LeSniewski, Szkota
Lwowsko-Warszawska, Tarski, Godel, Turing, Church, Kleene,
Lambek, Mostowski, Grzegorczyk, ...

Logika matematyczna

e

Algebra uniwersalna Teoria modeli Teoria dowodu
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Rézne pojecia okotfologiczne

» Jezyk przedmiotowy (o jakiej$ dziedzinie przedmiotowej) — metajezyk
(jezyk o jezyku).
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Rézne pojecia okotfologiczne

» Jezyk przedmiotowy (o jakiej$ dziedzinie przedmiotowej) — metajezyk
(jezyk o jezyku).
> 2 x 2 =5 - zdanie z jezyka przedmiotowego (arytmetyki).
> “2x2=05" jest zdaniem arytmetyki — zdanie z metajezyka.
P> Zdanie w sensie logiki to takie zdanie, ktére moze by¢ prawdziwe badz
fatszywe.
» Rozkazy, pytania, wyrazy emocji, ... nie s3 zdaniami w sense logiki.
» Nie bedziemy wchodzi¢ w filozoficzne rozwazania dotyczace rozréznien
na zdania, sady, tresci i inne tam takie.
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Rézne pojecia okotfologiczne

» Jezyk przedmiotowy (o jakiej$ dziedzinie przedmiotowej) — metajezyk
(jezyk o jezyku).
> 2 x 2 =5 - zdanie z jezyka przedmiotowego (arytmetyki).
> “2x2=05" jest zdaniem arytmetyki — zdanie z metajezyka.

P> Zdanie w sensie logiki to takie zdanie, ktére moze by¢ prawdziwe badz
fatszywe.

» Rozkazy, pytania, wyrazy emocji, ... nie s3 zdaniami w sense logiki.
» Nie bedziemy wchodzi¢ w filozoficzne rozwazania dotyczace rozréznien
na zdania, sady, tresci i inne tam takie.

» Dwie wartosci logiczne; prawda i fatsz. Symbolicznie, 1 — prawda, 0 —
fatsz.

» Funktor to (z grubsza) kazdy fragment zdania w sensie logiki, ktéry
nie jest sam zdaniem, ani nie jest nazwa.

» Funktor to takie wyrazenie, ktére tworzy wyrazenia z innych wyrazen.
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Funktory

» Na przyktad, “siedzi” jest funktorem tworzacym zdanie z nazwy, bo
przyjmujac argument “Jan" tworzy zdanie “Jan siedzi”.

» Funktory moga by¢ nazwotwdrcze, zdaniotwércze i funktorotwoércze i
moga przyjmowac argumenty nazwowe, zdaniowe i funktorowe.
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v

> Spdjnik jest ekstensjonalny jezeli warto$¢ logiczna (tzn. prawdziwosé
badz fatszywos$¢) zdania ztozonego za pomoca tego spdjnika zalezy
wytacznie od wartosci zdan sktadowych.

12/23



Funktory

» Na przyktad, “siedzi” jest funktorem tworzacym zdanie z nazwy, bo
przyjmujac argument “Jan" tworzy zdanie “Jan siedzi”.

» Funktory moga by¢ nazwotwdrcze, zdaniotwércze i funktorotwoércze i
moga przyjmowac argumenty nazwowe, zdaniowe i funktorowe.

» Przyktady ...
Funktory zdaniotwércze od argumentéw zdaniowych to spéjniki.

v

> Spdjnik jest ekstensjonalny jezeli warto$¢ logiczna (tzn. prawdziwosé
badz fatszywos$¢) zdania ztozonego za pomoca tego spdjnika zalezy
wytacznie od wartosci zdan sktadowych.

» Spéjniki ekstensjonalne: “i", “lub”, “jezeli ... to”, “nieprawda, ze".
Logika klasyczna.

13/23



Funktory

» Na przyktad, “siedzi” jest funktorem tworzacym zdanie z nazwy, bo
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» Przyktady ...
Funktory zdaniotwércze od argumentéw zdaniowych to spéjniki.

v

> Spdjnik jest ekstensjonalny jezeli warto$¢ logiczna (tzn. prawdziwosé
badz fatszywos$¢) zdania ztozonego za pomoca tego spdjnika zalezy
wytacznie od wartosci zdan sktadowych.

» Spéjniki ekstensjonalne: “i", “lub”, “jezeli ... to”, “nieprawda, ze".
Logika klasyczna.

» Spdjniki nie-ekstensjonalne (czyli intensjonalne): “poniewaz”,
“zanim”, “mozliwe, ze", “konieczne, ze". Logiki nieklasyczne.
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Jezyk klasycznego rachunku zdan

Definicja

Jezyk klasycznego rachunku zdan sktada sie z trzech grup symboli:

» Przeliczalnie nieskonczonego zbioru zmiennych zdaniowych:
Po, P1, P2, - -

» Spdjnikéw logicznych: — (negacja), A (koniunkcja), V (alternatywa),
— (implikacja), < (réwnowaznos¢).

» Nawiaséw (, ).

Definicja

Wyrazenie to dowolny skonczony ciag symboli jezyka.



Formuty
Definicja (Formuta)

» Kazda zmienna zdaniowa jest formuta.

> Jezeli i 3 sa formutami, to —a, (a A ), (aV ), (a — ),
(o <> B3), s formutami.
» Nic innego nie jest formuts.
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Formuty

Definicja (Formuta)

» Kazda zmienna zdaniowa jest formuta.

> Jezeli i 3 sa formutami, to —a, (a A ), (aV ), (a — ),
(o <> B3), s formutami.

» Nic innego nie jest formuts.

» Zbior wszystkich formut oznaczamy X.
» Konwencja: w formutach opuszczamy najbardziej zewnetrzne nawiasy.

» Czyli np. piszemy p — (p A q) zamiast (p — (p A q))

O P = = = wac
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Formuty

Definicja (Formuta)

» Kazda zmienna zdaniowa jest formuta.

> Jezeli i 3 sa formutami, to —a, (a A ), (aV ), (a — ),
(o <> B3), s formutami.

» Nic innego nie jest formuts.

» Zbior wszystkich formut oznaczamy X.

» Konwencja: w formutach opuszczamy najbardziej zewnetrzne nawiasy.

» Czyli np. piszemy p — (p A q) zamiast (p — (p A q))

Formalizacja

“Ttumaczenie” zdan jezyka naturalnego na jezyk formalny.
Np. “Jan $pi i Pawet $pi” zapiszemy jako p A q.

Przyktady...



Wartosciowania

Definicja (Wartosciowanie)

Wartosciowanie to funkcja v: ¥ — {0, 1}, spetniajaca nastepujace
warunki, dla dowolnych formut «, 3:

» v(—-a) =1 wtw gdy v(a) =0

(N pB)=1wtwgdy v(a) =1and v(5) =1
(Vv B)=1wtw gdy v(a) =1 lub v(3) =1

v(ia — B) =1 wtw gdy v(a) =0 lub v(B) =1
v(a < 3) =1 wtw gdy v(a) = v(B)

4
4

vVvyyVvyy
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Wartosciowania

Definicja (Warto$ciowanie)

Wartosciowanie to funkcja v: ¥ — {0, 1}, spetniajaca nastepujace
warunki, dla dowolnych formut «, 3:

» v(—a) =1 wtw gdy v(a) =0

(N pB)=1wtwgdy v(a) =1and v(5) =1
(Vv B)=1wtw gdy v(a) =1 lub v(3) =1
(
(

v
v
v(ia — B) =1 wtw gdy v(a) =0 lub v(B) =1
v(ia — B) =1 wtw gdy v(a) = v(5)

vVvyyVvyy

Warunki te wygodnie jest przedstawi¢ w tabelce:

a|ﬂ|—|a|a/\ﬂ|a\/ﬂ|a—>ﬁ|a<—>ﬁ
010 1 0 0 1 1
01| 1 0 1 1 0
10| 0 0 1 0 0
111] 0 1 1 1 1
oy & = = T 9ac
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Wartosciowania: dwie obserwacje

» Zbiér wszystkich zmiennych zdaniowych oznaczamy Var.
oznaczamy Var(y).

> Zbior wszystkich zmiennych zdaniowych wystepujacych w formule ¢
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> Zbior wszystkich zmiennych zdaniowych wystepujacych w formule ¢
Obserwacja

Dla dowolnej funkgji f : Var — {0, 1} istnieje dokfadnie jedno
wartosciowanie vr takie, ze ve(p) = f(p) dla kazdej zmiennej p € Var.
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Definicja

» Zbiér wszystkich zmiennych zdaniowych oznaczamy Var.

> Zbior wszystkich zmiennych zdaniowych wystepujacych w formule ¢
oznaczamy Var(y).

Obserwacja

Dla dowolnej funkgji f : Var — {0, 1} istnieje dokfadnie jedno
wartosciowanie vr takie, ze ve(p) = f(p) dla kazdej zmiennej p € Var.

Obserwacja

Dla dowolnego wartosciowania v i dowolnej formuty ¢ wartos¢ v(p) jest
Jednoznacznie wyznaczona przez wartosci v(p) dla wszystkich p € Var(p).



