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Wynikanie semantyczne

Definicja

Niech Γ będzie zbiorem formuł, a ϕ formułą (w pewnym języku J ).
Piszemy Γ |= ϕ i mówimy, że ϕ wynika (semantycznie) z Γ wtw gdy dla
każdego modeluM mamy

M |= Γ ⇒ M |= ϕ.

Uwaga!!!

Γ |= ϕ to nie jest to samo co
▶ dla każdego modeluM [

A

v (M |=v Γ ⇒ M |=v ϕ)].

Γ |= ϕ to jest to samo co
▶ dla każdego modeluM [

A

v M |=v Γ ⇒

A

v M |=v ϕ].
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Semantyczne twierdzenie o dedukcji

Twierdzenie (o dedukcji – semantyczne)

Dla dowolnego zbioru zdań Γ, oraz zdań ϕ i ψ:

Γ ∪ {ϕ} |= ψ ⇔ Γ |= ϕ→ ψ.

Dowód.
▶ (⇒) Załóżmy, że lewa strona zachodzi i rozważmy modelM taki, żeM |= Γ. JeżeliM ̸|= ϕ, toM |= ϕ→ ψ z
definicji spełniania. JeżeliM |= ϕ, to lewa strone daje, żeM |= ψ. ZatemM |= ϕ→ ψ.

▶ (⇐) Załóżmy, że prawa strona zachodzi i rozważmy modelM taki, żeM |= Γ ∪ {ϕ}. Prawa strona daje, że
M |= ϕ→ ψ. AleM |= ϕ, więc z definicji spełnianiaM |= ψ.

Uwaga

Twierdzenie o dedukcji nie zachodzi dla formuł nie będących zdaniami. Np.

x = y |= x = z ̸⇒ |= (x = y)→ (x = z).
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Teorie

Definicja

Teoria to dowolny zbiór zdań.
▶ Teoria T jest spełnialna wtw gdy istnieje modelM taki, żeM |= T .
▶ Teoria T jest zupełna wtw gdy T jest spełnialna i dla każdego zdania
ϕ mamy T |= ϕ lub T |= ¬ϕ.

Definicja

Dla dowolnego modeluM, teoriaM to zbiór Th(M) zdefiniowany
następująco: Th(M) = {ϕ : ϕ jest zdaniem iM |= ϕ}.

Twierdzenie

Dla dowolnego modeluM teoria Th(M) jest zupełna.

Dowód.
Natychmiastowy z definicji spełniania i faktu, że ϕ jest zdaniem.
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Przykład teorii

Weźmy język z jednym dwuargumentowym symbolem funkcyjnym ·
(pisanym miedzy argumentami: x · y).
▶ Niech T = {∀x , y , z x · (y · z) = (x · y) · z}.
▶ Niech ϕ będzie zdaniem ∀x , y x · y = y · x .
▶ Rozważmy dwa modele A = (A; ·A) i B = (B; ·B) takie, że

·A a b

a a b
b b a

·B a b

a a b
b a b

▶ Łatwo sprawdzić, że A |= T oraz B |= T .
▶ Ale A |= ϕ, a B |= ¬ϕ (bo a ·B b = b ̸= a = b ·B a).
▶ Zatem teoria T nie jest zupełna.
▶ Teoria T to teoria półgrup.
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Inny przykład teorii

Weźmy język z jednym dwuargumentowym symbolem relacyjnym E
(pisanym miedzy argumentami: xEy).
▶ Niech T = {∀x ¬(xEx), ∀x , y (xEy → yEx)}.
▶ Niech ϕ będzie zdaniem ∀x , y , z (xEy&yEz → xEz).
▶ Rozważmy dwa modele A = (A;EA) i B = (B;EB) dane przez grafy
narysowane poniżej:

A B

▶ Łatwo sprawdzić, że A |= T oraz B |= T .
▶ Równie łatwo sprawdzić, że A |= ϕ, a B |= ¬ϕ
▶ Zatem teoria T nie jest zupełna.
▶ Teoria T to teoria grafów.
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Kilka logicznie prawdziwych (schematów) formuł

▶ ∀xϕ→ ¬∃x¬ϕ (prawa De Morgana dla kwantyfikatorów)
▶ ∃xϕ→ ¬∀x¬ϕ
▶ ¬∀x¬ϕ→ ∃xϕ
▶ ¬∃x¬ϕ→ ∀xϕ

▶ ∀x(ϕ→ ψ)→ (∀xϕ→ ∀xψ) (prawa rozdzielności)
▶ ∀x(ϕ ∧ ψ)→ (∀xϕ ∧ ∀xψ)
▶ (∀xϕ ∧ ∀xψ)→ ∀x(ϕ ∧ ψ)
▶ ∃x(ϕ ∨ ψ)→ (∃xϕ ∨ ∃xψ)
▶ (∃xϕ ∨ ∃xψ)→ ∃x(ϕ ∧ ψ)

▶ ∃x∀yϕ→ ∀y∃xϕ
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Dowody (semantyczne) i kontrmodele

Fakt

∃x∀yϕ→ ∀y∃xϕ jest prawdą logiczną.

Dowód.
▶ Dla dowodu niewprost załóżmy, że jest przeciwnie. Zatem istnieje modelM i wartościowanie v takie, że
M ̸|=v ∃x∀yϕ→ ∀y∃xϕ.

▶ Z definicji wartościowania mamy więc (i)M |=v ∃x∀yϕ oraz (ii)M ̸|=v ∀y∃xϕ.
▶ Z (i) dostajemy, że istnieje x-wariant v , powiedzmy w(x) = a, taki żeM |=w ∀yϕ. Stąd dla każdego y -wariantu w ,
powiedzmy w′, mamyM |=w′ ϕ.

▶ W skróconej notacji:

E

a ∈ M

A

m ∈ M :M |= ϕ(x, y)[a,m].

▶ Z (ii) dostajemy, że istnieje y -wariant v , powiedzmy u(y) = b, taki żeM ̸|=u ∃xϕ. Zatem dla każdego x-wariantu u,
powiedzmy u′, mamyM ̸|=u′ ϕ.

▶ W skróconej notacji:

E

b ∈ M

A

m′ ∈ M :M ̸|= ϕ(x, y)[m′, b].

▶ Weźmy w′(y) = b i u′(x) = a. Zauważmy, że wtedy w′ = u′.

▶ W skróconej notacji: weźmy m = b i m′ = a; wtedyM |= ϕ(x, y)[a, b] iM ̸|= ϕ(x, y)[a, b].

▶ ZatemM ̸|=u′ ϕ a zarazemM |=u′ ϕ. Sprzeczność.

8 / 9



Dowody (semantyczne) i kontrmodele

Fakt

∀y∃xϕ→ ∃x∀yϕ nie jest prawdą logiczną.

Dowód.
▶ Wystarczy znaleźć model, w którym dla pewnej szczególnej formuły ϕ mamy że ∀y∃xϕ→ ∃x∀yϕ nie jest prawdziwa.
▶ Niech ϕ będzie formułą R(x, y).

▶ Rozważmy modelM = (M; RM) gdzie M = {a, b} a RM = {(a, b), (b, a)}.
▶ M |= ∀y∃x R(x, y), aleM ̸|= ∃x∀y R(x, y).

Fakt

(∀xϕ→ ∀xψ)→ ∀x(ϕ→ ψ) nie jest prawdą logiczną.

Dowód.
▶ Weźmy P(x) za ϕ, i R(x) za ψ.

▶ Rozważmy modelM = (M; RM) gdzie M = {a, b}, PM = {a}, RM = {b}.
▶ M ̸|= ∀xP(x), a zatemM |= ∀xP(x)→ ∀xR(x).

▶ M ̸|= ∀x(P(x)→ R(x)).
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