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Wynikanie semantyczne

Niech I' bedzie zbiorem formut, a ¢ formuta (w pewnym jezyku 7).
Piszemy ' = ¢ i méwimy, ze ¢ wynika (semantycznie) z I wtw gdy dla
kazdego modelu M mamy

MET = MEeo.

Uwagalll

I = ¢ to nie jest to samo co
» dla kazdego modelu M [Vv (M =, T = M E, 9)].
I = ¢ to jest to samo co

» dla kazdego modelu M [Vv M =, T = Vv M=, ¢].



Semantyczne twierdzenie o dedukgji
Twierdzenie (o dedukcji — semantyczne)

Dla dowolnego zbioru zdan I, oraz zdan ¢ i v:

FrufelEy & TEe—9.
Dowdd.
» (=) Zatézmy, ze lewa strona zachodzi i rozwazmy model M taki, ze M |=T. Jezeli M [~ @, to M |= o — 1) z
definicji spetniania. Jezeli M = ¢, to lewa strone daje, ze M |= 1. Zatem M | ¢ —
» (<) Zatézmy, ze prawa strona zachodzi i rozwazmy model M taki, ze M |= T U {¢}. Prawa strona daje, ze
M = ¢ — . Ale M = ¢, wiec z definicji spetniania M |= 1.
Uwaga

Twierdzenie o dedukcji nie zachodzi dla formut nie bedacych zdaniami. Np.

&
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% Ex=y) = (x=2)
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Teorie

Definicja

Teoria to dowolny zbiér zdan.
» Teoria T jest spetnialna wtw gdy istnieje model M taki, ze M = T.

> Teoria T jest zupetna wtw gdy T jest spetnialna i dla kazdego zdania
emamy T = ¢ lub T | —p.

Definicja
Dla dowolnego modelu M, teoria M to zbiér Th(M) zdefiniowany
nastepujaco: Th(M) = {¢ : ¢ jest zdaniem i M = p}.

Twierdzenie
Dla dowolnego modelu M teoria Th(M) jest zupetna.

7
Dowdd.
Natychmiastowy z definicji spetniania i faktu, ze ¢ jest zdaniem. (]
=] = = = = (PN G4
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Przyktad teorii

Wezmy jezyk z jednym dwuargumentowym symbolem funkcyjnym -
(pisanym miedzy argumentami: x - y).
» Niech T ={Vx,y,z x-(y-z)=(x-y)-z}.

» Niech ¢ bedzie zdaniem Vx,y x-y X.

> Rozwazmy dwa modele A = (A;-4) i B = (B; -B) takie, ze
Ala b Bla b
ala b ala b
b|b a bla b

> tatwo sprawdzi¢, ze A= T oraz B=T.
> Ale AEg, aBlE-p(boaBb=b#a=bFa).
> Zatem teoria T nie jest zupetna.

> Teoria T to teoria potgrup.
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Inny przyktad teorii

WezZzmy jezyk z jednym dwuargumentowym symbolem relacyjnym E
(pisanym miedzy argumentami: xEy).

| 4
4
4

vVvyyvyy

Niech T = {Vx —(xEx), Vx,y (xEy — yEx)}.
Niech ¢ bedzie zdaniem Vx, y, z (xEy&yEz — xEz).
Rozwazmy dwa modele A = (A; EA) i B = (B; EP) dane przez grafy

narysowane ponizej:
VAN
tatwo sprawdzi¢, ze A= T oraz B=T.

Réwnie tatwo sprawdzi¢, ze A = p, a B = ¢

A

Zatem teoria T nie jest zupetna.

Teoria T to teoria grafow.
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Kilka logicznie prawdziwych (schematéw) formut

Vxp — —dx—p (prawa De Morgana dla kwantyfikatoréw)
Ixp — Vx—p
—Vx—p — dxp

vVvyyvyy

—3dx—p — VX

Vx(p — ¢) — (Vxp — VX)) (prawa rozdzielnosci)
Vx(po Ap) — (Vxp AVxy)
(Vxp ANVx1p) — Vx(p A1)
Ix(p Vh) = (Oxe V Ixv)
(Ixp VvV IxY) — Ix(e A )

vVvyyVvyyvyy

> dxVyp — Vydxp
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Dowody (semantyczne) i kontrmodele

IxVyp — Vydxe jest prawda logiczna.

» Dla dowodu niewprost zatézmy, ze jest przeciwnie. Zatem istnieje model M i wartosciowanie v takie, ze
My IxVyp — VyIxe.
P Z definicji wartoéciowania mamy wiec (i) M =, IxVyy oraz (i) M £, VyIxep.

P Z (i) dostajemy, ze istnieje x-wariant v, powiedzmy w(x) = a, taki ze M |=,, Vy¢. Stad dla kazdego y-wariantu w,
powiedzmy w’, mamy M =,/ .

» W skréconej notacji: la € M Vm € M : M = o(x, y)[a, m].

> Z (ii) dostajemy, ze istnieje y-wariant v, powiedzmy u(y) = b, taki ze M £, Ixp. Zatem dla kazdego x-wariantu u,
powiedzmy u’, mamy M e
» W skréconej notacji: b € M Vm' € M : M £ o(x, y)[m’, b].
> Wetmy w’/(y) = biu'(x) = a. Zauwazmy, ze wtedy w’ = u’.
> W skréconej notacji: wezmy m = b i m’ = a; wtedy M |= p(x, y)[a, b] i M £ @(x, y)la, b].
> Zatem M [~/ ¢ azarazem M =/ . Sprzeczno$c. m]
=] = = = E DA



Dowody (semantyczne) i kontrmodele

Fakt
Vydxp — IxVy nie jest prawda logiczna.

Dowdd.

P> Wystarczy znalezé model, w ktérym dla pewnej szczegélnej formuty ¢ mamy ze Vy3xp — IxVye nie jest prawdziwa.
» Niech ¢ bedzie formuta R(x, y).

> Rozwazmy model M = (M; RM) gdzie M = {a, b} a RM = {(a, b), (b, a)}.

> M = Vy3x R(x,y), ale M £ 3xVy R(x,y). m]

Fakt
(Vxp — Vx1p) — Vx(¢ — 1) nie jest prawda logiczna.

Dowdd.

> Wezmy P(x) za ¢, i R(x) za 1.

»  Rozwazmy model M = (M; RM) gdzie M = {a, b}, pM — {a}, RM = {b}.

> M £ VxP(x), a zatem M |= VxP(x) — VxR(x).

> M £ Vx(P(x) — R(x)). [m]
= 5 = = = DA



