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Podstawienia wrachunku zdan

Podstawienie to dowolna funkcja o: ¥ — ¥ spetniajaca warunki:
> o(-a) = —o(a)

> o(axp)=oc(a)xo(f), gdzie x € {A,V,—, <}

Do
2/10



Podstawienia wrachunku zdan

Podstawienie to dowolna funkcja o: ¥ — ¥ spetniajaca warunki:

>
>

o(—a) = —o(a)

olaxf) =o(a)*o(B), gdzie x € {A,V,—, <}

Podstawiamy dowolne formuty za zmienne, a podstawienie w formule
ztozonej “obliczamy” uzywajac definicji.

Na przyktad, jezeli o(p) =pAqgao(q)=p—r, to
o(pAq)=0c(p)Na(a)=(pAa)A(p—r)

Czesto uzywamy skrétowego zapisu: p/a, q/f3, ..., ktéry znaczy: za zmienna
p podstaw formute «, za g podstaw S, itd.

W przyktadowej formule powyzej bytoby to: p/(p A q),q/(p — r), czyli dla
catej formuty (p A q)[p/(P A @), q/(p— )] =(pPAq)A(p— ).
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Podstawienia i wartoSciowania

Lemat

Niech o: ¥ — ¥ bedzie postawieniem; niech v: ¥ — {0,1} bedzie
wartosciowaniem. Funkcja v/: ¥ — {0,1} dana przez v'(y) = v(o(p)),
dla kazdej formuty o, tez jest wartosciowaniem.

Dowdd.

|
>
>

Szkic dowodu. Indukcja ze wzgledu na zfozonos¢ .

Musimy pokaza¢, ze v/ spetnia “tabelkowe” warunki.

Niech ¢ bedzie postaci a * 3, gdzie x € {—, A, V}. Mamy

V’(a*ﬂ) =(def. v/) v(o(axB)) =(o jest podst.) v(o(a)xa(B)) = (tabelka) v(o(a))*v(a(B)) =(def. v/) V/(a)*vl(ﬂ)‘

> Dla negacji podobnie: v/ (—a) = v(o(—a)) = v(—o(a)) = =v(o(a)) = ~v/(a).

[m]

Whiosek (Postawienia tautologii s3 tautologiami)

Niech o: ¥ — ¥ bedzie podstawieniem. Jezeli formuta ¢ jest tautologia,
to o(p) tez jest tautologia.



Podstawienia a schematy

Uwaga

W rachunku zdan wszystko co mozna osiagnac za pomoca podstawien,
mozna tez osiagna¢ uzywajac schematéw formut.

» Schemat formuty to (nieformalnie) formuta zapisana w metajezyku, w
ktérej zmiennymi sa greckie litery o, 3,7, .

Konwencja

> Dla wygody notacyjnej bedziemy raczej unikaé zapisu
podstawieniowego, uzywajac w zamian schematéw formut.

» Czyli zamiast: Dla kazdego podstawienia formuty p — g bedziemy
raczej pisaC: Dla kazdej formuty o — f3.



Reguty wnioskowania
Definicja

Reguta to dowolny zbiér par ($, ) gdzie ® jest skoficzonym zbiorem

formut a « formuta. Zbiér ® nazywamy zbiorem przestanek, a formute «
nazywamy wnioskiem.
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Reguty wnioskowania

Definicja

Reguta to dowolny zbiér par ($, ) gdzie ® jest skoficzonym zbiorem
formut a « formuta. Zbiér ® nazywamy zbiorem przestanek, a formute «
nazywamy wnioskiem.

Definicja

Reguta R jest elementarna wtedy i tylko wtedy gdy istnieje para (¥, «)
taka, ze kazda para (V, 3) € R jest postaci (o(®),o(«)) dla pewnego
podstawienia o.

Obserwacja

Kazda regufe elementarna mozna zapisac jako schemat postaci
A1, ...,0n

g

gdzie aq, . .., s3 schematami przestanek a (3 jest schematem wniosku.
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Reguty normalne

Regufa elementarna postaci %
gdy {a1,...,an} = 05.

" jest normalna wtedy i tylko wtedy
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Reguty normalne

Definicja

Q
b
o

Reguta elementarna postaci ————"—" jest normalna wtedy i tylko wtedy
gdy {a1,...,an} = 05.
Tradycyjna terminologia:

> Jezeli rozumowanie przebiega zgodnie ze schematem reguty normalnej, to
jest formalnie poprawne.

» Jezeli rozumowanie jest formalnie poprawne i jego przestanki s3 prawdziwe,
to jest materialnie poprawne.

Sprawdzanie normalnosci regut

Stosujemy te same metody, ktérych uzywamy do sprawdzania
tautologicznosci formut.



Twierdzenie o dedukcji dla |=
Twierdzenie (o dedukgji dla =)

Dla dowolnego zbioru formut I i dowolnych formut o, 3 mamy, ze

rufalEpelka—g

Dowdd.

(=) Zatézmy, ze T U {a} = B. Niech v bedzie wartosciowaniem takim, ze v(I') = 1. Jezeli v(a) = 0, to v(ax — B) = L.
Jezeli v(a) = 1, to v(F U {a}) = 1, a wiec z zatozenia [ U {a} = B dostajemy, ze v(8) = 1, czyli v(a — B) = 1 réwniez
w tym przypadku. Zatem kazde warto$ciowanie spetniajace I spetnia o — 3.

(<) Zatézmy, ze T = o — 3. Niech v bedzie wartosciowaniem takim, ze v(I') = 1 = v(«). Z zatozenial = a — 3
dostajemy, ze v(a — ) = 1, a wiec v(8) = 1. Zatem kazde wartosciowanie spetniajace ' U {a} spetnia 3.

Whiosek
Reguta Siep el Jest normalna wtedy i tylko wtedy gdy formufa

a1 — (ag — ... (an — B)...) jest tautologia.

7

Dowdd.

Musimy pokazaé, ze {a1,...,ap} E Bwtwgdy & E a3 — (ap — ... (ap — B)...). Wystarczy zastosowaé
twierdzenie o dedukgji n razy. (]

- - e



