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Funktory ekstensjonalne jako funkcje Boole'owskie

» Przypomnijmy: n-arny funktor F(pi, ..., pn) jest ekstensjonalny
wtedy i tylko wtedy gdy warto$¢ logiczna F(ps, ..., pn) zalezy
wytacznie od wartosci logicznych py, ..., ps.

> Ekstensjonalny funktor F definiuje funkcje fr: {0,1}" — {0, 1}, taka,
ze fe(v(p1), ..., v(pn)) = v(F(p1,- .., pn)).

» | odwrotnie: kazdej funkgji 7: {0,1}" — {0,1} odpowiada
jednoznacznie pewien ekstensjonalny funktor Fr.

» Funktory ekstensjonalne i funkcje Boole'owskie s tym samym.

lle jest wszystkich n-arnych funktoréw ekstensjonalnych?

Tyle ile jest wszystkich funkcji ze zbioru {0,1}" w zbiér {0,1}, czyli 22"



Znane spojniki jako funkcje Boole'owskie

Negacja, koniunkgcja, alternatywa i implikacja odpowiadaja funkcjom
{0,1}2 — {0,1} danym odpowiednio przez:

| A | fy | 1

0 |
0 0 010 1
1 1 11 1
» Dostajemy nastepujaca elegancka charakteryzacje wartosciowania
(piszac funkcje dwuargumentowe miedzy argumentami).
Wartosciowanie v: ¥ — {0, 1} to funkcja taka, ze
> v(=a) = =(v(a))
> v(axpf) = v(a)fv(B), gdziex € {\,V,—, <}
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Réwnowaznos¢ (semantyczna) formut

Definicja

Méwimy, ze formuty o i 3 s3 rébwnowazne i piszemy o = 5 wtw gdy

aEBifE«

Uwaga.

a | Bi a = to relacie miedzy formutami; o — 3 i a < [ to formuty.

Obserwacja

> o = wtw gdy a — 3 jest tautologia.
> o= [ wtw gdy a < [3 jest tautologia.



Zastepowanie formut réwnowaznych

Fakt

Niech F(p1,...,pn) bedzie funktorem ekstensjonalnym, a «;, [3; gdzie
i€ {1,...,n}, niech beda formutami. Jezeli o;; = (; dla kazdego i, to
Flag,...,an) = F(B1,---,5Bn)-

> Zatézmy, ze a; = [3; dla kazdego i. Wtedy v(c;) = v(3;) dla dowolnego wartosciowania v.

P Wartos¢ logiczna F(ay, . . ., ap) zalezy wytacznie od v(ayq), . . ., v(an).

> Zatem v(F(aq, ..., an)) = fe(v(a1), . . ., v(an)), gdzie fg jest Boole'owska funkcja odpowiadajaca funktorowi F.
> Ale v(a;) = v(B;) dla kazdego i, wiec fr(v(ai), ..., v(an)) = fE(v(B1), - - ., v(Bn))-

> Cayliv(F(ea, ..., an)) = fr(v(a), ..., v(an)) = fe(v(B1), - -, v(Bn)) = V(F(B1, - - -, Bn))-

P Poniewaz v byto dowolnie wybrane, F(ay, ..., an) = F(B1, ..., Bn)- O

W formufach ztozonych mozna zawsze zastepowac podformuty
rownowaznymi im podformutami.




Lista podstawowych réwnowaznosci

VYV VYV VVVVYVY

—

(aApB)=(—aV-p),
(V)= (man=p),
—(a— B)=(aN-p).
(= B)=(~aVp).

—_

prawo De Morgana.

prawo De Morgana.

prawo podwdjnej negacji.
tacznosé koniunkgji.
tacznosé alternatywy.
idempotencja koniunkgji.
idempotencja alternatywy.
przemienno$¢ koniunkgji.

przemiennos$¢ alternatywy.
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Lista podstawowych réwnowaznosci

(aAN(BVY)={(aAB)V(aA7y)), rozdzielnos¢ koniunkeji wzgledem alternatywy.
(aV(BAY))=({(aVB)A(aVy)), rozdzielnos¢ alternatywy wzgledem koniunkdi.
(aN(aVP)) =aq, prawo pochlaniania.
(a V (a A\ ﬂ)) = q, prawo pochtaniania.
(a — B) = (=4 — —a), prawo kontrapozycii
(a = B) = ((a— B) A (B — a))

Jezeli 7 jest tautologia, to (A7) = .
Jezeli k jest kontrtautologia, to (o V k) = «a.
((aVp) =) =((a—=7)A B =)
(@ = (BA9) =((a—= B)A(a— 7))

VVyVYVYVVYVYVYYVYY
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Dwie niezwigzane ze soba uwagi

Konwencja notacyjna

Ze wzgledu na prawa tacznosci bedziemy opuszczaé nawiasy w
n-cztonowych koniunkcjach i alternatywach. Bedziemy wiec pisa¢ pV q V r
zamiast formalnie poprawnych (pV q) V r lub pV (q V r).

Motywacja

Dlaczego wzielismy funktory —, A, V, —, <> a nie wiecej? Dlaczego nie
wszystkie? A czy nie mozna wzigé mniej?

Przyktad: <

Funktor <» mozna uwaza¢ za zdefiniowany za pomoca implikacji i
koniunkgji (i tak bedziemy odtad uwazac), poniewaz zachodzi
réwnowaznoéé (a < 3) = ((a — B) A (8 — «)).



Alternatywa elementarna

Definicja

Niech w = (w(1),...,w(n)) € {0,1}". Alternatywa elementarna
charakterystyczna dla ciaggu w to formuta d,, = @1 V -+ - V apy, gdzie

pi jesliw(i) =0
ap =
Y lee jesli w(i) =1

Fakt

Dla dowolnego wartosciowania v i dowolnego i € {1,...,n} mamy
v(aj) = 0 wtw gdy v(p;) = w(i). A zatem

v(dw) =0< (v(p1),...,v(pn)) = w.

v(6w) =0 < v(a;) =0 forall i
< v(p;) = w(i) for all i
< (v(p1), - - v(pn)) = w. o



Definiowanie funkgji przez (specjalng) formute
Definicja

Niech f: {0,1}" — {0, 1} bedzie dowolna funkcja, ktdra nie jest stale
réwna 1. Niech wy, ..., wp, beda wszystkimi n-elementowymi ciagami
zerojedynkowymi takimi, ze f(w;) = 0. Definiujemy formute

0F = Oy A+ A,
Fakt

Dla dowolnego wartosciowania v-mamy v(¢f) = f(v(p1),...,v(pn))-

Dwa przypadki:

> f(v(p),...,v(pn)) =0, czyli (v(p1),...,v(pn)) = w; dla pewnego i.
Wtedy v(dy,) = 0, a wiec v(pr) = 0= f(v(p1),--.,v(pn))

> f(v(p1),...,v(pn)) =1, czyli (v(p1),...,v(pn)) # w; dla kazdego i. Wtedy
v(dw,) = 1 dla kazdego i, a wiec v(pr) =1 = f(v(p1),--.,v(pn))- O

>
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Koniunkcyjno-alternatywna posta¢ normalna

Definicja

Formuta ¢ bedaca koniunkcja (n-cztonowych) alternatyw elementarnych
jest w koniunkcyjno-alternatywnej postaci normalnej (KAPN).

Niech f: {0,1}" — {0, 1}.
» Jezeli f nie jest stale rowna 1, to istnieje formufa of w
koniunkcyjno-alternatywnej postaci normalnej, taka ze
v(er) = f(v(p1, ..., pn)) dla dowolnego wartosciowania v.

» Jezeli f jest stale réwna 1, to istnieje formuta pf zbudowana za
pomoca koniunkcji, alternatywy i negacji taka ze
v(er) = f(v(p1,...,pn)) dla dowolnego wartosciowania v.

» Punkt pierwszy wynika natychmiast z Faktu 3.

» Dla f stale rownej 1 mozemy wzigé
@r = (pLV =p1) A=+ APV =pn), ale pi V —p; to nie s3 alternatywy
elementarne. RESTUET:



Koniunkcyjno-alternatywna posta¢ normalna

» Kazdy ekstensjonalny funktor F da sie zdefiniowac¢ za pomoca
koniunkgji, alternatywy i negacji.

» Kazda formuta o jest réwnowazna pewnej formule ¢, zbudowanej za
pomoca koniunkcji, alternatywy i negacji.

> Kazda formufa «, ktéra nie jest tautologia jest réwnowazna pewnej
formule ¢, w koniunkcyjno-alternatywnej postaci normalnej.

Znajdowanie KAPN w praktyce, kilka przyktadéw (zrobi¢ na tablicy):

Formufa | KAPN
a— f (@V=F)A(ma Vv f)
aVp aV g

anp | (aVB)A(aV=p)A(-aVp)
—aA=6 | (aVaB)A(—aV B)A(—aV —b)
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Znajdowanie KAPN w praktyce

Dla niektérych formut fatwo jest znalezé KAPN stosujac standardowe
prawa logiczne. Na przyktad:

(PA=q) = (r—q))=(~(pA—q)V(r—q))
=(=(pA=q)V(=rVq))
= ((=pV —==q)V (=rVvq)

((=pVaq)V(-rvaq)

=((=pVvq)V(qV-r
=(-pV(qVv(gV-r)
=(-pV((qVvaq)V-r
=(-pV(qV-r)
konwencja notacyjna = (—|p VqVv —|r)

~— — ~—
— — — ~—

Ale nie zawsze jest tak tatwo. Sprébujmy przeksztatci¢ p A q.
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Alternatywno-koniunkcyjna posta¢ normalna (AKPN)

» Analogiczna (dualnie) do KAPN.

» Tworzymy koniunkcje elementarne dla n-elementowych ciggéw
zerojedynkowych w, ktadac v, = k1 A - -+ A kp, gdzie
e esliw(i)=1
e {ﬂp,- jesli w(i) =0
» Dla formuty f, ktéra nie jest stale rowna O bierzemy alternatywe
U = Ky V -+ V Ky, dla wszystkich w; takich, ze f(w;) = 1.
> Wtedy dla dowolnego wartosciowania v mamy
v(ir) = F(v(p1,-- .. Pn)).
» Dla f stale réwnej 0 bierzemy ¢ = (p1 A =p1) V-V (pp A —1pp).
> Przyktady...
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Wzajemna definiowalno$¢ funktoréw

Przypomnijmy nastepujace réwnowaznosci:

> (aVp)=-(man=p),
> (anp)=~(maV=p),

Kazdy funktor mozna zdefiniowac za pomoca: (i) koniunkcji i negacji, (ii)
alternatywy i negacji, (iii) implikacji i negacji.

lub (iii) bez straty ogdlnosci.

» Zatem mozna ograniczy¢ zbiér podstawowych funktoréw do (i), (ii)

» Praktyczne sposoby wzajemnego definiowania — na ¢wiczeniach.

PAANS
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Funkcyjna petnos¢

Definicja

Zbiér funktoréw S jest funkcyjnie petny wtw gdy wszystkie funktory
mozna zdefiniowaé za pomoca funktoréw ze zbioru S.

Whiosek
Zbiory {—, A}, {—,V} i {—,—} sa funkcyjnie petne.

Fakt
Zbiory {—} i {A\,V,—, <} nie sa funkcyjnie petne.

Szkic dowodu.

Za pomoca negacji mozna zdefiniowaé tylko dwa funktory jednoargumentowe: negacje i asercje. Funktorami ze zbioru
{A,V, —, <} nie mozna zdefiniowaé negacji. Bo niech F(p) bedzie jakimkolwiek ztozeniem funktoréw z {A, V, —, < };
wtedy dla v(p) = 1 zawsze mamy v(F(p)) = 1.




Funkcyjna petnos¢
Fakt

Niech | bedzie funktorem binegacji: (p | q) = (—p A —q). Zbiér {|} jest
funkcyjnie petny.

Dowdd.

Wystarczy pokazaé, ze da sig zdefiniowaé negacje i koniunkcje. Mamy —p = (p | p)oraz (p A q) = ((p L p) | (g | 9)).

Fakt

[m]

Niech | bedzie funktorem “co najwyzej jedno z dwojga”:
(p| q)=(—pV —q). Zbicr {|} jest funkcyjnie petny.

Dowdd.

Wystarczy pokaza¢, ze da sie zdefiniowaé negacje i alternatywe. Mamy —p = (p | p) oraz (pV q) = ((p | P) | (¢ | q)). (m]

Cwiczenie

Prosze zdefiniowac alternatywe za pomoca | i koniunkcje za pomoca |.

O P = = Do
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