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System aksjomatyczny

Aksjomaty:

Al.
A2.
A3.
A4,
A5.
Ab.
AT.
A8.
AQ.
Al0.
All.

Reguta odrywania (RO), (modus ponens):

a— (8- a)
(a—=(B—17) = ((a—=p) = (a—17)
(aAB) — «

(anp)—p

(a—=B) = ((a—=7) = (a—=(BAY))
a— (aVp)

B — (aVp)

(@ —=7)=((B—7)— (aVp)—1)
—~a — (a — f)

(@ = ) = ((a = =f) = ~a)

- — Q.
a— B,

g
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System aksjomatyczny

Funktor réwnowaznosci (<) traktujemy jako skrét: formute o < (3
rozwijamy do (o — B) A (8 — «).

> Mozna wprowadzi¢ wiecej skrétédw, na przyktad ograniczajac sie do
funktoréw {A, =}, albo nawet do {|}.

> Wszystkie aksjomaty sa tautologiami.

» Reguta odrywania jest reguta normalna.

> Powyzsza obserwacja to “reality check”. Wiemy przynajmniej, ze nasz
system aksjomatyczny nie udowodni niczego, co nie jest semantycznie
prawdziwe.



Wynikanie syntaktyczne: dowody i tezy

Definicja (wynikanie syntaktyczne)

Niech ' bedzie zbiorem formut a ¢ formuta. Méwimy, ze ¢ wynika
syntaktycznie z ' (albo, ze ¢ jest dowiedlne z I') i piszemy I' - ¢ wtedy i
tylko wtedy gdy istnieje skoficzony cigg formut ~1,...,7,, nazywany
dowodem, taki, ze

> Y=
» kazda formuta 7;, dla i € {1,...,n}, jest
> elementem [ (zatozeniem), albo
> aksjomatem (podstawieniem schematu aksjomatu), albo
> dla pewnych 7, vk gdzie j, k < i mamy vy =y — i
(czyli: v; powstaje z formut wczesniejszych w ciggu przez zastosowanie
reguty odrywania).

Definicja (teza)

Formuta ¢ jest tezg wtedy i tylko wtedy gdy @ F .

o F = = E 9DHAE



Dowody: przyktady

Dowéd @ - p — p

L p—=((p—pr)—0p) Al o/p, B/(p — p)
2. (p—=((p—p)—p) — ((p— (p—p) — (p—p)) A2, a/p, B/(p— p). v/P
3. p—(p—p) Al o/p, B/p
4 (p—=(—p)—((p—p RO2 1
5 p—p RO 4, 3
Dowéd {p — q, —q} F —p.
1. p—gq zatozenie
2. —q zatozenie
3. =g —(p— —q) Al a/=q. B/p
4. p— g RO, 3,2
5 (p—4q)— ((p— —q) = —p) AlL0, a/p, B/q
6. (p— —q) — —p RO 5, 1
7. —p RO 6, 4
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Whtasnosci F (oraz =)
Relacja - ma nastepujace wtasnosci:

1. JezelipeTl, tol I ¢. (zwrotnos¢)
2. Jezeli ACTiAF g tol F . (monotoniczno$¢)
3. JezeliTHFATAF g, tol . (przechodnios¢)

4. TF ¢ wtw gdy g F ¢ dla pewnego skoficzonego 'y C . (zwartos¢)

Przypomnienie z wykfadu 2. Relacja = ma nastepujace wtasnosci:

1. Jezelipel, toT = . (zwrotnos¢)
2. Jezeli ACTiAE@ tol E . (monotoniczno$¢)
3. Jezeli TEAITARE@ tol . (przechodnios¢)

Zwarto$¢ dla |= tez zachodzi, ale to udowodnimy pézniej, uzywajac
twierdzenia o petnosci.



Reguty wyprowdzalne (wtérne)

Definicja (reguta wyprowadzalna)

Reguta o schemacie w jest wyprowadzalna (wtérna) wtw gdy
{ag,...,an} F B.

Lemat (o dowodach skrétowych)

Dla kazdego zbioru formut I i kazdej formuty ¢ mamy, ze [ = ¢ wtw gdy
istnieje skonczony ciag formut 61, ..., 06, taki, ze
> f,=¢p
» kazda formufa 0;, dla i € {1,...,n}, jest
» elementem I, albo
» aksjomatem lub teza, albo

» powstaje z formut wczesniejszych w ciggu przez zastosowanie pewnej
reguty wyprowadzalnej.



Lemat o dowodach skrétowych

Dowdd.

(=) T F ¢ znaczy, ze istnieje dowdd ¢ z I'. Kazdy dowdd spetnia warunki natozone na ciag 61, ..., 8p.
(<=) Pokazemy, ze kazdy ciag 61, . . . , 6, da sie rozszerzy¢ do dowodu ¢ z I. Niech k bedzie liczba formut w ciagu
81, ..., 0p, ktére sa tezami (ale nie aksjomatami) lub powstaty przez zastosowanie reguty wyprowadzalnej (ale nie reguty
odrywania). Nazwijmy je formutami niewfasciwymi.
> Jezeli k =0, to &1, ..., &, jest dowodem.
P Zatézmy indukcyjnie, ze lemat zachodzi dla kazdego K’ < ki rozwazmy ciag 91, . . ., dp, w ktérym mamy k + 1
formut niewtasciwych.
»  Niech §; bedzie pierwsza formuta niewtasciwa w ciagu 81, . . ., 6, i niech {6,-1 s vy 8jpm } = 0; bedzie reguty
wyprowadzalna, z ktérej §; zostata uzyskana (jezeli §; jest teza, to @ + §;).
»  Poniewaz §; jest pierwsza formuta niewtasciwa w ciagu, to ciag &1, . ..,d;_1 jest dowodem. Zatem I - 5,-]. zachodzi
dla kazdej formuty 5,-j € {8y, 0i,
» Niech €1, ..., ek, §; bedzie dowodem §; z {5;1, 0 a0 @ o
Zastepujac d; jej dowodem, rozszerzamy ciag 91, ..., 0;—1, 9,041, - ., I, do ciagu
01538158158k iy 0i41, .-, 0pn, W ktérym wystepuje k formut niewtasciwych.
» 7 zatozenia indukcyjnego ciag 81, . ..,8;_1,€1, ..., &k, 0;,8i41, - - ., Oy da sie rozszerzy¢ do dowodu. (m]
=] = = = E N
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Twierdzenia o dedukgji

Twierdzenie (o dedukcji wprost)

Dla dowolnego zbioru formut I i dowolnych formut o, 3 mamy, ze

ru{a}r8 © TFa—p

Dowdéd.

(<) Zatézmy, ze I = o — (3. Niech ~1, . . ., v, bedzie dowodem o — 3 z I'; Wtedy ciag v1, - - - , Yn, @, 3 jest dowodem 3
z T U {a}. W tym ciagu « jest zatozeniem, a 3 powstaje przez zastosowanie reguty odrywania do v, = a — 3 i a.

(=) Zatézmy, ze T U {a} + B. Niech ~1, . . . , v, bedzie dowodem 3 z T U {a}, w ktérym ~1, . . ., v¢ s3 formutami z [ lub
aksjomatami. Rozwazmy ciagg formut v1,...,vp, @ — ~v1,..., @ — ~yp; zauwazmy, ze @ — vy, = o — (3. Twierdzimy, ze
ten ciag spetnia zatozenia lematu o dowodach skrétowych.

P> Jezeli v; = o, to av — ~; jest teza.
> Jezeli v; € T lub ~y; jest aksjomatem, to o — ~; jest uzasadnione przez wyprowadzalna regute poprzedzania a’YT"y
i
> Jezeli v, = vj — ~i dla pewnych v, ; wczesniejszych niz v;, to:
o — 7k i o — 7; s3 juz uzasadnione.
o — (v = 7)o =

o —

o — ~y; jest uzasadnione przez wyprowadzalng poprzedzong regute odrywania

O D = = Do
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Twierdzenia o dedukgji

Twierdzenie (o dedukgji niewprost)

Dla dowolnego zbioru formut I i dowolnych formut o, 3 mamy, ze

rvf{at {6, < Ik«
Frv{-a}t+-{8,-6 < TFra

Dowody obu réwnowaznosci przebiegaja podobnie. Udowodnimy pierwsza z nich.
(=) Zatézmy, ze T U {a} + {8, —=B}.

> Stosujac dwukrotnie twierdzenie o dedukcji wprost, dostajemy, ze I - {a — B, @ — —(}.

> Mamywie;cdowody'u,...,'y,,i'y{,...,'y,’n,gdzie'yn:a—>6a'y,’n:a—>—\ﬁ.

> Ciag v1,-- -, n, 'yl’, - ,'y,’,, —a da sig rozszerzy¢ do dowodu poniewaz formuta -« jest uzasadniona przez
a— B,a— =8
wyprowadzalng regute —M8M8 .
hale’
(<) Zatézmy, ze I = —a.
> Wtedy F'U {a} F maorazT U {a} F a.
a, o

P Stosujac wyprowadzalna regute dwukrotnie (drugi raz z podstawieniem 3/—/3), dostajemy

ru{a}r {38,-8}. O
u =3 = = = wae
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