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Twierdzenie o petnosci

Dla dowolnego zbioru formut I' i dowolnej formuty o mamy

=y < Tho

» Twierdzenie o petnosci méwi, ze Srodki dowodowe KRZ doktadnie
odpowiadaja srodkom semantycznym.

> W szczegdlnosci, formuta jest tautologia wtw gdy jest teza,
a reguta jest normalna wtw gdy jest wyprowadzalna.

> Dowdd z prawej do lewej jest fatwy. Aksjomaty sg tautologiami a
reguta odrywania jest normalna; zatem z definicji = dostajemy
zadana implikacje.

» Dowdd w druga strone wymaga maszynerii.
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Maksymalnie niesprzeczne zbiory formut

Definicja

P Zbiér formut I jest sprzeczny wtw gdy dla pewnej formuty ¢ mamy
M {p,—p}.

» Zbiér formut I jest niesprzeczny wtw gdy dla kazdej formuty ¢ mamy

M {o,~¢}.

Obserwacja

Zbiér formut T jest sprzeczny wtw gdy I & ¢ dla kazdej formuty .

Definicja

Zbi6r formut ' jest maksymalnie niesprzeczny wtw gdy (i) zbiér I jest
niesprzeczny, (ii) jezeli ¢ ¢ T to ' U {p} jest sprzeczny.



Maksymalnie niesprzeczne zbiory formut

Lemat (domkniecie na )

Niech T bedzie maksymalnie niesprzecznym zbiorem formut. Wtedy
=@ = ¢ erl, dla kazdej formuty ¢

Dowdéd.

Zatézmy, ze T = ¢ i dla dowodu niewprost, ze ¢ ¢ I. Poniewaz I jest maksymalnie niesprzeczny, [ U {(} jest sprzeczny, czyli
ru {¢} + {8, =B} dla pewnej formuty 3. Twierdzenie o dedukcji niewprost daje I = = a zatem ' - {, —¢}. To przeczy
zatozeniu o niesprzecznosci . O

Lemat (albo ¢ albo =)

Zbiér formut I jest maksymalnie niesprzeczny wtw gdy dla kazdej formuty
@ mamy albo ¢ € T albo —p € T.

Dowdéd.

(=) Zatézmy, ze I jest maksymalnie niesprzeczny i dla dowodu niewprost, ze ¢ ¢ i =¢ & I dla pewnej formuty ¢. Zatem
F'U {p} oraz I U {—¢} sa sprzeczne, a wiec przez twierdzenie o dedukcji niewprost I jest sprzeczny, co przeczy zatozeniu.
(<) Wezmy dowolna formufe ¢ & I i rozwazmy ' U {¢}. Poniewaz ¢ ¢ I z zatozenia mamy, ze ¢ € . Zatem

Fru{e} F {¢, ~p}, co przez twierdzenie o dedukcji niewprost daje I' = —¢p. (m]

[m] = -



Witasnosci zbioréw maksymalnie niesprzecznych

Lemat (Wtasnosci zbioréw maksymalnie niesprzecznych)

Niech T bedzie maksymalnie niesprzecznym zbiorem formut. Wtedy, dla
dowolnych formut o,  mamy

1. nael & ad¢rl

2. aNfel & aelipgerl
3. avpel © aellubperl
4 a—pel & a¢lNubperl

Z domkniecia na - mamy, ze I' - ¢ wtw gdy ¢ € I, wiec wystarczy pokaza¢ I' = ¢ dla odpowiednich .

1. (=) Z niesprzecznosci I
(<=) Z lematu “albo ¢ albo —¢".

2. (=) Z zatozenia a A B € T, uzywajac aksjomatéw (o A B8) — ai(a AB) — B mamy, ze[ F ail - 8.
(<) Z zatozenia I = « i [ + (3, uzywajac tezy o — (8 — (a A B)) (éwiczenie: udowodnié te teze) dostajemy, ze
r-anpg.

3. (=) Z zatozenia mamy « V 3 € I'. Dla dowodu niewprost zatézmy, ze o ¢ i 3 ¢ I'. Z juz udowodnionego punktu
(1) dostajemy —a € T'i =3 € I. Uzywajac tezy ~aw — (=8 — —(a V B)) (éwiczenie: udowodni¢ te teze) dostajemy
dalej, ze T = —(a VvV B) a wiec T jest zbiorem sprzecznym, co przeczy zatozeniu.
(<=) Zatézmy bez straty ogélnosci, ze ' = . Aksjomat @ — (a V 3) daje natychmiast, ze I - a V 3.

4. Cwiczenie. Ox
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Zbiory maksymalnie niesprzeczne a wartosciowania

Obserwacja

Niech T bedzie zbiorem maksymalnie niesprzecznym. Niech funkcja

1 jezeli r
w: X — {0,1} bedzie dana przez w(y) = j‘ez.e I A

0 Jezelip ¢T.
Wtedy w jest wartosciowaniem.

7
Dowdd.
Mamy, ze w(p) = 1 wtw gdy ¢ € I. Zatem:
> wha)=1l& aclsadl e wla)=0

> waApB)=leoarBelsaclielewla)=1iwB) =1
> wavpB)=lsavpelrsacliubpfel & wla)=1lubw(g)=1
> wa—pB)=loa—-pBeElflcad¢lNubpel & wla)=0Ilubw(B)=1
[m]
o < = = = 9ace



Lemat Lindenbauma

Lemat

Kazdy niesprzeczny zbiér formut I mozna rozszerzy¢ do zbioru
maksymalnie niesprzecznego.

oowsd

| 2
>
| 2

vVvYy VVYY

vyvyyvyy

Niech ¢, ¥1, ..., ®j, ... bedzie ciagiem wszystkich formut.

Indukcyjnie budujemy ciag niesprzecznych rozszerzer I jak nastepuje.

o = I (niesprzeczny z zafozenia). Zatozenie indukcyjne: [g C Iy C - - - C I s3 niesprzeczne.

Catiomy Ty = {10101 S (o) st iy
i jezeli T'; U {¢;} jest sprzeczny.

Tak zbudowany I; 1 jest niesprzeczny.

Mamy wiec nieskoriczony ciag niesprzecznych rozszerzen I =To C --- C ;3 C ...
Niech A = U‘GN ;. Poniewaz relacja I jest zwarta, zbiér A jest niesprzeczny.
1

Twierdzimy, ze A jest maksymalnie niesprzeczny.

Wezmy dowolna formute 1) taka, ze v ¢ A (taka formuta istnieje, bo A jest niesprzeczny). Pokazemy, ze A U {1} jest
sprzeczny.

Zauwazmy, ze ¢ = ; dla pewnego i.

Rozwazmy I'; U {¢;}. Jezeli ten zbiér jest niesprzeczny, to ¢; € I3 a wiec ¢ € A.

Ale vp ¢ A, a wiec T'; U {p;} jest sprzeczny.

Zatem AU {p;} = AU {3} jest sprzeczny. m]



Whioski z lematu Lindenbauma

Whiosek

Niech I bedzie zbiorem formut, a ¢ formuta. Jezeli T t/ ¢, to istnieje
maksymalnie niesprzeczny zbiér A taki, zeT C A ip ¢ A.

Dowdd.
Zatézmy, ze T 1/ . Zatem ' U {—¢} jest niesprzeczny. Niech A bedzie maksymalnie niesprzecznym rozszerzeniem ' U {—¢}.
Mamy, ze —p € A, a wiec ¢ ¢ A.

‘

Whiosek

Niech T bedzie zbiorem formut, a ¢ formuta. Jezeli T t/ ¢, to istnieje
wartosciowanie w takie, ze w(I') =1 i w(p) =0.

Dowdéd.

Niech A bedzie maksymalnie niesprzecznym rozszerzeniem I takim, ze ¢ ¢ A. Z obserwacji o zbiorach maksymalnie

1 jeseli o € A,

niesprzecznych i wartoéciowaniach mamy, ze w: ¥ — {0, 1} dana przez w(yp) = 0 el o ¢ A jest wartosciowaniem.
jezeli ¢ .

Mamy ' C A a wigc w(ll) = 1. Mamy ¢ ¢ A a wiec w(p) = 0. [m]

Do
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Dowdd twierdzenia o petnosci

Twierdzenie (o petnosci)

Dla dowolnego zbioru formut ' i dowolnej formuty ¢ mamy

ey < Tho

(<) Zatézmy I = ¢ i niech v bedzie wartosciowaniem spetniajacym T.
» Niech 71, ..., vn bedzie dowodem ¢ z I'. Pokazemy, ze dla kazdej formuty ; mamy v(~v;) = 1.
P Jezeliv; €T, to v(y;) = 1 bo v(I') = 1. Jezeli ~; jest aksjomatem, to v(y;) = 1 bo ~; jest tautologia.

> Jezeli v; jest wynikiem zastosowania reguty odrywania do formut ~y; = ~; — ~; i 7; takich, ze k, j < i, to mamy
v(vj — 7i) = 1 = v(vj). Reguta odrywania jest reguta normalna, a wigc v(v;) = 1.

(=) Pokazemy, ze [ t/ ¢ implikuje I [~ ¢.
> Skoro I I ¢, to zbiér I U {—p} jest niesprzeczny. Niech I’ =T U {—¢}.
»  Z wniosku z lematu Lindenbauma wynika, ze istnieje maksymalnie niesprzeczny zbiér A taki, ze T C A i ¢ ¢ A.
> Niech ¥ bedzie zbiorem wszystkich formut i niech w: ¥ — {0, 1} bedzie funkcja dang przez
w(p) = {é jz;z:; i ; 2’ Z lematu o wiasnoéciach zbioréw maksymalnie niesprzecznych wynika, ze w jest
wartosciowaniem.
P Z definicji w mamy, ze w(I') = 1 a w(p) = 0.
> Zatem I j~ .
(miSe
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