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Zmienne wolne i zwigzane

Definicja

Dla dowolnej formuty ¢ zbidr jej podformut Sub(y) jest zdefiniowany
nastepujaco.

> Jezeli ¢ jest formuta atomowa, to Sub(p) = {¢}.
> Jezeli p € {—a, Vxa,Ixa} to Sub(yp) = {¢} U Sub(a).

> Jezeli p € {a NG,V [,a — [} to
Sub(y) = {¢} U Sub(a) U Sub(p).

Definicja

> Wystapienie zmiennej x w formule ¢ jest zwigzane jezeli znajduje sie
w podformule postaci Vxa lub Ixa. W przeciwnym przypadku
wystapienie x jest wolne.

> Zmienna x jest wolna w ¢ jezeli posiada cho¢ jedno wolne
wystapienie w .



Zmienne wolne i zwigzane

Niech ¢ bedzie formuta Vx3yR(x,y,z) A JyR(x,y, z)

P wszystkie wystapienia zmiennej z w ¢ s3 wolne, zatem z jest zmienna
wolna w ¢,

P> wszystkie wystapienia y w ¢ s3 zwigzane, zatem y nie jest zmienna
wolna w ¢,

> dwa pierwsze wystapienia x w ¢ s3 zwigzane, a trzecie jest wolne,
zatem x jest zmienng wolng w .

Natomiast w formule Vx(3yR(x, y, y) A JyR(x,y, x)) wszystkie
wystapienia zmiennych s3 zwigzane.
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Formuty i zdania

Definicja

Zdanie to taka formuta, w ktérej nie ma zadnych wolnych wystapien
zmiennych.

» Formuta ze zmiennymi wolnymi wyraza pewna wtasnos¢ lub relacje,
na przyktad w odpowiednio zinterpretowanym jezyku P formuta
Jy M(x,y) mbwi, ze x jest czyja$ matka. Wybér y jako zmiennej jest
nieistotny, formuta 3z M(x, z) méwi to samo.

» Zdanie wyraza pewien stan rzeczy. Na przyktad Vx3y M(x,y) méwi,
ze kazdy jest czyja$ matky. Natomiast Vydx M(x, y) méwi, ze kazdy
ma matke.
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Modele i interpretacje

Niech J bedzie jezykiem pierwszego rzedu. Model
M= (M,{RM: R c Rels},{fM:f c Funs},{c": c c Consts}) dla
jezyka J to nastepujaca struktura:
> M to niepusty zbidr, zwany uniwersum modelu.
» Dla kazdego k-argumentowego symbolu R € Rel 7, mamy relacje
RM C Mm*.
» Dla kazdego k-argumentowego symbolu f € Fun 7, mamy funkcje
M- Mk M.

» Dla kazdej statej ¢ € Const .7, mamy wyrézniony element cM € M.

Funkcja ™ przyporzadkowuje kazdemu pozalogicznemu symbolowi o z
jezyka J jego interpretacje w modelu M.
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Model i jezyk modelu

Dowolng strukture M = (M, {R; :i € I},{fi:i € J},{ck : k € K}), gdzie

> M jest niepustym zbiorem,
» {R;j:i€ I} to pewien zbidr relacji w M,
» {f;:j € J} to pewien zbiér operacji w M,
» {ck: k € K} to pewien zbiér wyréznionych elementéw M,
nazywamy modelem (lub struktura relacyjna).
Jezyk modelu M to jezyk pierwszego rzedu L(M) taki, ze
» Relyavy = {R7 : i € 1}, gdzie RY jest symbolem relacyjnym,
> Fungng = {f7 :j € J}, gdzie £ jest symbolem funkcyjnym,
» Constyag) = {cf : k € K}, gdzie ¢] jest stata,

a dla kazdego i € /, j € J, arnoéci R; i RY oraz f; i ji sa takie same.

Zbior Rely(pq) U Fungag) U Constyrg) nazywamy sygnatura modelu M.
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Wartosciowania

Definicja (warto$ciowanie zmiennych)

Niech M bedzie modelem, ktérego uniwersum jest zbiér M.
Warto$ciowanie zmiennych to dowolna funkcja v: Var — M.

Definicja (warto$ciowanie terméw)

Niech J bedzie jezykiem pierwszego rzedu, a M niech bedzie modelem
dla 7. Dla dowolnego wartosciowania zmiennych v: Var — M definiujemy
wartoéciowanie v": Tm s — M nastepujaco:
» v(x) = v(x) dla kazdej zmiennej x,
> v(c) = cM dla kazdej statej c,
> VI(f(ts,...,t,) = FM(VI(t1),..., v (t,)), dla kazdego
n-argumentowego symbolu funkcyjnego f i dowolnych terméw
t1,...,th.
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Wartosciowania

Funkcja v" jest poprawnie zdefiniowana. Kazde wartosciowanie v rozszerza
sie jednoznacznie do funkcji v".

Dowdd.

Musimy pokazaé, ze (i) dla kazdego termu t istnieje dokfadnie jeden element a € M taki, ze a = v/(t), oraz ze (ii) dla

dowolnych wartosciowan v i w jezeli vh = wh, to v = w. Punkt (ii) jest oczywisty, bo dla kazdej zmiennej x mamy
v(x) = v(x) = wh'(x) = w(x). Punktu (i) dowodzimy indukcja ze wzgledu na ztozonos¢ t.

> Jezeli t = x € Var, to v(x) = v(x), a v(x) jest funkcja, wiec istnieje doktadnie jeden elem. a € M taki, ze a = v(x).

> Jezeli t = c € Const 7, to vh(c) =M, aM jest funkcja, wiec istnieje dokt. jeden elem. b € M taki, ze b = c™M.
P Zatézmy indukcyjnie, ze istnieje dokt. jeden elem. d; € M taki, ze d; = vh(t,-), gdzie i € {1,...,n}. Poniewaz Al
jest funkcja, wigc istnieje dokt. jeden elem. d € M taki, ze
d=fM(dy, ... dn) = FI(0), . V() = VI(F(t, - ). o

» Zaréwno v jak i v" rozszerzajaca v na termy nazywa sie
wartosciowaniem. Poniewaz v jednoznacznie wyznacza v jest to
nieszkodliwe.



Wartosciowania

» Niech Rely = {R(x,y)}, Funs = {f(x,y)}, Consts = {c}.
» Wezmy model M = (N, <, +,0) i nastgpujaca interpretacje:
» RM torelacja <, fM to funkcja +, M to stata 0.

» Niech v(x) =3, v(y)=T7.
> Wtedy v(f(f(x,y),f(x,c))) = 13. Dlaczego?
Jeszcze jaki$ przyktad...

Notacja/terminologia/konwencja

Méwiac o wartosciowaniach bedziemy zawsze okreslac je tylko dla
zmiennych. To wystarczy — wartosci dla terméw mozna wyliczyé znajac
wartosci dla zmiennych.
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Spetnianie

Definicja (Spetnianie formut atomowych)

Niech J bedzie jezykiem pierwszego rzedu, M modelem dla 7, a

v: Tm s — M niech bedzie wartosciowaniem. Dla dowolnej formuty
atomowej ¢ definiujemy relacje spetniania

MEy ¢
nastepujaco:

> M, t1 =t witw gdy v(t1) = v(t2), dla terméw ty, to.
> M=, R(ty, ..., t,) wtw gdy RM(v(t1),. .., v(t2)), dla

n-argumentowego symbolu relacyjnego R i terméw ty, ..., t,.
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Spetnianie

Definicja (Spetnianie formut ztozonych)

> M, o wtw gdy M £, «

> ME, aAfwtwgdy M, i M E, 3

> ME,aVpwtwgdy M=, alub M =, 3
> ME, a— S wtwgdy M £, alub M E, 3
>

M E, Vx a wtw gdy M =,/ « dla kazdego wartosciowania v/, ktére
rézni sie od v co najwyzej na zmiennej x.

> M =, 3x a wtw gdy istnieje wartoSciowanie v/, ktére rézni sie od v
co najwyzej na zmiennej x takie, ze M =,/ a.

Jezeli M =, ¢ zachodzi, to méwimy, ze ¢ jest spetniona w M przez v,
albo, ze v spetnia p w M.

Przyktady...

it
)
€

11/13



Spetnianie

Obserwacja (spetnianie zalezy tylko od zmiennych wolnych)

Dla dowolnej formuty o, modelu M i wartosciowari v,v': Var — M, jezeli
v(x) = v/(x) dla kazdej zmiennej x wolnej w @, to

M':v(p A MIZVISO

Szkic dowodu.

» Indukcja ze wzgledu na ztozonoéé termu pokazujemy, ze dla kazdego termu t, jezeli v(x) = v'(x) dla kazdej zmiennej x
wystepujacej w t, to v(t) = v/(t).

P Indukcja ze wzgledu na ztozonos¢ formuty pokazujemy, ze zadana réwnowaznos$é zachodzi.
»  Krok indukeyjny dla 3: zatézmy, ze M =, Ixa,
> wtedy M ):Vl dxa, w pewnym wartosciowaniu v; réznigcym sie od v co najwyzej na x,
> niech vll rézni sie od v/ co najwyzej na x i niech vll(x) =v/(x),
> wtedy M [y o wtw gdy M ':Vl/ «, z zatozenia indukcyjnego,
> zatem M =, 3xa.
» W druga strone analogicznie.
m]
=] = = = E AR

12/13



Prawdziwosé

Definicja

Niech J bedzie jezykiem pierwszego rzedu, a M modelem dla 7.
» Formuta ¢ jest prawdziwa w M (co zapisujemy symbolicznie

M E o) wtw gdy M =, ¢ dla kazdego wartosciowania v.
modelu.

> Formuta ¢ jest logicznie prawdziwa jezeli jest prawdziwa w kazdym

Niech ¢ bedzie zdaniem a M modelem. Nastepujace warunki sa
réwnowazne.
1. M =, ¢, dla pewnego wartosciowania v.

2. M =y ¢, dla kazdego wartosciowania v.
3. MEo.




