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Kilka konwencji notacyjnych

» Formuty czesto zapisujemy w postaci ¢(xi, ..., Xp), gdzie x1, ..., X,
sg wszystkimi zmiennymi wolnymi w ¢.

» Czasem uzywamy tez ¢(xi, ..., x,) dla oznaczenia formuty ¢, ktérej
zmienne wolne s3 spomiedzy xi, ..., X,.

> Skrétowo piszemy (X), gdzie X oznacza ciag (xi,...,Xn).

» Podobne skréty stosujemy do kwantyfikatoréw. Piszemy:
> Vx,y,z o(x,y,z) zamiast VxVyVz o(x,y, z),
> 3x,y,z o(x,y,z) zamiast IxIyIz o(x,y, z),
> VX p(X) zamiast Vx1Vxa, ... VX, (X1, ..., Xn),
> 3X p(X) zamiast Ix13xa, ... Ix, (X1, ..., Xn),
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Uniwersalne domkniecie formuty

Definicja

Niech ¢(x1, ..., xn) bedzie formuta, ktérej zmienne wolne to xi, ..., X,.
Uniwersalne domkniecie ¢ to zdanie Vxi, x2, ..., X, @(x1,. .., Xn)-

Fakt

Niech ¢(x1,...,xn) bedzie formuta, ktérej zmienne wolne to xi, . .

.y Xn-
Dla dowolnego modelu M mamy

MEp(x1,..., %) < MEVx,x,...,x0 o(x1,...,Xn)-

Dowdd.

» (=) Wezmy dowolne wartosciowanie v. Kazde wartosciowanie v/ rézniace sie od v co najwyzej na xi, . . . , xp spetnia
@(x1, .. .,Xn) z zatozenia, ze lewa strona zachodzi.
» (<) Wezmy dowolne wartosciowanie v. Poniewaz v rézni si¢ od samego siebie co najwyzej na xg,

..., Xp, to v spetnia
@(x1, ... ,Xn) z zatozenia, ze prawa strona zachodzi.



Od spetniania do logicznej prawdziwosci

Symbole i definicje — podsumowanie

Dla dowolnej formuty ¢ (w jezyku [J) i modelu M (dla J):

> M =, ¢ — formuta ¢ jest spetniona w M przez warto$ciowanie v.

> M = ¢ — formutfa ¢ jest spetniona w M przez kazde v
— ¢ jest prawdziwa w M.

» M |= ¢ dla kazdego modelu M — ¢ jest prawdziwa w kazdym modelu
— ¢ jest logicznie prawdziwa
— czasami moéwi sie tez: ¢ jest tautologia rachunku predykatéw.

» Dla zdan spetnianie i prawdziwo$¢ to to samo.

» Dla formut prawdziwo$¢ i prawdziwo$¢ uniwersalnego domkniecia to
to samo.
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Formuty proste

Definicja

Formute pierwszego rzedu ¢ nazywamy prosta wtw gdy ¢ jest albo (i)

formuta atomowa, albo (ii) formuta postaci Q1x ... Qnx, ¥ dla pewnej
formuty pierwszego rzedu 1) i kwantyfikatorow @1, ... Q,, dla pewnego
n> 0.

» Formuty Vx (3y R(x,y) — Yy Q(z,y)) oraz x = y sa proste.
Formuta Vx3y R(x,y) — Vy Q(z,y) nie jest prosta.

Obserwacja

Dla kazdej formuty pierwszego rzedu p, zbidr jej prostych podformut jest
Jjednoznacznie wyznaczony.

Notacja

Zbi6r podformut prostych formuty ¢ oznaczamy Psub(y).
Zatem, Psub(y) = {9 : ¢ € Sub(yp) oraz 1 jest prosta}.
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Szkielet zdaniowy

Niech ¢ bedzie formuta pierwszego rzedu. Szkielet zdaniowy ¢ to zdanie «
w jezyku rachunku zdan, takie ze

Y = a(Pl/SOlv 000y Pn/@n)a
gdzie {¢1,...,¢n} = Psub(p), a {p1,...,pn} sa wszystkimi zmiennymi
zdaniowymi wystepujacymi w .

» Ta definicja nie jest do konca formalna, bo uzywa postawienia formut
jezyka pierwszego rzedu za zmienne zdaniowe.
» Przyktad:
> Niech ¢ bedzie formuta Vx(3yR(x,y) A Q(x, z)) — VxP(x, z).
» Obwodzac proste sktadowe ¢ dostajemy
’VX(HyR(x,y) A Q(x, 2)) ‘ — ’VXP(X7 z) ‘
> Kazdy prostokat odpowiada zmiennej zdaniowej, a wiec szkieletem
zdaniowym ¢ jest zdanie p — g.
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Zwiazek z rachunkiem zdan

Definicja

Niech ¢ bedzie formuta pierwszego rzedu, niech Psub(¢) = {¢1,...,¢n},
a a(p1, - .., pn) niech bedzie szkieletem zdaniowym . Dla dowolnego
modelu M i wartosciowania v: Var — M, zdefiniujmy wartosciowanie
zerojedynkowe vp1 : X — {0, 1} ktadac

wilp) =1 & ME, ¢

Lemat (o wartosciowaniach zerojedynkowych)

Dla ¢, a, v i vp1 zdefiniowanych jak wyzej mamy

vi(a) =1 & ME, e

Indukcja ze wzgledu na ztozono$¢ a.

> Jedli a jest zmienna zdaniowa, to lemat zachodzi z definicji vpy.

P Jedli o jest formuta ztozona, to lemat wynika z wtasnoéci wartoéciowah v i vpi. (]
— (=Y = = A



Zwiazek z rachunkiem zdan

Twierdzenie

Podstawienia tautologii rachunku zdan sa logicznie prawdziwe.

Dowdd.

>

vyVYyVYYVYyYy

Uwaga

Niech e, p;, ¢ i ¢ beda jak w lemacie o wartosciowanich zerojedynkowych.

Zatézmy, ze « jest tautologia rachunku zdan i wezmy dowolny model M i wartosciowanie v.

Dla v zdefiniujmy vp; jak poprzednio.

Z lematu mamy, ze vo1 (@) =1 & M |y .

Ale « jest tautologia, wiec vp1 () = 1.

Zatem M =, @. m}

Odwrotne zawieranie nie zachodzi. Nie kazda formuta logicznie prawdziwa
jest podstawieniem tautologii rachunku zdan. Na przykfad Vx(x = x) nie

jest.



Skrécony zapis wartosciowan

Dla formuty ¢(xi, ..., x,), wartosciowania v(x;) = a;, oraz modelu M
wygodnie jest pisaé
M E g(x, .

S xn)|a1, -, an)

Przy tej konwencji notacyjnej mamy:

zamiast M =, o(xq, .

.

M EVo(x,y)[a, b] wtwgdy Vme M: M = ¢(x,y)[m, b]
M = Jp(x,¥)la, b]

gdZie y=wn,

wtw gdy Im € M : M |= ¢(x,y)[m, b]
. ¥n S3 zmiennymi, b = by, ..., b, sa elementami M, a
symbole V, d s3 kwantyfikatorami w metajezyku (jezyku naturalnym).

D¢
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Wynikanie semantyczne

Niech I' bedzie zbiorem formut, a ¢ formuta (w pewnym jezyku 7).
Piszemy ' = ¢ i méwimy, ze ¢ wynika (semantycznie) z I wtw gdy dla
kazdego modelu M mamy

MET = MEeo.

Uwagalll

I = ¢ to nie jest to samo co
» dla kazdego modelu M [Vv (M =, T = M E, 9)].
I = ¢ to jest to samo co

» dla kazdego modelu M [Vv M =, T = Vv M=, ¢].



Semantyczne twierdzenie o dedukgji

Twierdzenie (o dedukcji — semantyczne)

Dla dowolnego zbioru zdan I, zdania o i dowolnej formuty 1:

FrufelEy & TEe—=9.

P (=) Zatézmy, ze lewa strona zachodzi i rozwazmy model M taki, ze M |=T. Jezeli M £ ¢, to M |E= o — 1 z
definicji spetniania. Jezeli M |= ¢, to lewa strone daje, ze M |= ). Zatem M = ¢ — ).

» (<) Zatézmy, ze prawa strona zachodzi i rozwazmy model M taki, ze M |= T U {¢}. Prawa strona daje, ze
M = ¢ — Y. Ale M |= ¢, wiec z definicji spetniania M |= 1.

Tw. o dedukcji nie zachodzi dla ¢ nie bedacego zdaniem.

Kontrprzyktad: x=y Ex=2z # E(x=y)— (x=2).

Ve
Dowdd.
Najpierw zauwazmy, ze x = y |= x = z zachodzi, bo dla kazdego modelu M, albo [M| > 1 i wtedy M [~ x =y, albo

|[M]| = 1iwtedy M |= x = z. Wezmy teraz dowodIny model N taki, ze |[N| > 1. Wtedy N [~ (x = y) — (x = z).
o = £ £ = wal



Teorie

Definicja

Teoria to dowolny zbiér zdan.
» Teoria T jest spetnialna wtw gdy istnieje model M taki, ze M = T.

> Teoria T jest zupetna wtw gdy T jest spetnialna i dla kazdego zdania
emamy T = ¢ lub T | —p.

Definicja

Dla dowolnego modelu M, teoria M to zbiér Th(M) zdefiniowany
nastepujaco: Th(M) = {¢ : ¢ jest zdaniem i M = p}.

Twierdzenie
Dla dowolnego modelu M teoria Th(M) jest zupetna.

Natychmiastowy z definicji spetniania i faktu, ze ¢ jest zdaniem. (]



Przyktad teorii

Wezmy jezyk z jednym dwuargumentowym symbolem funkcyjnym -

(pisanym miedzy argumentami: x - y).
» Niech T={Vx,y,z x-(y-z)=(x-y)-z}.
» Niech ¢ bedzie zdaniem Vx,y x-y =y x.
» Rozwazmy dwa modele A = (A;-A) i B = (B;-B) takie, ze

Ala b Bla b
ala b ala b
b|b a bla b

> tatwo sprawdzié¢, ze A= T oraz BE=T.
> Ale A=y, aBE-p(boaBb=b#a=b75a).

P> Zatem teoria T nie jest zupetna.
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