Arend Heyting

Intuicjonistyczne podstawy matematyki

Zamieszczona ponizej praca Arenda Heytinga to jego wyktad wygl
szony 5 wrzesnia 1930 roku na II Konferencji Epistemologii Na
Scistych®. :

Celem wyktadu byta prezentacja podstawowych zatozen intuicjs n,‘
nizmu"*. Przypomnijmy, Ze twércy intuicjonizmu byl matematyl
holenderski Luitzen Egbertus Jan Brouwer. Kierunek ten nawiazy ‘
do pogladéw L. Kroneckera, semiintuicjonistéw francuskich (do grup;
tej nalezeli: R.L. Baire, E. Borel, H. L. Lebesgue, N.N. Luzin
1 H. Poincarégo. Brouwer dat wyraz swoim pogladom juz w rozprawi
doktorskiej Over de Grondslagen der Wiskunde (O podstawach mate:
matyki) z roku 1907, ktéra zawierata wszystkie podstawowe tezy intu s
cjonizmu. Poniewaz jednak napisana byfa po niderlandzku, jej wptyw
byt maty. Brouwer przedstawit swe poglady takze w wyktadzie inau-
guracyjnym (w zwiazku z objeciem stanowiska profesora na Uniwer=
sytecie w Amsterdamie) Intuitionisme en formalisme z roku 1912**,

A. Heyting byt uczniem Brouwera i rozwijat idee tworcy int
cjonizmu. Jego gtéwna zastuga w tym zakresie jest sprecyzowani
intucjonistycznych sposobéw wnioskowania poprzez aksjomatyzacj
intuicjonistycznego rachunku zdan (1930) i rachunku predykat
(1930, wersja ulepszona 1946). Aksjomatyzacja ta byta pierwsza
préba prezentacji intuicjonizmu w jezyku zrozumiatym dla ogétu
matematykéw i logikéw, wolnym od niejasnych i w1eloznacznyc h
stwierdzen Brouwera. :

W ponizszym artykule Heyting przedstawia podstawowe zatozenia
1 tezy intuicjonizmu. Stwierdza w szczeg6lnosci: ,,Matematyk——intui‘f

* Por. wprowadzenie do artykutu R. Carnapa Logicystyczne podstawy matematyki zamiesz
czony powyzej.

* SzczegStowe informacje na temat intuicjonizmu znalez¢ mozna w ksigzce R. Murawskiegg
Filozofia matematyki. Zarys dziejow, Warszawa 2001 (wyd. 2), zob. tez tegoz, Filozofia matema
tyki. Antologia tekstéw klasycznych, Poznaf 1994 (wyd. 2). ‘

*** Ttumaczenie tego wykfadu znale7¢ mozna w ksigzce R. Murawskiego, F ilozofia matema
tyki. Antologia tekstéw klasycznych, Poznaf 1994 (wyd. 2), s. 263-275.

cjonista stawia sobie za cel uprawianic matematyki jako naturalnej
funkcji intelektu, jako wolnej zyciowej aktywnosci umystu. Matematy-
ka jest dla niego wytworem ducha ludzkiego. Uzywa on jezyka, zaréw-
no naturalnego, jak i sformalizowanego, tylko do komunikowania
mysli, to znaczy w celu umozliwienia innym i sobie $ledzenia swych
rozumowan matematycznych. Taki akompaniament lingwistyczny nie
jest ani reprezentacja matematyki, ani tym bardziej samg matematyka”.
Intuicjonizm nie przypisuje obiektom matematycznym istnienia trans-
cendentalnego, niezaleznego od ludzkiego umystu, przeciwnie, twier-
dzi, ze obiekty te sa zdeterminowane w swej istocie przez ludzka mysl.
Jedna z konsekwenciji tego stanowiska jest odrzucenie prawa wyfaczo-
nego Srodka. Heyting ilustruje to zagadnienie na przykfadzie definio-
wania liczb niewymiernych. Nastgpnie wyjasnia intucjonistyczne rozu-
mienie zbioru i gatunku, méwiac ze intuicjonizm traktuje je nie jako
0go6t ich elementéw, ale utozsamia je z wyznaczajaca je wiasnoscia. To
implikuje konieczno$¢ odrzucenia definicji niepredykatywnych (por.
artykut R. Carnapa powyzej). Artykut koficzy si¢ rozwazaniami na
temat intuicjonistycznego rachunku zdan. Heyting wyjasnia intuicjonis-
tyczny sens spojnikow miedzyzdaniowych oraz fakt, ze dowdd jakiegos
stwierdzenia to wedtug intuicjonizmu odpowiednia konstrukcja mate-
matyczna. W konkluzji autor stwierdza: ,,intuicjonizm nie zawiera
zadnych arbitralnych zatozei ani tym bardziej zadnych sztucznych
zakazow, na przyktad takich, ktére pozwalaja na eliminacj¢ paradok-
s6w. Intuicjonizm, jesli przyja¢ wyjsciowe zatozenia, jest jedynym
mozliwym sposobem budowania matematyki”.

Matematyk—intuicjonista stawia sobie za cel uprawianie matematyki jako naturalnej
finkcji intelektu, jako wolnej zyciowej aktywnosci umystu. Matematyka jest dla niego
wylworem ducha ludzkiego. Uzywa on jezyka, zaréwno naturalnego, jak i sformalizo-
Winego, tylko do komunikowania mysli, to znaczy w celu umozliwienia innym i sobie
#ledzenia swych rozumowan matematycznych. Taki akompaniament lingwistyczny nie
knl ani reprezentacja matematyki, ani tym bardziej sama matematyka.

Najlepiej bedzie, jesli od razu przejdziemy, zgodnie z aktywistycznym nastawie-
nlem intuicjonistéw, do konstrukcji matematyki. Najwazniejszym elementem budowy
Jout tu pojecie jednosci (Einheit): jest to podstawowa zasada architektoniczna, na ktérej
upiera sie ciag liczb catkowitych. Liczby catkowite nalezy traktowac jak jednosci, ktére
1/niy sie miedzy soba tylko miejscem w tym ciggu. Pomine tu dalszg analize tych
pujec, jako ze zostata ona przeprowadzona przez Natorpa w jego Logischen Grundlagen
iler exakten Wissenschaften' w spos6b zgodny w zasadzie w gtéwnych punktach z intui-

! P. G. Natorp, Die logischen Grundlagen der exakten Wissenschaften, B. G. Teubner, Leipzig
W Berlin 1910, xx + 416 (przypis méj — R. M.).



HIUIILYEZYm sposobem myslenia. Musze jednak zwr6eié uwage na jedng rzecz, gd
jest ona istotna dla wihasciwego zrozumienia [naszego stanowiska intuicjonistycznego
Ze mianowicie nie przypisujemy liczbom catkowitym ani tez innym obiektom mate
tycznym istnienia transcendentalnego, niezaleznego od naszej mysli. By¢ moze je
prawda, ze kazda mysl odwotuje si¢ do obiektu pojmowanego jako istniejacy niez
leznie od niej, pozostawimy jednak na razie te kwesti¢ otwarta. W kazdym razie obie
taki nie musi byé niezalezny od mysli ludzkiej. Nawet jesli przedmioty matematyki
by¢ moze niezalezne od poszczegdlnych aktéw myslenia, to jednak przednﬁoty te |
W swej istocie zdeterminowane (bedingt) przez ludzka mysl. Ich istnienie jest tylk
wtedy zagwarantowane, gdy mogg by¢ okreslone przez mysl; przystuguja im pe ‘
wiasnosci tylko wtedy, gdy moga by¢ w nich rozpoznane przez mysl. Taka mozliwo,
uzyskania wiedzy objawia sie nam Jedynie poprzez sam akt poznania. Wiara w ist i
nie transcendentne, niezalezne od poznajgcego podmiotu, musi by¢ odrzucona ja
metoda dowodu w matematyce. Tu wlasnie lezy przyczyna [naszego] zZwatpienia w zi
sad¢ wylaczonego srodka, co za chwilg wyjasnie na przykladzie.

Oscar Becker zajmowat si¢ szczeg6towo problemem istnienia w matematyq
W swojej ksigzce poswigconej tym kwestiom?. Pokazat tez rozmaite zZwiazki teg
pytania z najgtebszymi problemami filozoficznymi.

Wréémy jednak do sprawy konstrukcji matematyki. Przy wprowadzani
utamk6w jako par liczb catkowitych nie natrafia sie na zasadnicze trudnosci; inacz
jest jednak przy definicji liczb niewymiernych. Zgodnie z propozycja Dedekinds
definiuje si¢ liczby rzeczywiste poprzez przyporzadkowanie kazdej liczbie wymie
nej predykatu ,lewy” lub ,,prawy” w taki sposéb, by zachowaé naturalny porzade
wsréd liczb wymiernych. Jezeli Jednak prébujemy przenies¢ te definicje w doktad
nie takiej postaci do matematyki intuicjonistycznej, to nie mamy zadnej gwarancj
ze stata Eulera C jest liczbg rzeczywista®. Nie potrzebujemy definicji liczby
wystarczy, ze wiemy, iz jest ona zZwigzana z pewnym algorytmem, ktéry pozwal
zawrze¢ C w dowolnie matym przedziale wymiernym. (Przedziat wymierny jest t

eint, ktérego korce sy liczbami wymiernymi; ponie‘wai nife zdefinioyvallémy
| 2adnej relacji porzadku migdzy C i liczbami wymiernymi, znaczenie slo“;la
17e¢” jest tu niejasne. Chodzi o wyznaczanie'cw‘guiprz.edualow wymiernyc ,
ych kazdy jest zawarty w poprzednim, w taki sposop, ze proces ten moze by¢
yhuowany tak dtugo, az ostatni przedziat bedzie n}nlejszy niz dowolna ‘daga
Iien) Algorytm ten nie pozwala jednak rozstrzygnqc,' czy doyvolna dana liczba
nierma A lezy na prawo, czy na lewo od C, czy tez moze Je§t f(?wna C. Algor;:trp
jest konieczny z punktu widzenia definicji Dedekinda, jesli interpretowac ja
Jiule jonistycznego punktu widzenia. .
Y:i(t::]l\:vt))/’scuwaxgly I;azwyczaj pod adresem tego rozumowani'a spr?wadza sig fio
lzenia, Ze nie ma przeciez znaczenia, czy problem ten moze by¢ rozstrzygnie-
nie, poniewaz jesli nieprawda, ze A = C, to' albO{t < ?, all?o A‘> C,a tc;l 'ostba‘t-
allernatywe mozna rozstrzygnaé w skonczonej, choé¢ byé moze nieznanej licz lkle
Ow N w procedurze wyliczania liczby C. Wystarczy zarzn'n.ten mezne/lczme ty lc?
mlylikowac, by dojs¢ do sprzecznosci. Moze on mianowicie znaczy¢ tylkq ty‘e.
‘ Istnieje liczba N taka, ze po N krokach w procedurzg v.vyhczama (3 o‘kazuj.e sig,
AeClubA> C; albo nie ma takiego N i wtedy oczyW}§c1<? A =C. Ale, jak w1d21§—
¥, Istnienie liczby C nie oznacza nic innego jak mozhwos.c gktl{a}lnego wskazan¥a
0 zadanych wtasnosSciach, a nieistnienie N oznacza rflOZ,llWOSC wyp‘r(')waﬁiz‘ema
pznosci z tej wlasnosci. Poniewaz nie wiemy, czy .ktOI"as z tych mozlwyosm ma
¢, nie mozemy twierdzié, ze N istnieje, czy Ze nie 1stn1f3]e. W tym sensie mozna
Wiedziec, ze nie wolno tu stosowaé zasady wquczqnggo srodk?l. .

" Definicja Dedekinda nie moze by¢ zatem w swej pl‘erwotnej postzfm stosow,ana
nlematyce intuicjonistycznej. Brouwer popraw1,l ja nastepujaco: .wyobraz.my
le liczby wymierne uporzadkowane w jal.(ls’ sposéb; dla uproszczenia ol%'ramcz_
e do liczb z przedziatu jednostkowego i ustalmy nastepujacy porzadek:

0,1, 1/2,1/3,2/3, 1/4, 3/4, 1/5, 2/5, 3/5, 4/5, ...

Liezby rzeczywiste sa wyznaczone przez przekroje w tym ciagu — to znaczy za

: ey reguty, ktéra kazdej liczbie wymiernej z tego ciagu przyplsu_]e’p/redykat '
Logik und Ontologie mathematischer Phinomene, Jahrbuch fiir Philosophie u. phénomenologisc] x ., lub predykat ,,prawy” tak, ze zachowany jest naturalny porzadek wsréd liczb
Forschung 1927; wyd. 2: Max Niemeyer Verlag, Tiibingen 1973. Oscar Becker (1889-1964) by : h. W kazdym kroku dopuszczamy jednak, by jednej liczbie nie zostat przy-
matematykiem i logikiem niemieckim. Studiowat w Oksfordzie Lipsku, doktoryzowat si¢ w Lip ) nych. e ktad reguta taka moze wyglada¢ nastgpujaco:
sku w 1914 roku u O. Holdera. W latach 1923-1927 byt asystentem E. Husserla. Od 193] rok Adkowany zaden predykat. Na przyklad reg

profesor w Bonn. Zajmowat si¢ filozofia matematyki (stosowat tu metody fenomenologiczne), his 0,1, 1/2, 1/3, 2/3, 1/4, 3/4, 1/5, 2/5, 3/5, 4/5, ...
toria matematyki oraz logika modalna (przypis méj — R. M.). " L’ P’ L L 2L ..

3 Por. R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen, Braunschweig 1872. Przektad polski w: . . .
R. Murawski Filozofia matematyki. Antologia tekstéw klasycznych, Poznan 1994 (wyd. 2) M Tutaj [utamkowi] 2/3 chwilowo nic nie przyporzadkowano; nie musnmy Wl?-
" ieled, czy kiedys zostanie mu co$ przypisane, moze byé jednak i tak, ze 3/4 bedzie

s. 136-149 (przypis méj — R. M.).
4 Stata lj:ulera. jest jedna z I.la:]'V\./air.lie:iSZyCh staf.)’ch analizy. Zwigzana jest z funkcja gamma B0 Liczbin, o fitsmkosiil 275 zostanie prayparzadkowany predykat_ L
Y B .t utywo podac przekrdj dla statej C Eulera. Niech d, b¢dzie najmniejszg r6znica
;¢dzy dwoma sasiednimi liczbami wsréd .pier.ws.zych n elementéw naszego
Wyjdciowego ciagu. Jezeli teraz bedziemy vyylchﬁll liczbe C t?.k d‘lu‘g'o, az ottrzyl;
It my przedziat wymierny i, ktory jest mniejszy niz d,, to co najwyzej jedna z tyc

2 Heyting ma tu na mysli ksiazke O. Beckera Mathematische Existenz. Untersuchungen zu

oo

C = lim (Z%—log n)= —je" log ¢t dt = —J-(e_' —IL) dt =0,577215664901 . ..
n—oco = o 5 +t

Nie wiadomo do dzis, czy C Jest liczbg wymierna, czy niewymierng (przypis méj — R. M.).



wyrézniong liczba przekroju. Widzimy wigc, jak scisle defini
zana jest z faktycznym wyznaczaniem liczb rzeczywistych.

Mozemy teraz wykona¢ nastepny wazny krok. Mozemy mianowicie odrzue

zadanie, by ciag predykatéw byt wyznaczony za pomoca [pewnego] prawa dla

skoriczenie wielu miejsc. Wystarczy, jesli bedzie on wyznaczany krok po krok
W pewien sposéb, na przyktad za pomocg wolnych wyboréw. Ciagi takie nazywal
nieograniczenie przedtuzalnymi. Rozszerzamy wiec definicje liczb IZECZyWistyg
0 ciggi wyznaczone przez jakias regufe, ale tez cigy
nieograniczenie przedtuzalne. Zanim przejde do doktadniejszego zbadania tej dev

tak, ze dopuszczamy nie tylk

typu ,lewy—prawy”:

0,1,1/2,1/3,2/3, 1/4, 3/4, 1/5, 2/5, 3/5,4/5, ...
LBLLP L P L, L ...

[ufamkowi] 3/5, poniewaz trzeba dopiero zdecydowaé, jaki predykat mu przypisa

Na podobne pytanie w stosunku do [utamka] 3/4 mozna odpowiedzie¢:
poniewaz bedzie tak dla dowolnego przedtuzenia n
mozna udzieli¢ okreslone; odpowiedzi tylko na te pytania na temat ciagéw nieogri
niczenie przedtuzalnych, ktére dotycza wszelkich mozliwych przedtuzen ciagl
Inne, jak na przyktad powyzsze pytanie o predykat przypisany [ufamkowi] 3
nalezy traktowac jako bezsensowne. Ciagi wyboru zastepuja zatem nie tyle poje
dyncze ciagi wyznaczone przez jakies prawa, ile raczej klase wszelki ;
praw. Cigg wyboru typu »lewy—prawy”, dla ktérego wolnos¢ wyboru ograniczon
jest tylko przez warunki wynikajace z naturalnego porzadku migdzy liczbam
wymiernymi, wyznacza nie Jedna liczbe rzeczywista, a zbiér (Menge) wszystkic]

liczb rzeczywistych albo kontinuum. O ile zwykle myslimy o kazdej liczbie r: .

» 0 tyle tutaj definiuje sie kontinuum jako pewna catos¢. Ograniczaja
swobod¢ wyboru za pomoca wczesniej ustalonych regut, otrzymuje si¢ zbiory licz
rzeczywistych; jezeli na przyktad zazadam, by ciag zaczynat sie tak, jak to powyze
napisaliSmy, to definiuje w ten Sposéb zbidr liczb rzeczywistych miedzy 1/2 i 2/3
Nieograniczenie przedtuzalny ciag staje sie ciggiem wyznaczonym przez pewng

prawo, jesli na wolno$¢ wyboru bedziemy naktadali coraz to nowe ograniczenia.

Uzywam tu stowa ,,zbiér” (Menge) dokfadnie w sensie Brouwera®. Jego definicjz
zbioru jest uogélnieniem tego pojecia. Oprécz ciggéw wyboru rozwaza on takze ci

d]
ktére otrzymuje sie z ciaggéw wyboru za pomoca [pewnych] praw [opisujacych] przy-

> W oryginale mowa tu btednie o utamku 4/5 (przypis m6j — R. M.).
6 W jezyku angielskim oddaje sie to stowo przez spread — po

czone w antologii P. Benacerrafa i H. Putnama Philosophy of Mathematics. Selected Reading.

wyd. 2, Cambridge 1983, s. 52-61, ttum. E. Putnam, G. J. Massey (przypis mé6j — R. M).

cja Brouwera zwi

aszego ciagus. W og6lnose

ch mozliwyel

O],
&

zidkowanie. Ze zbiorem zwigzane sy (eine Menge enthdlt) dwie zaslad)‘/. ,Plch:Z;

: :::lqic jakie wybory liczb naturalnych sy dopuszczalne po w/yk;l)(naﬂlu’{uep;zvdl ;
ombilits y B boréw. Prawo takie musi by¢ tak okreslone, .
whonczonej liczby dozwolonych wy é A

Ac ic 7 h wyboréw znany jest co naj ]
Jlepo skonczonego ciggu dozwolonyc v . ;
hm‘)w;bdozwolony wybér. Przyktadem takiej zasady moze byc¢ natl.lralny 53{)1:&6&
i dku rozwazanego przez nas ciagu
B o i 1 i méwi, ze kazdemu dozwolonemu
prawy”’. Druga zasada zwigzana ze zblofam1 mowi, ; em
;‘.;:))lm'wi p)r,zyporzqdkowany jest pewien obiekt matematyczny, ktory oczywzislizle
| “yln)cé moze takze od wybor6w dokonanych wczesniej. Przy tym to przyporza o-
| i€j. -
Wwinle zostaje okreSlone przez konkretny wybor i da}lszym W)I/boro(r)rlcimu
mypur/,z;dkowuje sie juz niczego wigcej. Ciag', ktory pows.taje z dozwo orll)?gm ag
: Wwyboréw poprzez zasadg przyporzadkowywania, nazywa si¢ elc':menterr;- z iy .Od t
~ Aby podciagnac nasz przyktad zbioru liczb wymlemychhml'f,;dzy 1/ 21 o S,;ionyg
icj 0 lewy”, ,,prawy”, ,.chwilowo nieo
\icje ogdlna, zastapmy predykaty ,, )
whl :‘|¢2 § wyprowadzimy prawo dozwolonych wyborow z natur'alnego porzz;,dk-u
’.hd:/y. li’cz,bami wymiernymi oraz z zadanego warunku, by ciag zaczynat si¢
.\mw'c w pewien okreslony sposob; jako prawo przyporzadkowania bierzemy
i zorowanie identycznosciowe. : . £ w !
' rWZbi()r nie jest ogétem swych elementéw (stw1erdzen.1e takie nie ma sensu, jeslé
e (ruktuje sie zbioréw jako istniejacych same w SOble)[;' lecz utoz;z:lrzla;eséi? (;gla
iniuj . M6éwimy, ze dwa elementy zbioru sa ro ¢ d
¥ definiujacym go prawem ) cle R
ja 16 biekty na miejscu n—tym. Row
“owolnego n w obu stoja réwne o pé o
E i i 7 tym samym elementem. Aby byly
hloru nie oznacza wigc tego, ze sg one S
‘ 5 dkowane w tym samym zbior
: m elementem, musza by¢ przyporza : 2  ten
:::Zmu ciagowi wyboru. Byloby mafo praktyczne nazywanie dwoch gbliite?;v
~ mtematycznych réwnymi tylko wtedy, gdy s3 one tym s/amyn’l przedm :
| Kuzdy rodzaj przedmiotéw musi mie¢ swa wlasng definicje rownosci.

Gatunkami (Spezies) nazywa Brouwer zbiory (w terminologii klasycznej) okres-

\une przez pewna charakterystyczng wiasnos¢ ich elementow. Gatunek, podobnie jak

#hior, traktujemy nie jako ogdt jego element6w, ale utozsamiamy z wy'zn.acz.a}Ja}ctar; j(o
‘ inicje ni i z1i — 1 intuicjonisci -
Sci katywne sg niemozliwe dlatego —1 in r
whisnoscia. Definicje niepredy . e B
j S i — 7e elementami gatunku moga bycC ty
1y to jako cos oczywistego — ze € ; : P
juz Sniej nki wprowadzane sg krok p
owane juz wczesniej. W ten sposob gatu : ;
:::sirwszymJ poziomie sa te gatunki—zbiory (Mengenspezies), ktore sa wyznaczone

fizez wiasnos¢ bycia identycznym z elementem pewnego konkretnego zbioru.

A zatem kazdemu zbiorowi M odpowiada gatunek—zbidr tych elementéw zbioro-

g .o erw-
wych (Mengenelemente), ktére sa réowne pewnemu elementowi M'. Gatunek pie

wego rzedu moze zawiera€ elementy zbiorowe oraz gatunki—z'bi.ory. Z kolei gztuy;lél
diugiego rzedu moga poza tym zawierac jako elementy gatunki pl.erwls(zego rze;a‘ 111( ; n.
ie ciggéw ni i i dtuzalnych nie jest konieczn -

Wprowadzenie ciagow nieograniczenie prze t koniecz
ukweFr)lcja, intucjonistycznego punktu widzenia. Matematyke intuicjonistyczng

! Ta definicja gatunku—zbioru zostafa mi podana przez profesora Brouwera.



hozna budowac 1 bez ciggéw wyboru, Naste¢pujgce twierdzenie teoriomnogoscio

na temat kontinuum pokazuje, Jak bardzo jednak matematyka zostataby przez

zubozona. Dowéd tego twierdzenia bedzie tez stuzyt jako przyktad intuicjonistye
nego sposobu rozumowania.

Niech dana bedzie pewna reguta, na mocy ktérej kazdej liczbie IZeCZywist
przyporzadkowana jest pewna liczba naturalna jako jej numer. Zatézmy, ze liczboy
a i b zostaty przyporzadkowane rézne liczby, na przyktad 1 i 2. Moze
pomocy prostej konstrukcji okre

Jukled reguty, a nie przez ciag wyboréw. Jest to mozliwe, gdy pg;;g?gg;,g;pjo Savie
Wisiozwigzanym problemem, na przykad problemenm, czy C;)a‘g -ty predykat w ciagu
W rozwinieciu dziesigtnym liczby 7; to, czy dopuscimy, by n y I:n aralednit od
Iykatéw dla d mogt rozni¢ si¢ od n-tego predykatu dla c, mn(f ) wyn Dowéd ten
c y 2y taki ciag [cyfr] wystepuje na n-tym miejscu po przecinku Wted -
Bl ¢ kejonowac, gdy tylko problem ten zostanie rozwiazany. WieCy Nasze
wntu.nckiu’n s? ié przéz inny nierozwigzany problem, Jezeh_takl 1stme;e.. . talko
w ’f""m : ‘1.31 qgi 6w wyznaczonych przez pewne prawo mozna uc_io.\.vo mcd ynie
”‘;' :'::(I,;l:niua zeafawsze istnieja problemy nierozwigzane. Dol(.lad‘n(l)(;,(Jr.ets,VlV(;flg g:zez
Ziiozeniu, . - o ne przez ciagi
przyporzadkowane jest co innego niz [liczbie] c; to znaczy kazdy skoficzony ode ‘ rjul pruwdziW63 gqy 1stn1ej‘a‘ dwie Shcigz rv:;)‘;ll:: ccz;)y niI:;, jest problemem, w przy-
nek poczatkowy przekroju Wyznaczajacego ¢ moze by¢ przedtuzony tak, ze otr: wne prawa, taklffv 28 pytfm,l?’ ?Z)'Ies? nierozwiazalny; twierdzenie to jest fatszywe,
mamy liczbe, ktorej przyporzadkowano cos innego niz [liczbie] c. Definiujem Mu ktorego mozna‘dovs{lesC,_ 72 ) czne. Problem, jaki tu powstaje, jest jednak
teraz liczbg d za pomocy ciaggu wyboru nastgpujaco: zaczynamy tak, jak z ¢, al@@ ly Istnienie dwu takich hczl? J?St _Sprzgom c;kazujq si¢ wazniejsze niz ciagi wyzna-
Zastrzegamy sobie mozliwos¢ dokonania dalej innych wyboréw niz to byto dla * do pokonania. Nawet tu‘taj mqgl:ziviem uniezalezniaja matematyke od pytania
Oczywiscie numer liczby d nie jest okreslony po dokonaniu Jakiejkolwiek ustalo one przez PR te’ gRELRLIS 10 ok
wezesniej liczby krokéw. W konsekwenciji liczbie d nie Jest przyporzadkowarn W Iinienie probleméw merozs‘trz'}’ga I}(y ns.trukcji matematyki, by powiedzie¢ teraz
zaden numer. Przeczy to jednak zatozeniu, ze kazdej liczbie 1zeczywistej odpowiadll ~ Zakonczmy HasFenahAnas Oh ok zdaf. Rozrézniamy tu zdania (Aussagen)
da jakis numer. A zatem nasze zatozenie, ze dwie liczby a i b maja r6zne numery Rilka stow o intUiCjOmStycm,ym ST 'rc' zdania. Zdanie matematyczne
| swierdzenia (Scitze): stwierdzenie jest asercja

z dwie liczb naturalne, ktérych nie mozn 4 . ie ,Stata Eulera C jest liczba
rozrézni¢, sa ta sama liczba, otrzymujemy nasthujqce twierdzenie: jezeli kazde Wyrnza pewne oczeklwz}me. .Na F;m.’kl?: djvdéa:li(’ii(;’lb catowitych a i b takich, ze
liczbie rzeczywistej przyporzadkowany jest pewien numer, to ten sam numer Przysl " Wyiiera” wyraza oczekiwanie znalezien kiwanie” lepsze jest tu uzywane przez
porzadkowany jest wszystkim liczbom. = alb. By¢ moze zan'nast s'lo:va o stowa ,,zdanie” takze na oznaczenie

Jako przypadek szczeg6lny otrzymujemy [twierdzenie]: jezeli podzieli¢ konti Blomenologéw stowo .intencja ..UZ{V:a::}’a jak p:)wiedzieliémy to juz wyzej,
nuum na dwa podgatunki (Teilspezies) tak, ze kazdy element nalezy do jednego ilencji wyrazonej przez to zdanie. ng’fanejzg’o jako istniejacy niezaleznie od nas,
i tylko do jednego z nich, to jeden z tych podgatunkéw jest pusty, a drugi réwn mlwoluje sie nie do stanu taeeey oL 7liwe, jak to wynika wyraZnie z przy-
kontinuum. ' ule do doswiadczenia pomyslanego jako mozliwe, |

y¢ kontinuum Jednostkowego na gatunek liczk .clgmcgo Wyi?j prz\zlrl:iaiu'zdania oznacza spelnienie intencji, na przyktad stwie.r-

™ a"w“gczze?ficziq wﬁmiemq” oznacza, ze istotnie znaleziono V;l{ma%'ﬁagj?i
- Meenic e : : ‘ omocg znaku afi
ciggtosci funkcji okreslonych w pewny ~lleeby catkowite. Odr(’)zmagm' st\')v1erdzen;et(:i1 ;(:jgial{zsszella i%Vhiteheada w tym
dzenia. Twierdzenie Brouwera o Jjednostaj; pochodzacego od.Fregeg'O ' uzywmeﬁania nie jest zdaniem, ale jest ustaleniem
nej ciaggtosci kazdej funkcji petne;j® wykraczajg jednak poza te wyniki. ' Mimym celu. Stw1erdzemf: PEWREEO 2 tnienia intencji wyrazonej przez to stwier-

-Chcemy teraz zapytaé, co stanie si¢ z udowodnionym wyzej twierdzeniem, gdy fuktu empirycznego, a mianowicie spe
nie dopusci sie w matematyce zadnych ciagéw nieograniczenie przedtuzalnych, eenie. ) . etoda otrzymywania z danego zdania inny_ch
W tym przypadku miejsce kontinuum zajmie gatunek liczb okreslonych przez ciagi Funkcja 10gICZ“? Jesiie p.e\.av‘na} m zenie opisat doktadnie Becker, nawiazujac
Wyznaczone za pomoca pewnych praw. Definicja ta jest dopuszczalna, jesi rozu- #ilun. Funkcja taka jest negacja; jej znac m§ pozytywnym, a mianowicie intencja
miec jg tak, ze dana liczba nalezy do tego gatunku tylko wtedy, gdy istnieje reguta, do Husserla. Dla niego neges) L tinctf:illcji Iédanie ,,C nie jest liczba wymiema,’:
ktéra pozwala nam rzeczywiscie kolejno wyznaczy¢ wszystkie predykaty tego ciagu. Mprzecznosci ZaWaﬂaf W) HIPNE] b ienia. C jest wymierne” mozna otrzyma(f

Powyzszy dowod pozostaje poprawny w tym przypadku tylko wtedy, gdy uda genacza wiec OCZ?klwame’. Z? : zaeoac‘a zé,ania odwotuje si¢ zawsze do pewnej
nam si¢ zdefiniowa¢ liczbe d za Pomocg pewnego ciagu wyznaczonego za pomoca Mprzecznos¢. Nalezy zauwazyC, ze negac)

teraz
Sli¢ trzecia liczbe ¢ o nastepujacej wlasnose
w dowolnym otoczeniu c, niezaleznie od tego, jak matym, istnieje liczba, ktén

8 Por. A. S. Troelstra, D. van Dalen, Constructivism in Mathematics. An Introduction, t. 1.4
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Denkens, Halle 1879 (przypis méj — R. M.).



dlenia jest nawet, ze mozemy dowies¢, iz 10 ostatnie z.a{oie.n’ic‘ _nigdy nie p:;);
‘ vyl do sp.rzecznoéci, a wigc ze mozemy jednoczesnie slyvxerd‘znc, iz =—=+p :lne
- ;,, p. W takim przypadku pytanie, czy C = A, byloby 1st0tm.e meroz(s.t’;fey’;gdien).
gréinienie mi i ika, gdy [juz] w samym p zamierzona (i ert)
~ Wozroznienie migdzy p 1+ p znika, [ju i e ey
ja, j 7 z1i nstrukcji mozna
1 ¢ kcja, jako ze mozliwosci pewnej konst : ;
B e j ji. Jesli iczy¢ sie tylko do takich zdan,
ki) pree: i i tej konstrukcji. Jesli ograniczy€ si¢ ty zdat
ki) przez podanie same) t€) . 0 ke ndeseani
7 i i konstrukcji, to funkcja logicz
torych zada si¢ [podania] pewne) kej, : ' s
ie nie pojawi 7 owadzi¢ takie ograniczenie, 10z jac tylko
W ugole sie nie pojawia. Mozna wpr . : e
°1 j iwe” albo, innymi sfowy, przyjmujac, ' .
lu postaci ,p jest dowodliwe™ a , i . sy etern ]
| i jest i ia iej spetnienia. W taki sposéb nalezy roz
e fi dotaczona jest intencja jej spe a.V it
iuicjoni ijang dotad bez uzycia funkcji +. Wpro (
Juicjonistyczna, rozwijang uzyc nie dowod-
oAc i ielki . Z powodu matego znac p
Wil prowadzitoby do wielkich komplikacji . Joalcge B lia prak
| i (l:rx:ie warto z};jmowaé sie szczegétowo tymi komphl‘mq.aml1 : Tuta]lp01¢c1e
&olito nam zobaczy¢, jak pojmowa¢ problemy istotnie merozstrzygg ne. 2
) i . . ’ . . . - . . lera Z s
1 ¢ 0j ie$li udato mi sie pokazac, ze intuicjonizm nie zaw
Oulggnatem moj cel, jesli u ie T i g——
) i zef ani dnych sztucznych zakazow, na p .
§ urbitralnych zatozen ani tym bardziej za ¢ znych AZOY DIZ 3
q wl:lére gozwalaja‘ na eliminacj¢ paradoksow. Intulqomz'm, jesli przl?a‘c wyj
; zatozenia, jest jedynym mozliwym sposobem budowania matematyKki.

procedury dowodowej prowadzacej do sprzecznosci, nawet jesli zdanie wyjscioy
nie méwi nic o zadnej procedurze dowodowej. Jako symbolu negacji uzywac be
[znaku] —. i
Dla prawa wylaczonego srodka potrzebna jest nam jeszcze funkcja logica
»albo-albo”. p v g oznacza intencje, kt6ra moze by¢ spetniona wtedy i tylko wteg
gdy spetniona jest co najmniej jedna z intencji p i g. Formuta dla prawa wylacz
nego Srodka ma teraz postaé: - p v — p. Mozna glosi¢ to prawo dla okresloneg
zdania p tylko wtedy, gdy p zostato udowodnione lub tez sprowadzone do sprzeg;
nosci. Zatem dowéd, ze prawo wylfaczonego srodka jest prawem 0golny;
musiatby polegaé na podaniu metody, za pomoca ktérej, gdy dane jest dowolne d
nie, zawsze mozna udowodnié albo samo to zdanie, albo jego negacje. Formu
PV — p oznacza wigce oczekiwanie konstrukcji matematycznej (metody dowodu
ktéra czyni zados¢ temu zadaniu; znaczy to, ze formuta ta jest zdaniem matem
tycznym, a pytanie o jej prawdziwo$¢ jest pytaniem matematycznym, ktére mo:
by¢ rozwiazane za pomoca metod matematycznych, o ile w ogéle jest rozwiazywa
ne. W tym sensie logika zalezy od matematyki. |
Zakoricze pewnymi uwagami na temat rozwigzywalnosci probleméw matems
tycznych. Problem podaje si¢ za pomoca intencji, dla ktérej szukamy spetnie
Problem jest wigc rozwiazany albo wtedy, gdy spetni si¢ intencje poprzez [podan
pewnej] konstrukcji, albo gdy si¢ udowodni, ze prowadzi ona do sprzecznosci. Pyt
nie o rozwigzywalno§¢ redukuje sie wigc do pytania o dowodliwos¢. L
Dowdd jakiego$ stwierdzenia jest konstrukcja matematyczna, ktérg z ko
mozna traktowaé w sposéb matematyczny. Intencja takiego dowodu prowadz
zatem do nowego zdania. Jesli oznaczy¢ przez + p zdanie: ,,zdanie p jest dowodl
we”, to + jest funkcja logiczng, mianowicie »dowodliwoscig”. Stwierdze
(Behauptungen) -~ p i - + p maja to samo znaczenie. Istotnie, jesli p jest udowod
nione, to udowodniona jest tez dowodliwos¢ p, a gdy udowodnione jest + p, t
zostafa spetniona intencja [podania] dowodu D, to znaczy p zostato udowodnio
Mimo to zdania p i + p nie sa identyczne, co najlepiej pokazac na przyktadzie. P;
obliczaniu statej Eulera C moze sie zdarzy¢, ze pewna liczba wymierna, powiedz
my A, zawarta jest nadzwyczaj dtugo w przedziale, w ktérym przyblizamy cora:
bardziej C, tak ze dochodzimy w kofcu do przypuszczenia, ze C jest réwne A, «
znaczy oczekujemy, ze przy dalszych obliczeniach ciagle znajdowac sie bedziemy
W naszym przedziale A. Przypuszczenie takie nie jest jednak zadng miara dowodem
ze tak zawsze bedzie. Zdanie + (C = A) méwi wiec wigcej niz zdanie (C = A).
Jesli zastosowac teraz do obu tych zdan negacje, to otrzyma si¢ nie tylko dwa
rézne zdania — p oraz — + p; takze stwierdzenia — — p oraz = — + p sg rézne.
==+ p znaczy, ze zatozenie [istnienia] konstrukcji, ktérej zada + p, jest sprzeczs
ne; proste oczekiwanie p nie musi prowadzi¢ jednak do sprzecznosci. W naszym
przyktadzie jest wigc tak: Przypusémy, ze wykazaliSmy sprzecznos$¢ zalozenia, iz
istnieje konstrukcja, ktéra dowodzi, ze A lezy w kazdym przedziale zawierajacym
C (= = + p). Zalozenie jednak, ze przy wyliczaniu C rzeczywiscie zawsze Znaj '
dziemy A wewnatrz naszego przedziatu, nie musi prowadzi¢ do sprzecznosci. Do

) Pytanie rozwazane w tym paragrafie zostalo w petni wyj.asmone"doplfro{w~dy; tusrjr:
:dcnthalem ktéra miata miejsce po konferencji. Wyniki tej dyskusji znalazty si¢ w ty




