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PRZEDMOWA

Uruchomione niedawno przy Instytucie Filozofii Uniwersytetu Jagielloniskiego studia
kognitywistyczne wymagaja — jako kierunek unikatowy — wypracowania oferty dydaktycznej
profilowanej pod katem oczekiwan wzgledem kompetencji ich absolwentow. W szczegolno-
$ci dotyczy to kursow poswieconych przedstawieniu podstaw logiki, zwlaszcza — jesli uwzg-
ledni¢ hybrydowsg nature tego kierunku, nastawionego wszak na synteze¢ osiggni¢¢ teorii po-
znania, psychologii oraz informatyki — iz jest to przedmiot o znaczeniu podstawowym w swej
propedeutycznej roli. Trzy wymienione dyscypliny, kazda na swdj sposob, czerpig z osiagnigc
logiki, a zarazem stanowig dla logicznych dociekan zrddta inspiracji. Kurs winien wigc stano-
wi¢ baze pozwalajaca na rozwijanie watkow specyficznych w odwotaniu do wiadomosci pod-
stawowych, przy tym nie wprowadzajac zagadnien, ktorych zrozumienie jest osiggalne tylko
w nawigzaniu do kontekstow z ktorych owe zagadnienia naturalnie wyrastajg. Od trzech lat,
odkad kierunek kognitywistyka jest na Uniwersytecie Jagiellonskim prowadzony, program
tak pomyslanego kursu jest realizowany, bedac zarazem przedmiotem ciggtych udoskonalen
sugerowanych procesem dydaktycznym.

Jednym z waznych elementow ksztalcenia w logice jest systematyczne rozwigzywanie
zadan — zadania bowiem stuzg zarowno jako ilustracja wywodow teoretycznych, jak 1 stano-
wig trening w opanowaniu umiejetnosci uzytecznych przy analizie probleméw zwigzanych
z aplikacjami logiki. Stad wlasciwie dobrane zadania s kluczem do sukcesu kursu. Specyfika
kursu adresowanego do studentow kognitywistyki wymagata przemyslanego zestawienia za-
dan, dopasowanego do uwzglednianych w nim tresci. Sami studenci zreszta w czasie zajgc
postulowali, aby taki zestaw mogt by¢ dla nich dostepny, jako pomoc dydaktyczna uzyteczna
dla pracy wlasnej, uzupehiajacej doswiadczenia wyniesione z ¢wiczen. Zbior zadan, ktory
opracowala Pani dr Katarzyna Idziak jest odpowiedzig na to zapotrzebowanie. Jest to odpo-
wiedz bardzo rzetelnie zrealizowana; zaowocowato tu Jej wieloletnie do§wiadczenie dydakty-
czne uzyskane w kontakcie z bardzo zréznicowanymi audytoriami. Kazdej grupie zadan to-
warzyszy wprowadzenie zwi¢zle przypominajgce wykorzystywane przy rozwigzywaniu kon-
kretnych problemow podstawowe fakty z teorii oraz przyktady wzorcowo ilustrujace etapy
procesu dochodzenia do rozwigzania w poszczegdlnym przypadku. Uktad catosci jest podyk-
towany przebiegiem cyklu kurséw logicznych, z ktorym zbior jest skorelowany: czg$¢ pier-
wsza odpowiada jednosemestralnemu kursowi poswieconemu wprowadzeniu do klasycznych
rachunkow logicznych. W przygotowaniu jest tez czes¢ druga, odpowiadajaca kolejnemu kur-
sowi, stanowigcemu naturalng kontynuacje wstepu do logiki, kursowi omawiajagcemu rudy-
menty teorii mnogosci. Wykorzystanie zgromadzonych w skrypcie zadah mozliwe jest takze
w innych propedeutycznych kursach logiki, wzbogacajac zestaw uzytecznych przy prowadze-
niu takich zaje¢ pomocy dydaktycznych; wybor z bogatej propozycji zawartej w zbiorze au-
torstwa Pani dr K. Idziak nalezy oczywiscie do osob prowadzacych te kursy.

Wojciech Suchon



WSTEP

,Materialy pomocnicze do ¢wiczen z logiki” s3 wynikiem do$wiadczenia nabytego przez
autorke podczas wielu lat prowadzenia réznych zaje¢ z logiki. Materialy te powstaly
W odpowiedzi na zapotrzebowanie ze strony studentéw kierunkow Filozofia i Kognitywistyka
i sg przede wszystkim do nich adresowane. Moga by¢ uzyteczne takze dla studentéw innych
kierunkow humanistycznych, takich jak Psychologia, Historia Sztuki, Etnologia, Filologie,
Socjologia, Pedagogika, dla ktorych logika stanowi wazny element ksztalcenia ogodlnego
przygotowujacego do recepcji treSci charakterystycznych dla danej dyscypliny. Glownym
celem skryptu jest dostarczenie uczestnikom zaje¢ z logiki obszernego zestawu ¢wiczen,
ktorych przerobienie ulatwi opanowanie wyktadanego materiatu 1 bedzie pomocny w nabyciu
szeroko rozumianej kultury logicznej. Nalezy mocno zaznaczy¢, ze skrypt nie stanowi
wyczerpujacego podrecznika, ani zbioru zadan, nie moze zatem zastgpi¢ aktywnego udziatu
wykladach i ¢éwiczeniach.

Cato$¢ obejmuje pie¢ podstawowych rachunkow logicznych: czg$¢ pierwsza rachunki
klasyczne — klasyczny rachunek zdan KRZ i klasyczny rachunek predykatow KRP, czesé
druga rachunki nieklasyczne — intuicjonistyczny rachunek zdan INT, rachunek f.ukasiewicza
L3 i modalny rachunek S,. Kazdy rachunek opisany jest na dwa sposoby: semantycznie — jako
zbior tautologii 1 syntaktycznie — jako zbior tez.

W kazdym rozdziale podane sg niezb¢dne definicje wazniejszych poje¢, a nastgpnie
przyktady i ¢wiczenia rozwigzane. Potem zamieszczone s3 rozne ¢wiczenia utrwalajace,
ktorych samodzielne rozwigzanie umozliwi nabycie bieglosci w operowaniu tymi pojeciami.
Najlepiej korzysta¢ ze skryptu liniowo, gdyz kazdy kolejny rozdzial wykorzystuje
wczesniejsze techniki. Zagadnienia dotyczace logik nieklasycznych mogg by¢ wprowadzane
juz po klasycznym rachunku zdan. By méc korzysta¢ z ,,Materialéw” wystarczg wiadomosci
ze szkoty $redniej.

Kolekcja ¢wiczen i przyktadéw bedzie sukcesywnie uzupetniana na stronie
http://www.iphils.uj.edu.pl/~k.idziak/

Podziekowania

Dzigkuje¢ serdecznie Dyrektorowi Instytutu Filozofii Uniwersytetu Jagiellonskiego
Panu Profesorowi Milowitowi Kuninskiemu za inspiracje, ktoére przyczynity sie
przygotowania prezentowanych materiatow, Panu Profesorowi Wojciechowi Suchoniowi za
przyjazne przeczytanie tekstu i poczynione uwagi.

Szczegblnie serdeczne podzickowania sktadam mojej Kolezance z Instytutu Filozofii
dr Malgorzacie Porgbskiej, z ktora prowadzity§my ¢wiczenia do wyktadow ,,Wprowadzenie
do logiki” 1,Logika I” dla pierwszego rocznika Kognitywistyki, i ktéra zawsze chetnie
dzielita si¢ ze mng swa wiedzg i do$wiadczeniem dydaktycznym, a jako pierwszy wnikliwy
i cierpliwy czytelnik kolejnych rozdzialow przedstawita uwagi, ktore pozwolily znacznie
ulepszy¢ tekst skryptu 1 usuna¢ rézne usterki.

Krakow, 14. maja 2012

Katarzyna Idziak
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LOGIKI KLASYCZNE



I.LKLASYCZNY RACHUNEK ZDAN

I1.1.JEZYK KLASYCZNEGO RACHUNKU ZDAN

Nie wszystkie poprawne pod wzgledem gramatycznym wypowiedzi jezyka
naturalnego nadajag si¢ do badan na gruncie logiki [zwigzkéw miedzy zdaniami
interpretowanymi jako sensowne stwierdzenia odnoszace si¢ do rzeczywistosci]. Klasyczny
Rachunek Zdan zajmuje si¢ zdaniami w sensie logiki.

Definicja: Zdaniem w sensie logiki jest kazda wypowiedz, ktora jest albo prawdziwa,
albo fatszywa.

Wedtug klasycznej definicji prawdy pochodzacej od Arystotelesa zdanie jest
prawdziwe wowczas, gdy ,,W rzeczywistosci jest tak jak zdanie glosi”, a falszywe, gdy
W rzeczywistosci nie jest tak jak gtosi zdanie”.

Zatem zdaniami w sensie logiki nie sg zdania pytajace 1 rozkazujace np. ,,Czy sg jeszcze
bilety?”, ,Nie depta¢ trawnikow”, zdania nieprecyzyjne, ogolnikowe, wieloznaczne,
zawierajgce zaimki i inne wyrazenia niedookreslone bez kontekstu, poniewaz nie przystuguje
im zadna warto$¢ logiczna.

Zdanie w sensie logiki musi by¢ jasne, precyzyjne, jednoznaczne, w petni dopowiedziane, by
moc oceni€ czy jest prawdziwe czy fatszywe.

Nie musimy wiedzie¢ jaka jest wartos$¢ logiczna zdania, by si¢ nim zajmowac.

Zdania w sensie logiki, podobnie jak zdania w sensie gramatyki mogg by¢ proste i ztozone.
Ztozonym jest takie zdanie w sensie logiki, ktorego czescig wlasciwg jest inne zdanie. Zdanie
zlozone sklada si¢ z funktora zdaniotwoérczego od jednego lub dwoch argumentow
zdaniowych 1 odpowiedniej liczby zdan. W jezyku naturalnym mamy wiele spojnikow
nadajacych si¢ do tworzenia zdan ztozonych.

Cwiczenie 1.

Czy sg zdaniami w sensie logiki:

Lekarze sg bogaci.

IdZ prosto do lasu.

To twoje czy moje miejsce?

Filozofia jest zabawna.

Jesli ziemia jest plaska, to 2 razy 2 jest 4.

Liczba 2 jest dodatnia, liczba 5 jest ujemna.

Neron byt prezydentem Grecji.

Matematyka nie jest latwa.

. Piotr jest bystry.

10. Nie jest prawda, ze 3 jest liczba parzysta 1 7 jest liczbg pierwsza.
11. Albo wyjdzie pies, albo kot.

12. W pudelku jest duzo klockow.

13. Maroko jest krajem o najmniejszej powierzchni na $wiecie
14. Kazda liczba jest sumg dwu liczb pierwszych.

15. Albo kupig jabtka, albo pomarancze.
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Definicja: Jezyk Podstawowy (w skrocie JP):
I. Alfabet JP skiada si¢ z trzech grup symboli:
1.Nieskoficzony zbiér zmiennych zdaniowych oznaczanych matymi literami alfabetu
tacinskiego

P, Q1S P1, P2r -
2.Zbior statych logicznych: A,v,—,~, zwanych kolejno funktorami koniunkcji, alternatywy,
implikacji i negacji.
3. Znaki pomocnicze, odpowiadajace znakom interpunkcyjnym w jezyku naturalnym, ktore
ujednoznaczniajg wypowiedzi — to nawiasy (,).
I1. Wyrazeniem JP jest kazdy skonczony cigg symboli alfabetu JP.
[1l. Formula (czyli wyrazeniem sensownym) JP jest kazde i tylko takie wyrazenie, ktore
spetnia nastgpujgce warunki:
1. Kazda pojedyncza zmienna zdaniowa jest formutg JP.
2. Jezeli a, B sg formutami JP, to takze (o), (avp), (a—B), ~o sg formutami JP.
Wszystkie wyrazenia zbudowane niezgodnie z przyjetymi regutami sg bezsensowne

Whiosek: Zaréwno wyrazen jak i formut JP jest nieskonczenie wiele. Kazda formuta bedac
wyrazeniem ma skonczong dlugos¢.

Zbior wszystkich formut JP oznaczamy Xp.

Przyklady:
Wyrazeniami sg nastepujace ciagi:
—)A(p—>
P21
V(p—>
prg
Nie sg wyrazeniami:
plq — bo zawiera symbol, ktéry nie nalezy do alfabetu JP
pars... — bo cigg nieskonczony
P1p2...Pn... — bo cigg nieskonczony
(av~B)—a — bo zawiera symbole spoza alfabetu JP

Formutami sg nast¢pujace wyrazenia:

((pva)—p)
(~(@—>p)Ap)

Nie sa formulami nast¢pujace wyrazenia:
(P~q—p)
(~q—pAr)

Przyjmujemy umowe, ze w formule wolno opusci¢ zewngtrzne nawiasy.

Nasz jezyk JP jest symbolicznym modelem pewnego fragmentu jgzyka naturalnego. Tworza
go zdania proste w sensie logiki i te zdania zlozone, ktore powstaja przy uzyciu wybranych
spojnikow. Nie wnikamy w wewngtrzng budowe zdania prostego. W jezyku symbolicznym
potrafimy tylko ujawni¢ logiczng strukture zdania, czyli schemat potaczen zdan prostych
jezyka naturalnego w zdania zlozone i1 to w ograniczeniu do czterech spdjnikow
odpowiadajacym stalym logicznym.



W jezyku naturalnym interpretujemy zmienne zdaniowe jako zdania proste jezyka.

Dwuargumentowemu funktorowi koniunkcji odpowiada spojnik ,,i”. Ze wzgledow
stylistycznych uzywamy roznych innych wyrazen odpowiadajgcych koniunkcji, na przyktad:
...oraz...

..., hatomiast...
..., pomimo ze...
..., chociaz...

..., podczas gdy...

Dwa zdania ,Lubi¢ ruskie pierogi” oraz ,Nie lubi¢ twarogu” potagczmy spdjnikiem
koniunkcji. Otrzymamy wyrazenia:

Lubig ruskie pierogi i nie lubig¢ twarogu.

Lubig ruskie pierogi oraz nie lubi¢ twarogu.

Lubig ruskie pierogi, ale nie lubi¢ twarogu.

Lubig ruskie pierogi, natomiast nie lubi¢ twarogu.

Lubig ruskie pierogi, mimo ze nie lubi¢ twarogu.

Lubig ruskie pierogi, chociaz nie lubi¢ twarogu.

Lubie ruskie pierogi, podczas gdy nie lubi¢ twarogu.
Roznice znaczeniowe miedzy tymi wypowiedziami w Klasycznym Rachunku Zdan
pomijamy, poniewaz maja one ten sam sens z punktu widzenia warunkéw, w ktérych zdania
za ich pomocg utworzone sg prawdziwe.

Dwuargumentowemu funktorowi alternatywy odpowiada spojnik ,,lub”, a takze inne
wyrazenia potoczne, na przyktad:

...albo ...

... badz ...

..., chyba ze ...

Dwuargumentowemu funktorowi implikacji odpowiada wyrazenie ,jezeli ..., to ...”
Pierwszy czlon implikacji nazywamy poprzednikiem, a drugi nastepnikiem. Nie we
wszystkich wypowiedziach potocznych odpowiadajacych implikacji poprzednik (P)
wystepuje przed nastgpnikiem (N). Implikacj¢ mozemy wyrazi¢ tez zwrotami:

Jesli P, to N

Skoro P, to N

Przyjmujac, ze P, N

Przy zalozeniu, ze P, N

N, jesli P

N wtedy, gdy P

N, oile P

N pod warunkiem, ze P
Poprzednik odnosi si¢ do warunku, od ktorego zalezy to, co glosi nastgpnik.,
Czyli pytamy: Warunkiem czego (<-nastgpnik) jest co? ( <-poprzednik).

Jednoargumentowemu funktorowi negacji odpowiada slowo ,nie” i rézne inne
wyrazenia jezyka potocznego, na przykiad:

Nieprawda, ze...

Nie jest prawda, Ze ...



Taka interpretacja symboli alfabetu JP w jezyku naturalnym umozliwia ,tlumaczenie”
wypowiedzi potocznych na JP, czyli ujawnianie logicznej struktury zdan jgzyka naturalnego.

Wybrane do analiz prawdziwos$ciowych spojniki jezyka naturalnego w wiekszosci kontekstow
zachowujg si¢ ekstensjonalnie, to znaczy uzalezniajg warto$¢ logiczng zdania zlozonego
wylacznie od wartosci logicznej zdan sktadowych. Jesli zdanie jest zlozone — to znaczy
zbudowane z innych prostszych zdan, to jego prawdziwos¢ badz falszywos$¢é jest wyznaczona
przez wartosci logiczne tych zdan prostszych i przez sposéb, w jaki to zdanie jest z nich
zbudowane.

Funktory intensjonalne, czyli takie, ktore warto$¢ zdania zlozonego zbudowanego przy ich
pomocy uzalezniaja nie tylko od warto$ci, lecz takze od tresci zdan sktadowych, to na
przyktad wyrazenia typu: ,,mozliwe, ze”’; ,konieczne, ze”.

Przy tlumaczeniach zdan potocznych na symboliczny zapis w Jezyku Podstawowym dobrze
jest pamigtac o czgsto uzywanych wyrazeniach podpadajacych pod pewne schematy:

Wyrazenie ,,Nie rownoczesnie p i ¢ odpowiada zaprzeczeniu koniunkcji ~(pAQq), co z kolei
odpowiada alternatywie zaprzeczen (~pv~(Q)

Nie ide rownoczesnie do kina i na basen. znaczy tyle co Nie ide na basen |ub nie ide do kina.
Nie jem rownoczesnie lodow i tortu. znaczy tyle co Nie jem lodow lub nie jem tortu.

Gdy moéwimy ,,Ani p, ani ¢” mamy na mysli koniunkcje dwoch zaprzeczen (~pA~Q), ktora
odpowiada zaprzeczeniu alternatywy ~(pvq).

Nie jem ani lodow, ani tortu. ( skrot Ani nie jem lodow, ani nie jem tortu.) znaczy, ze Nie jest
prawdg, ze jem lody lub tort.

Gdy chcemy podkresli¢ rozlacznos¢ alternatywy, méwimy ,,Albo p, albo q, ale nie jedno
i drugie” czemu odpowiada schemat (pvq)A~(pAQ)
Albo gotuje albo prasuje, ale nie jedno i drugie.

Wyrazenie ,,q, chyba ze p” odpowiada alternatywie (qvp), ktérg mozemy przeformutowaé
na implikacje (~p—Q)

Zdanie Zrobi¢ zakupy, chyba ze zapomng pieniedzy. znaczy tyle co Jesli nie zapomng
pieniedzy, to zrobie zakupy.

Wyrazenie ,,q tylko jesli p” jest implikacja (q—p), ktorej odpowiada implikacja (~p—>~0Q).
Zdanie Odkurzam tylko jesli mam ochotg. méwi, ze Jesli odkurzam, to (znaczy, ze) mam
ochote., czyli Jesli nie mam ochoty, to nie odkurzam.

Zdanie Snieg pada tylko jesli sq chmury. 0znacza, ze Jesli nie ma chmur, to nie pada snieg.

Pamigtajmy, ze poprzednik jest warunkiem wystarczajacym (dostatecznym) na to, by zaszedt
nastepnik, a nastepnik jest warunkiem koniecznym dla poprzednika.

Przyklady:

1. Zdanie Ewa lubi owoce i stodycze. jest skrotem koniunkcji dwoch zdan: Ewa lubi owoce.
oraz Ewa lubi stodycze.

co symbolicznie zapisujemy pAgQ, gdzie p oznacza zdanie Ewa lubi owoce., a g oznacza
zdanie Ewa lubi stodycze..



2. Zdanie Oglgdam film, pod warunkiem, ze mam wolne popotudnie.
symbolicznie zapisujemy p—q, gdzie p oznacza zdanie Mam wolne popotudnie., a q 0znacza
zdanie Oglgdam film..

3. Zdanie Ewa odkurza pokoj albo myje okna, tylko jesli nie jest zmeczona. znaczy, ze Jezeli
Ewa odkurza pokdj albo myje okna, to nie jest zmegczona.

Zdanie to symbolicznie zapisujemy (pvq)—~r, gdzie p oznacza zdanie Ewa odkurza pokdj., q
oznacza zdanie Ewa myje okna., a r oznacza zdanie Ewa jest zmeczona.

4. Zdanie Ewa kupuje pqgczki, chyba ze piecze ciasto wtedy, gdy ma wolny dzien i dobry
humor. symbolicznie zapisujemy pv((rAs)—q), gdzie p oznacza zdanie Ewa kupuje pgczki ., q
oznacza zdanie Ewa piecze ciasto. r oznacza zdanie Ewa ma wolny dzien., a S 0znacza zdanie
Ewa ma dobry humor..

Mozemy juz teraz tlumaczy¢ zdania jezyka naturalnego na nasz symboliczny Jezyk
Podstawowy. Pamietamy, ze JP wyklucza niejednoznacznos¢ wypowiedzi.

Zdanie Na podwieczorek sq owoce lub ciastka i soki. nie jest precyzyjne:

Schematy (pvg)ar albo  pv(gar) ujednoznaczniajg t¢ niezbyt jasng wypowiedz:
— w przypadku pierwszym jest jasne, ze sg do wyboru owoce i ciastka, a oprdcz tego
wszyscy dostaja sok
— w przypadku drugim jest jasne, ze do wyboru sg albo owoce albo ciastka z sokiem

Cwiczenie 2:

Niech litery p, g, r oznaczaja nastepujace zdania:
p = Pada deszcz.
q = Swieci slofice
r = Sa chmury.
Prosze zapisa¢ symbolicznie w JP nast¢pujace zdania:
1. Swieci stonce i pada deszcz.
2. Jesli $wieci stonce, to nie ma chmur.
3. Stonce $wieci, gdy nie pada deszcz.
4. Gdy nie ma chmur, to §wieci stonce.
5. Jesli nie pada deszcz 1 nie $wieci stonce, to sg chmury.
6. Pada deszcz, tylko jesli sa chmury.

Cwiczenie 3:

Niech p, g, r beda jak w poprzednim ¢wiczeniu. Prosze sformutowaé poprawne
stylistycznie zdania j¢zyka naturalnego oparte na nast¢pujacych formutach JP:
1. (pAQ)—r
2. ~p—(qvr)
3. ~(pva)Ar
4. (p—1)—q
5. ~(p—>(qvr))
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Cwiczenie 4:

Prosze zapisa¢ schematycznie nastgpujace zdania:
1. Jesli Ewa nie wychodzi na spacer z psem, to jest zmgczona.
2. Adam wychodzi na spacer z psem, tylko jesli Ewa jest zmgczona.
3. Jesli Ewa nie jest zmgczona, to Adam nie wychodzi na spacer z psem.
4. Jesli Ewa nie idzie albo na basen albo z psem na spacer, to czyta ksigzke.
5. Adam chodzi na basen, tylko jesli jest lato, a wychodzi na spacer z psem, tylko jesli nie jest
Zmeczony.
6. Nie prawda, ze Ewa oglada jednocze$nie telewizje i je $niadanie, chyba ze bardzo si¢
spieszy.
7. Ewa nie narzeka, jesli albo idzie do kina albo idzie do teatru, chyba ze jest bardzo
zmgczona lub jest chora.
8. Jezeli Ewa jedzie na wycieczke tylko wtedy, gdy nie jest ani zmgczona ani chora, to jest
zadowolona i nie narzeka.
9. Adam chodzi na basen tylko wtedy, gdy nie jedzie na delegacje, 0 ile nie wychodzi na
spacer z psem i nie przygotowuje kolacji.
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1.2.TAUTOLOGICZNOSC FORMUL

Definicja: Wartosciowaniem w KRZ jest kazde i tylko takie odwzorowanie Vv
przeprowadzajgce zbior formut JP ;p w zbior wartosci logicznych {1,0} (prawde oznaczamy
liczbg 1, a falsz liczbg 0), ktére dla dowolnych o, BeXp spetnia nastepujace warunki:

1.vianB)=1 wtedy i tylko wtedy, gdy  v(o) =v(B) =1

2.v(av B)=1 wtedy i tylko wtedy, gdy  v(a) =1 lubv(p) =1

3.Vv(a—>p)=1 wtedy i tylko wtedy, gdy  v(a) =0 1lubv(p) =1

4.v(~a) =1 wtedy i tylko wtedy, gdy  v(a) =0

albo rownowazne warunki:

1. vian B) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy  v(a) =0 lub v(B) =0

2’.viavB) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy  v(a) =v(B) =0
3. v(a—p) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy  v(a) =1iv(B)=0
4. v(~a) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy  v(a) =1

Mozemy te warunki zapisa¢ w tabeli:

v(a) | V(B) | v(anB) | vV(avp) | v(a—P) | v(~a)
1 1 1 1 1 0
1 |o 0 1 0 0
o |1 0 1 1 1
0o |o 0 0 1 1

Whniosek: Wartosciowan jest nieskonczenie wiele.

Definicja: Formuta jest tautologia KRZ wtedy i tylko wtedy, gdy przy kazdym
warto$ciowaniu przyjmuje wartos¢ 1.

Definicja: Formuta, ktéra przy kazdym warto$ciowaniu przyjmuje wartos¢ O jest
kontrtautologia KRZ.

Jest wiele metod sprawdzania, czy dana formuta jest tautologiczna.
Podamy dwie z nich.

Pierwsza — metoda wprost (tabelkowa)
Polega na wyliczeniu wartosci formuly przy wszystkich mozliwych wartosciowaniach. Gdy
zawsze warto$¢ ta jest rowna 1 — to zgodnie z definicja formula jest tautologia. Poniewaz
warto$¢ formuly zalezy wylacznie od wystepujacych w tej formule zmiennych, nie musimy
rozwaza¢ wszystkich warto$ciowan, a tylko skonczenie wiele uktadow wartosci dla
zmiennych formuty. Gdy rozwazamy formule o n zmiennych zdaniowych, to réznych
n-elementowych uktadow zero-jedynkowych jest 2".
Obliczenia najlepiej przeprowadzi¢ w tabelce, w ktorej w nagtdwkach kolumn wpisujemy
formuly, ktorych warto$¢ chcemy obliczy¢, a w kazdym wierszu rozwazamy inny uktad
wartosci. Dobrze jest zwraca¢ uwagg na podpisywanie wartosci w dobrym miejscu — pod
zmienng, ktorej warto$¢ okreslamy lub pod funktorem, tworzacym formule, ktorej wartos¢
obliczamy.
Formulg zbudowang z jednej zmiennej (np. pv~p) sprawdzamy w tabelce uwzgledniajacej
2'=2 rozne uktady warto$ci, Formule zbudowang z dwoch réznych zmiennych sprawdzamy w
tabelce, ktora ma 2°=4 rozne uklady wartosci, a dla formut z trzema réznymi zmiennymi
adekwatna bedzie tabelka, ktora ma 2°=8 réznych uktadoéw wartosci.
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Przyklady:

1. Czy formuta pv~p jest tautologiag KRZ?

P |~p |pv~p
110 1
0 |1 1

Odpowiedz: badana formuta jest tautologia KRZ.

2. Czy formuta pA~p jest tautologiag KRZ?

P | ~P|pA~p
110 0
0 |1 0

Odpowiedz: badana formuta nie jest tautologia KRZ, jest kontrtautologia KRZ.

3. Czy formuta (pvq)—p jest tautologiag KRZ?

P {d |pva | (pva)—p
1]1]1 1
1]0] 1 1
0]1]1 0
oo o0 1

Odpowiedz: badana formuta nie jest tautologia KRZ,

bo przyjmuje wartos¢ 0 — gdy p ma wartos¢ 0, a @ ma wartos¢ 1.

Nie jest tez kontrtautologia KRZ, bo przyjmuje warto$¢ 1 — na przyktad, gdy p i q maja
wartos¢ 0.

Wartosciowanie, przy ktorym formuta przyjmuje wartos¢ 0 nazywamy obalajacym te
formute.

4. Czy formuta (~p—q)—(ra~q)jest tautologiag KRZ?

P 1A | |~(p—>0) | rA~q | ~(p—>0)—>(rA~q)
1 1 1 ]o 0 1
1 [1 [0 o 0 1
1 o [1 ]2 1 1
1 o [0 |1 0 0
0 [1 [1 o 0 1
0 [1 [0 |o 0 1
0 [0 [1 |o 1 1
0 [0 [0 |o 0 1

Odpowiedz: badana formuta nie jest tautologia KRZ,

bo przyjmuje wartos¢ 0 — gdy p ma warto$¢ 1, q ma wartos$¢ O i r ma wartosc¢ 0.

Nie jest tez kontrtautologia KRZ, bo przyjmuje warto$¢ 1 — na przyktad, gdy p i g i r maja
wartos¢ 1.
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Cwiczenie 5:

Prosze¢ sprawdzi¢ metoda wprost czy s tautologiami nastgpujace formuty:

A 1. (p—>~p)—>~p
2. (~p—p)—>p
3. p—>(p—>~p)
4. p—>(~p—p)

B. 5. p—(p—Q)
6. p—>(~p—0)
7. ((p—>9)—>p)—> ~p
8. (P—>(q—p))—p
9. (P—(p—0))—>(p—0)
10. ((p—9)A~q)—>~p
11. ((pva) A~Q)—p

C. 12. (p—>(q—r1)—(g—(p—T))
13. ((pva)—1)—>(p—(g—1))
14. (p—>(g—1)—=>((pAg)—rT)
15. (p—n)—=>((g—=1)—>((pAg)—T))
16. ((pAQ)—1)—>((pA~T)—>~0)

Druga — metoda niewprost (rekonstrukcji warto$ciowania obalajacego)

Sprawdzamy, czy istnieje wartoSciowanie, przy ktérym nasza formuta przyjmuje wartos$¢ 0.
Budujemy diagramy majgce ksztalt drzew odwrdconych korong w dot: po prawej stronie
kreski wpisujemy formuly przyjmujace wartos¢ 0, po lewej — formuly o wartosci 1. Tylko
wtedy, gdy kazda gataz drzewa zawiera par¢ formut sprzecznych — to znaczy ta sama formuta

wpisana jest po obu stronach kreski, badana formuta jest tautologia.

Reguty budowy diagraméw wynikaja bezposrednio z definicji warto$ciowania:

K1 110 KO 110 Al 110 A0 1 | 0
oA anp ovp avp

o | o | B o | B | o

p p

C1 110 CO 1 | 0 N1 110 NO 110
o—p oa—p ~0 ~a

| o B | o o o
p
Reguty dzielg si¢ na:

— liniowe (K1, A0, CO, N1, NO) i
— rozgalezione (wariantowe) (KO, Al, C1)
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Aby budowane diagramy rozktadu byly mozliwie ,.,ekonomiczne” dobrze jest priorytetowo
stosowac reguty liniowe.

Stosowanie algorytmu:
1 — zalozenie wstepne: formula nie jest tautologia — wpisujemy formute do prawej
kolumny drzewa, zaktadajac, ze istnieje warto§ciowanie dajace formule wartos¢ 0
2 — kroki posrednie — rozkfadamy formute zgodnie z regulami, za kazdym razem
wpisujac po prawej stronie wyjasnienie jakg regute stosowali§my, az do wystgpienia
sprzecznos$ci lub do wyczerpania mozliwych do rozkiadu formut
3- finat badania: przeprowadzamy analiz¢ zawarto$ci poszczegdlnych gatezi diagramu
—galaz sprzeczng zamykamy krzyzykiem X
—galgz niesprzeczng konczymy dwukrotnym podkresleniem =
Obok diagramu piszemy odpowiedz: T — tautologia, gdy na wszystkich galeziach
wystapila sprzeczno$¢ lub NT — gdy przynajmniej jedna galaz diagramu nie zawiera
formut sprzecznych. Z galezi niesprzecznej odczytujemy warto$ciowanie obalajace.

Przyklady:

1.Czy formuta pv~p jest tautologia KRZ?

110
pv~p zakladamy niewprost, ze istnieje wartosciowanie dajgce formule 0
p
~p stosujemy regute A0

p stosujemy regute NO

X sprzecznosé¢! T

Zauwazmy, ze zmienna p zostala wpisana w obu kolumnach diagramu — to oznacza, ze
zostaly jej przypisane dwie rozne wartosci logiczne, a wiegc mamy sprzecznos¢. Odrzucamy
hipoteze — nie istnieje wartoSciowanie obalajace, czyli badana formuta jest tautologia KRZ.

2. Czy formuta pA~p jest tautologia KRZ?

1(0

p ~p KO
p NO

brak sprzecznosci! NT, wartosciowania obalajace: vi(p) = 1, vo(p) =0

Zauwazmy, ze obie galezie drzewa sg niesprzeczne — zmienna p nie zostala wpisana w obu
kolumnach diagramu na tej samej galezi. Zatem istniejg warto$ciowania obalajace: z lewej
galezi dowiadujemy sie, ze formule obala kazde wartosciowanie, ktore zmiennej p przypisuje
warto$¢ 0, a z prawej galezi, ze obala jg takze kazde wartoSciowanie, ktore zmienng p
przeprowadza w 1. Czyli badana formula nie jest tautologia KRZ.
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3. Czy formuta (pvq)—p jest tautologia KRZ?

1]0
(pva) —p
pva
P Cco

p| q] Al
X =
brak sprzecznosci! NT: v(p)=0,v(q) =1

Zauwazmy, ze na prawej galezi zadna formuta nie wystepuje w obu kolumnach diagramu — to
oznacza brak sprzecznos$ci. Zatem istnieje wartosciowanie obalajace v, ktore odczytujemy z
niesprzecznej gatezi diagramu: v(p) = 0, v(q) = 1, czyli badana formula nie jest tautologia
KRZ.

4. Czy formuta ~(p—q)—(rA~q) jest tautologia KRZ?

1]0
~(p—q) — (rA~q)
~(p—0) }
ra~q Co
pP—q N1
p
g } Co
r ~q KO
q NO
= X

NT:v(p)=1,v(q)=0,v(r)=0
Cwiczenie 6:

Proszg sprawdzi¢ metoda niewprost czy sa tautologiami KRZ nast¢pujace formuty:
A. 1. (p—>~p)—>~p

2. (~p—p)—p

3. ((P—0a)—>p)—>~p

4. (p—>(p—0))—>(p—>~0)

5. ((pva) A~0)—p

6. (p—>(a—p))—Pp

B.  7.((pAg)—1)—>(p—(g—1)
8. ((pv~0)—1)—>(p—>(g—1))
9. (p—9)—=>(p—1)— ((PrG)—>)

16



10. ((pva)A((p—=n)v(@—=1))—r

11. ((pA~Q)>~1)—>((pvr)—0)

12. ((pAq)—=1)—>((pA~1)>~0)

13. ((=p—=>(~a—)) A=1—>(avp)

14. ((PAQ)=1N)—=((pA~1)—>~0)

15. (p=>(@=>-1)=>((P=>0)—>(r—>~p))
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1.3.WZAJEMNA DEFINIOWALNOSC FUNKTOROW

Wszystkich réznych n-elementowych uktadéw wartosci logicznych (czyli n-elementowych
ciaggow 0-1-kowych) jest 2". Na pytanie ile jest wszystkich n-arnych statych logicznych
(funktoréw), odpowiadamy: tyle, ile jest wszystkich funkcji ze zbioru 2"-elementowego
W zbidr 2-elementowy, wigc 22",
Zatem funktorow 1-argumentowych (takich jak negacja) jest 4,

2-argumentowych jest 16,

3-argumentowych jest 256,

4-argumentowych jest az 65 536!

Wyliczamy w tabelkach funktory 1-argumentowe:

1 2 3 4

P19 |9 |9 |9

1 1 1 0 0

0 1 |0 1 |0

g'— unarna stata verum V'
g*- unarna stata falsum F*
9°- negacja ~ ,,nieprawda, ze...”
2 ,

g°— spojnik podkreslenia, ,,prawda, ze...’

I 2-argumentowe:

fl f2 f3 f4 f5 f6 f7 fS f9 flO fll f12 f13 f14 f15 f16

1 /1 }1 |1 (O |1 {1 |1 (O |O |O |1 |O |O |O |O

i /1 1 |0 |1 |1 {0 jO |2 |1 jO |O |1 |O |O |O

oo
Y =1I] =}

1 /1 /0 |12 (1 (O (1 (O (12 |O |1 |O |O |1 |O |O

o [0 j17 j0 j1 |1 /17 jO |O |1 O |1 |1 |O |O |O |1 |O

Rozpoznajemy znane 2-argumentowe state logiczne i wskazujemy kilka nowych, ktorym

odpowiadaja czgsto uzywane w jezyku naturalnym spdjniki:

fy — verum V?

f16 — falsum F?

f, — alternatywa v ,,co najmniej jedno z dwoch”

f, — implikacja —

fs — rownowazno$¢ (ekwiwalencja) — ,,wtedy i tylko wtedy, gdy” (skrot: wtw), symbol: <>
(P—09) A (g—p)

12 — koniunkcja A

fs — dysjunkcja (negacja koniunkcji) — ,,co najwyzej jedno z dwoch”, symbol: /
(p/g) = ~(pAq)

fo — alternatywa rozlaczna — ,,albo ..., albo..., ale nie oba na raz”, ,,dok}adnie jedno z dwoch”
symbol: v

f15 — binegacja (negacja alternatywy ) — ,.ani. .., ani...”, symbol: ¥
(pda) = ~(pva)

Zdanie "Ani nie widzg, ani nie stysz¢" da si¢ wyrazi¢ jako: "Nieprawda, ze widz¢ lub slyszg",

przy czym pamigtac nalezy, ze negacja odnosi si¢ do catego zdania ztoZonego.
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Zdefiniowa¢ n-argumentowy funktor F w terminach funktorow fi,...,fx, t0 znaczy
utworzy¢ ze zmiennych zdaniowych pi,...,pn 1 z funktorow fi,....fx formule o tabelce
identycznej z tabelkg funktora F.

Ponizsza tabelka pomocnicza pokazuje jak zanegowanie argumentu zmienia warto$¢ logiczng
zdania zlozonego powstalego przy uzyciu spdjnika dwuargumentowego *. Litery A, B, C, D
kryja warto$ci 0 i 1, w zalezno$ci od spdjnika *:

P19 |~p [~q |[P*Q | ~p*q |p*~q |~p*~q
11110 |o A C B D
1]/0l0 |1 B D A C
0/1 (1 o C A D B
olo |1 |1 D B C A

Przyklady:
Definiujemy kolejno:
1. implikacje — w terminach alternatywy i negacji {v,~}
2. implikacje — w terminach koniunkcji i negacji {n,~}
3. alternatywe v w terminach koniunkcji i negacji {A,~}
4. koniunkcje A w terminach implikacji i negacji {—,~}
5. rownowaznos$¢ <> w terminach implikacji i negacji {—,~}
1. W przyktadzie pierwszym ilo$¢ zer w tabelce implikacji jest taka sama jak w tabelce
alternatywy, wystarczy wiec przenies¢ zero z wiersza czwartego (w tabelce pomocniczej
litera D) do wiersza drugiego — a wiec zanegowac pierwszy cziton.

Pld |p>q | pvg |~pvq
11 ] 1 1 1
1]0] 0 1 0
01 1 1 1
0(0 ] 1 0 1

2. W przyktadzie drugim ilo$¢ zer w tabelce implikacji jest taka sama jak ilos¢ jedynek
W tabelce koniunkcji. Trzeba zatem przenies¢ jedynke z wiersza pierwszego (w tabelce
pomocniczej litera A) do wiersza drugiego — a wigc zaprzeczy¢ drugiemu czlonowi,
a nastepnie ,,zamieni¢” zera na jedynki i jedynke na zero negujac cale wyrazenie.

P19 |[p>0 |pAG [ pA~g | ~(pA~Q)
111 ] 1 1 0 1
1/0] 0 0 1 0
0l11] 1 0 0 1
olo| 1 0 0 1

3. W przykladzie trzecim ilo$¢ zer w tabelce alternatywy odpowiada ilosci jedynek
w tabelce koniunkcji. Trzeba zatem przenie$¢ jedynke z wiersza pierwszego (w tabelce
pomocniczej litera A) do wiersza czwartego — a wiec zaprzeczy¢ i pierwszemu i drugiemu
czlonowi, a nastegpnie ,,zamieni¢” zero na jedynke i jedynki na zera — a wigc zanegowac cale
wyrazenie.

P19 | pvq |prq | ~pA~q | ~(~pA~Q)
11 ] 1)1 0 1
1o 1[0 0 1
0[1] 1]o0 0 1
ofo] oo 1 0
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4. W przyktadzie czwartym ilo$¢ zer w tabelce koniunkcji odpowiada ilosci jedynek
w tabelce implikacji. Trzeba zatem przenie$¢ zero z wiersza drugiego (w tabelce pomocniczej
litera B) do wiersza pierwszego — a wigc zaprzeczy¢ drugiemu czlonowi, a nastgpnie
zanegowac cale wyrazenie.

P19 | pAq | p—=Q | p—>~q | ~(p—>~0)
11 1 1 0 1
110 o 0 1 0
0|1 ] o 1 1 0
o/o0] o 1 1 0

5. W przyktadzie pigtym ilo§¢ zer w tabelce rOwnowazno$ci nie odpowiada ani ilo$ci
zer, ani iloSci jedynek w tabelce implikacji. Definicj¢ naszg utworzymy z dwodch implikacji.
W kolumnie czwartej mamy implikacjg, ktorej jedyne zero znajduje si¢ W wierszu drugim.
W piatej kolumnie tworzymy taka implikacje, ktora ma zero w wierszu trzecim — negujac
rownoczesnie i poprzednik i nastepnik implikacji. Gdy ,,potaczymy koniunkcja” kolumny
czwartg 1 pigta otrzymamy formule o tabelce identycznej z kolumng trzecig. Spojnik
koniunkcji eliminujemy korzystajac z przykladu 4. — definicji koniunkcji w terminach
implikacji i negacji. Otrzymujemy zanegowang implikacje, w ktorej poprzedniku jest
kolumna czwarta, a w nastepniku zanegowana kolumna piata.

P 1A |peq| p2g | ~po~g | (P29A(p=~0)) = ~((p=0)=>~(~p—>~0)
11 ] 1 1 1 1
1/0] 0 0 1 0
0j1] o0 1 0 0
0ojo | 1 1 1 1

Definicje funktoréw zapisujemy przy pomocy meta-rownowaznosci ,, ="
1. (p—q) = (~pv0)

2. (p—0) = ~(pr~q)

3. (pva) = ~(~pA~0)

4. (pAg) = ~(p—>~0)

5. (pq) =~ ((p—9)>~(~p—> ~0))

Cwiczenie 7:

1. Prosze zdefiniowaé negacje ~ najpierw w terminach {{}, potem w terminach {/}.
2. Prosz¢ zdefiniowaé alternatywe roztaczng v 1 réwnowazno$¢ <> najpierw
w terminach {{}, potem w terminach {/}.

3. Prosze zdefiniowaé¢ wszystkie binarne funktory fi—fi¢ w terminach zbiorow: {A,~},

{V1~}1 {_)1~}1 {‘L} [ {/}
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1.4. POSTACI NORMALNE

Koniunkcyjno-Alternatywna Posta¢ Normalna
Definicja: Alternatywa elementarna (AE) wskazanego n-elementowego ukladu
warto$ci, to formula utworzona tylko przy uzyciu spdjnika alternatywy Vv z n zmiennych
zdaniowych lub ich negacji, ktora przyjmuje warto$¢ O tylko i wylgcznie przy wskazanym
uktadzie warto$ci.
W tabeli wyliczamy wszystkie 2-elementowe uklady wartosci:
AE; AE, AE; AE,

P |9 |~pv~q |[~pva@ |pv~g |pvg
ukladl |1 |1 0
uklad2 |1 |0 0
uklad3 [0 |1 0
ukladd |0 |0 0

Ze wzgledu na prawo tgczno$ci alternatywy w alternatywach elementarnych o wigkszej niz
2 liczbie elementdw opuszczamy nawiasy.

Definicja: Koniunkcyjno-Alternatywna Posta¢ Normalna (KAPN) formuty jest to
regularnie zbudowana definicja dowolnego n-argumentowego funktora (z wyjatkiem stale]
verum!), ktora ma postac¢ koniunkcji alternatyw elementarnych.

Stala n-argumentowa verum V" definiujemy formufa:

V(p1, P2, -, Pn) = (Prv~P1)A(P2v~P2)A. ..A(Prv~Pn)

Przyklady:
1.KAPN dla <. AE, AE;
P |a |peq | ~pvg | pv~q | (~pva)A(pv~a)
1 |1 1 1
1 |o 0 0 0
0 |1 0 0 0
0 |0 1 1

Czyli p>q = (~pva)A(pv~q)

2.KAPN dla spdjnika 3-argumentowego H(p,q,r) = (~p—0q)—>(rA~q)

q ~p—>r | ra~q | (~p—>0)—>(rA~0) (~pv~QV~T)A(~PV~QVT) A(~pvavr) )A(Pv~Qv~T)

1 0 0 0

A==l =1
A R=I I
| Ol OOl O

olo|o|o| R Rrlkr Lo
Ol Rl ool r k-

PRl Rlololrlo
o

0 0 0

o

Czyli H(p,q,r) = (~pv~qv~NA(~pv~qvN)A(~pvavrA(pv~qv~r)

21




Analogicznie tworzymy Alternatywno- Koniunkcyjne Postaci Normalne.

Definicja: Koniunkcja elementarna (KE) wskazanego n-elementowego uktadu
wartosci, to formuta utworzona tylko przy pomocy spojnika koniunkcji A z n zmiennych
zdaniowych lub ich negacji, ktora przyjmuje wartos$¢ 1 tylko i wylacznie przy wskazanym
uktadzie warto$ci.

W tabeli wyliczamy wszystkie 2-elementowe uktady wartoSci:
KE; KE; KE; KE4

p q pPAq | PA~MT | ~PAQ | ~PAN]
uktadl 1 1 1
uktad2 1 0 1
uktad3 0 1 1
uktad4 0 0 1

Ze wzglgdu na prawo 1acznosci koniunkcji w przypadkach koniunkcji elementarnych
o wiekszej niz 2 liczbie elementdéw opuszczamy nawiasy.

Definicja: Alternatywno-Koniunkcyjna Posta¢ Normalna (AKPN) formuty jest to
regularnie zbudowana definicja dowolnego n-argumentowego funktora (z wyjatkiem stalej
falsum!), ktéra ma posta¢ koniunkcji alternatyw elementarnych.

Stala n-argumentowa falsum F" definiujemy formuta:

F'(P1, P2, ---» Pn) = (PLA~PV(P2A~P2)V...V(PrA~Pn)

Przyklady:
1. AKPN dla <. KE; KE;,
P [Q | ped | pAd | ~pA~d | (PAG)V(~pA~T)
1 |1 1 1 1
1 |o 0 0
0 |1 0 0
0 |0 1 1 1

Czyli p>q = (pAg)v(~pA~Q)

2. AKPN dla spdjnika 3-argumentowego H(p,q,r) =(~p—q)—>(rA~q)

q ~p—or | TA~q | (~p—=0)—>(rA~0) (PA~OAT) V (VPAGA~T) V (FPA~GAT) ) V (~PA~GA~T)

1 0 0

A==l =1
=
~|lolo|lolr|lo
R R OOl O

oo ool Rk Lo
ol ook

0 0 0 1 1

o

Czyli H(p,q.r) = (PA~AANV(~PAGA~T)V(~PA~GAN)V(~PA~QA~T)
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Mozemy tez dowolne formuty sprowadza¢ do postaci normalnych stosujac nastepujacy
algorytm:
1.Usuwamy znak — zgodnie z prawami:
(P—0) =~(pA~0)
(p—0) = (~pva)
2.Usuwamy negacje¢ sprzed nawiasu za pomocg praw de Morgana:
~(pAQ) = (~pv~q)
~(pva) = (~p~r~q)
3.Likwidujemy podwdjne (wielokrotne) przeczenia na mocy:
~~p=p
4 Stosujemy prawa rozdzielnos$ci alternatywy wzgledem koniunkcji
oraz koniunkcji wzgledem alternatywy:
(pA(avr)) = ((PAQ)v(pAD))
(pv(aan)) = ((pva)A(pvr))
((pAg)vr) = ((pvr)A(Qvr))
((pva)ar) = ((pAn)v(qAr))
5. Stosujemy prawa przemiennosci:
dla koniunkcji PAQ = gAP
dla alternatywy pvg = qvp
6. Stosujemy prawa tacznosci:
dla koniunkcji (pAQ)AT = pA(QAr)
dla alternatywy (pva)vr = pv(qvr))
7. Usuwamy te czlony alternatywy, ktére definiujg stalg Falsum,
poniewaz dla dowolnej formuty a zawsze: F(p)va = (pA~p)va = a
oraz te czlony koniunkcji, ktore definiujg statg Verum,
poniewaz dla dowolnej formuty o zawsze: V(p)aa = (pv~p)Aaa = o

Przyklady:

1.KAPN dla <.

(p<>Q) = (p—a)A(@—>p) = pkt.1. algorytmu

= (~pva)A(~qvp) = pkt.5. algorytmu

= (~pva)A(pv~0)

2.AKPN dla <.

(peq) = (P>PA(G—P) = pkt.1. algorytmu
= ~(pA~0)A~(gA~p) = pkt.2. algorytmu
= (~pv~~Q)A(~qv~~p) = pkt.5. algorytmu
= (~pv~~Q)A(~~pv~Q) = pkt.3. algorytmu
= (~pva)A(pv~Q) = pkt.4. algorytmu
= ((~pva)Ap)v((~pva)Aa~q) = pkt.4. algorytmu
= (~pAP)V(AAP)V(~pA~a)v(gA~Q) = pkt.5. algorytmu
= (pA~P)V(PAQ)V(~pA~Q)Vv(gAr~Q) = pkt.7. algorytmu

= (pAQ)v(~pA~0Q)
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Cwiczenie 8:

Proszg¢ przeksztatci¢ do KAPN i AKPN nast¢pujace formuty:
- ~((p—>a)A(0—p))
~(p—>~(qvp))

(p—1)—>(a—p)

(p—>1)—>(p—0)

(p—>(r—0))

(p—1)—>(r—q)

(p—>~(rva))
~((P—>0)A(@—p))—>(pva)

- ((p—>9)A(g—r))—>(p—T)

10. (pAr)v(pa~Q)

11. (g—>(p—a))—>(pAr)

12. (pA(r—=>a)A(((a—=>NA(r—a))vp)
13. (((pva)vr)v(r—(~g—r)))—r

[EEN

© o N ks N

Mowimy, ze zbior stalych logicznych danego rachunku logicznego jest funkcyjnie pelny
wtedy i1 tylko wtedy gdy przy pomocy funktoréw tego zbioru da si¢ zdefiniowaé wszystkie
n-argumentowe funktory.

Fakt: Zbior statych logicznych KRZ: {A, v, —, ~}, jest funkcyjnie pehny.

Cwiczenie 9:
Prosze wykazaé, ze zbiory {Aa,~}, {v,~}, {—,~}, {d} i {/} sa funkcyjnie pelne.
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I.5. REGULY NORMALNE

Definicja: Mowimy, ze warto$ciowanie v spelnia formule o wtedy i tylko wtedy,
gdy v(a)=1. Warto$ciowanie Vv spetnia zbioér formut @ wtedy i tylko wtedy, gdy v spetnia
kazda formute ze zbioru ®@.

Zatem, wartosciowanie V nie spelnia zbioru formut ® wtedy i tylko wtedy, gdy do zbioru @
nalezy taka formuta a, ze v(a)=0.

Fakty:

1. Jesli ®cW i v spetnia W, to v spetnia @.

2. Kazde warto$ciowanie spetnia zbior pusty.

Definicja: Ze zbioru formul ® wynika logicznie (semantycznie) zbior formul ¥
(symbolicznie ®|=%) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego wartosciowania Vv:

jesli v spetnia @, to v spetnia V.
Whnioski:
1. Z ® wynika logicznie a (®|=a) (umowa: zamiast ®|={a} — piszemy: ®|=a) wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnego wartosciowania V: jesli v spetnia zbior @, to v spehia a.
2. Z ® nie wynika logicznie o wtedy i tylko wtedy, gdy pewne warto$ciowanie V spetnia zbior
® i nie spelia a (czyli v(a)=0).
3. Ze zbioru formut ® nie wynika logicznie zbioér formut W (symbolicznie : @ |# V) wtedy
i tylko wtedy, gdy pewne wartoSciowanie vV spetnia @ i nie spelnia W (czyli w zbiorze W jest
pewna formuta, powiedzmy a, taka, ze v(a)=0).

Zachodzi nastepujacy zwigzek migdzy relacja wynikania logicznego a pojeciem tautologii:
J|=a wtedy i tylko wtedy, gdy o jest tautologia.

Na kazde wnioskowanie skladajg si¢ dwa zbiory zdan w sensie logiki : niepusty, zwykle
skonczony zbiér przestanek i zbior jednoelementowy, ktorego jedyny element to wniosek.

Definicja: Regula nazywamy dowolny zbiér par uporzadkowanych <d,a>, gdzie ®
jest dowolnym niepustym, skonczonym zbiorem formul zwanych przestankami, o jest
formuly zwang wnioskiem.

Definicja: Reguta o przestankach ay ,..., an 1 wniosku B jest normalna wtedy i tylko
wtedy, gdy zachodzi {o.,..., oan}=B,
Whniosek: Reguta o przestankach ay,..., an i wniosku B nie jest normalna wtedy i tylko
wtedy, gdy pewne warto$ciowanie spetnia zbior {ay,..., an} inie spetnia .

Reguta normalna ma takg wlasnos¢, ze zawsze gdy przestanki reguty sg prawdziwe, to takze
jej wniosek jest prawdziwy. Reguta normalna ,,nie gubi” prawdy! Natomiast reguta nie jest
normalna, gdy z jej prawdziwych przestanek mozna wyciagna¢, chocby w jednym przypadku,
falszywy wniosek.

Fakt:

Reguta 0 przestankach a., ..., a, i wniosku 3 jest normalna wtedy i tylko wtedy, gdy formuta
o schemacie a; —(...(an —>P)...) jest tautologia.

Normalno$¢ regut mozna bada¢ zard6wno metoda wprost (tabelkowa), jak i niewprost —
podobnie jak tautologicznos$¢ formut.
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Badajac regule metoda wprost, wyliczamy w tabeli wartosci dla wszystkich jej przestanek
I wniosku. Nastepnie wykreslamy z tabeli te wiersze, w ktorych cho¢ jedna z przestanek ma
warto$¢ 0 1 patrzymy na kolumne¢ formuly, ktora jest wnioskiem. Jesli w kazdym
z niewykreslonych wierszy wystepuje wartos¢ 1, wowczas wynikanie logiczne miedzy
zbiorem przestanek a wnioskiem zachodzi i mamy do czynienia z regula normalng.

Jesli jednak cho¢ w jednym z niewykreslonych wierszy w kolumnie wniosku znajduje si¢
warto$¢ 0, wowczas wynikanie nie zachodzi — bo warto§ciowanie spetniajace przestanki nie
spetnia wniosku, wigc reguta nie jest normalna.

Przyklady:
Sprawdzimy czy nastepujace reguty sa normalne.
1. o> 2. 0—P 3. a—p 4. a
o ~B B ~a
p a o p
A wigc czy zachodzg odpowiednie wynikania semantyczne:
1.{a—B,o}|=Pp 2.{o—B,~B}|Fa 3.{a—p,B} = 4 {o,~a}|=p

Dla kazdego wynikania budujemy tabelke, w ktorej wyliczamy warto$¢ przestanek i wniosku:
Wartosciowania w wierszach pogrubionych nie spetniajg przestanek — przestanki sg w nich
fatszywe — te wiersze tabeli wykreslamy. Podkreslone s3 te wartosci, gdzie przestanki sg
prawdziwe, a wniosek fatszywy.

1{a—>B.a}=B 2 {0, ~B}[=a
a |B |a—>P o B o—p | ~B
1 |1 1 T T T S
1+—0 S T S 0 T
011 T B T T 0
0—0 T 0 0 1 1
czyli pierwsza reguta jest normalna czyli druga reguta nie jest normalna
3.{o—p, B}=a 4{a,~o} =B
o (B |a—oP a |~a|p
1 |1 1 1—0—1
1 00— +—6—6
0 |1 1 S S
6—0 1 U TuU TU

. . . czyli czwarta regula jest normalna
czyli trzecia reguta nie jest normalna

W przykladzie czwartym Zadne warto$ciowanie nie spetnia sprzecznego zbioru przestanek.
Zatem kazde warto$ciowanie, ktore spetnia ten zbior spehnia takze dowolna formute.

Badajac regute metoda niewprost przyjmujemy hipotezg, ze regula nie jest normalna, czyli ze
przy pewnym wartosciowaniu przestanki reguly maja wartos¢ 1, a jej wniosek ma wartosc¢ 0.
Sprzeczno$¢ na wszystkich gateziach kaze odrzuci¢ przyjeta hipoteze, podczas gdy
niesprzeczno$¢ na chociaz jednej gatezi potwierdza ja.

Poniewaz kazde rozumowanie oparte na regule normalnej jest poprawne, zatem zastanawiajac
si¢ nad poprawnoscig rozumowan mozemy wykorzysta¢ sprawdzanie normalnos$ci regul —
jezeli z przyjetych przestanek wynika logicznie sugerowany wniosek, rozumowanie jest
oparte na schemacie reguly normalnej, co stanowi gwarancje jego poprawnosci. Natomiast,
gdy wniosek nie wynika logicznie z przestanek, wowczas wiemy, ze regula lezaca u podstaw
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rozumowania nie jest normalna, co nie musi znaczy¢, ze kazde oparte na niej rozumowanie
jest niepoprawne.
Przyklady:
1. Jesli Ewa duzo trenuje, to osiaga coraz lepsze wyniki.
Jezeli nie osiagga coraz lepszych wynikow, to nie jest z siebie zadowolona.
Ewa jest z siebie zadowolona.
Zatem: Ewa duzo trenuje.
Zapisujemy symbolicznie zalozenia: o—f, ~B—~y, y oraz wniosek o
gdzie o oznacza zdanie: Ewa duzo trenuje.
[ oznacza zdanie: Ewa osiaga coraz lepsze wyniki.
v 0znacza zdanie: Ewa jest z siebie zadowolona.
I sprawdzamy metoda wprost, czy zachodzi wynikanie {o—p, ~B—~y, v }=a
Budujemy tabelke:

o B Y o>B | ~Bo~y |[~B |~
1 1 1 1 1 0 0
1 1 o 1 t 0 T
1 0 1 0 0 1 9
1 n n n 1 1 1
< \vJ \vJ \vJ XL AL AL
0 1 1 1 1 0 0
fal 1 faY 1 1 fal 1
U L U L 1L \v} X
/a) /a) 1 1 o 1 fa)
U U L L \VJ L U
fal fal fal 1 1 1 1
U U U L L L L

Reguta na ktorej opiera si¢ t0 rozumowanie nie jest normalna, poniewaz wartosciowanie
W wierszu pigtym spetnia przestanki (podkreslone) — sg one prawdziwe, a nie spehia
wniosku.

Warto$ciowania w wierszach pogrubionych nie spehliajg przestanek — te wiersze sg
przekreslone. Fakt, ze badane rozumowanie opiera si¢ na regule, ktéra nie jest normalna, nie
przesadza o jego niepoprawnosci. Moze si¢ zdarzy¢ — wiersz pierwszy tabeli — ze
prawdziwym przestankom towarzyszyt bedzie prawdziwy wniosek.

To samo rozumowanie badamy metoda niewprost. Wpisujemy przestanki po stronie prawdy,
a wniosek po stronie fatszu i stosujemy reguty rozkladu:

110
oa—p
~p—>~y
Y
o
~B ~y C1
B NO y N1

| a B | C1

= = X
Niesprzeczno$¢ podkreslonych gatezi potwierdza hipoteze, ze przy prawdziwych
przestankach wniosek moze by¢ falszywy, wigc rozumowanie nie jest oparte na schemacie
reguty normalne;.
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2. Jesli zabieramy Jasiowi bebenek, ale nie zabieramy farb, to Ja§ moze malowaé, ale nie
moze hatasowac.

Jas moze hatasowaé, chociaz nie moze malowaé, o ile nie zabieramy mu bebenka, ale
zabieramy farby.

Ani nie zabieramy Jasiowi farb, ani nie zabieramy mu bgbenka.

Zatem: Jas moze hatasowac, jesli moze malowac.

Zapisujemy symbolicznie zalozenia: (aA~B)—>(dA~y), (~aaB)—(yA~d), (~Pa~a) oraz
whniosek (56—v)
gdzie o o0znacza zdanie: Zabieramy Jasiowi bebenek.

3 oznacza zdanie: Zabieramy Jasiowi farby.

d 0znacza zdanie: Jas§ moze malowac.

v 0znacza zdanie: Ja§ moze hatasowac.

Metoda nie wprost sprawdzamy czy rozumowanie jest oparte na schemacie reguly normalne;j

110
(aA~B)—>(8A~y)
(~anB)>(rn-d)
~BA~al
0y
)
Y } CO
~B }
~o K1
p N1
N1
~oAB YA~S Cl
B ~0 KO Y
~0 } K1
an~P SA~y X Cl
o B KO 8 N1
~y }
5 K1
= X y N1 X

Niesprzeczno$¢ podkreslonych galezi potwierdza hipotezg, ze przy prawdziwych
przestankach wniosek moze by¢ fatszywy. Zatem rozumowanie nie jest oparte na schemacie
reguly normalnej, co jednak nie wyklucza jego poprawnosci. Przekonujemy si¢ o tym badajac
te samg regule metoda wprost: w wierszach 13., 14. 1 16. tabelki z prawdziwych przestanek
wynika prawdziwy wniosek.

28



Z uwagi na cztery zmienne w tabeli musimy uwzglednié 2* czyli 16 roznych ukladow

wartosci:

o By |06 ]| an~B |da~y | (ar~B)—>(0A~Y) | ~aAB | YA~D | (~anB)—(YA~D) | ~BA~aL | 5—y
N R R ) 0 1 ) §) T 5 is
1 1 1 0 faY faY 1 faY 1 1 /) 1
L L L U U U L U L L U L
TTi70 1 5 1 : 8 0 1 0 0
TTI707T0 0 ) 1 ) §) 1 S 1+
+—6+31++% 1 0 0 il il 1 0 1.
016 1 & 6 S : T 0 1
TTO0T70 Tt T T T 0 0 T 0 0
1 FaY FaY FaY 1 Fal Fal fal fal 1 faY 1
L U U U 1 U U U U L U L
FaY 1 1 1 Fal Fal 1 1 fal faY faY 1
U 1 1 1 U U 1 1 U U U L
a) 1 1 a) n n 1 1 1 1 a) 1
U L L \Y) U U L XL XL L U L1
01170t §) t 1 1 6 S 6 S
0166 S 6 1 1 0 0 0 1
0|01 |1 0 0 1 0 0 1 1 1
o|{0j1(0]| O 0 1 0 1 1 1 1
0/{0(0 |1 0 1 1 0 0 1 1 0
0|{0[0|0]| O 0 1 0 0 1 1 1

3. Jesli Julia uczy sie polskiego od dwoch miesiecy, to czasem brakuje jej odpowiedniego
stowa. Jesli czasem brakuje jej odpowiedniego stowa, to czasem moéwi niepoprawnie.
Czy zatem: Jesli Julia uczy si¢ polskiego od dwoch miesigey, to czasem moéwi niepoprawnie.
Zapisujemy symbolicznie zalozenia: (a—f), (B—y)oraz wniosek (a—y)
gdzie o oznacza zdanie: Julia uczy si¢ polskiego od dwdch miesigey.

B oznacza zdanie: Julii czasem brakuje jej odpowiedniego stowa.

v 0znacza zdanie: Julia czasem méwi niepoprawnie.
Sprawdzamy metoda wprost, czy zachodzi wynikanie {a—f, B—>v}=(a—y)

Budujemy tabelke:
a |B |y |ooB | Boy | oo
1 |1 1 1 1 1
+—t S 1 6 6
+—6 1 S 1 1
7070 0 1 0
0 |1 1 1 1 1
01t 0 1 S 1
0 |0 1 1 1 1
0 |0 |0 1 1 1
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Reguta, na ktérej opiera si¢ to rozumowanie jest normalna, poniewaz Wszystkie
wartosciowania spetniajgce przestanki speiniajg tez wniosek.
Rozumowanie oparte na tej regule musi by¢ poprawne.

To samo rozumowanie badamy metoda niewprost. Wpisujemy przestanki po stronie prawdy,
a wniosek po stronie fatszu i stosujemy reguty rozkladu:

110
oa—p
By
o>y
a CO
Y
B Y | C1
o B C1
X X X

Sprzecznosci na wszystkich galeziach wykluczaja hipotezg, ze przy prawdziwych
przestankach wniosek moze by¢ falszywy, wiec rozumowanie jest oparte na schemacie
reguty normalnej.

Cwiczenie 10:
Prosze sprawdzi¢ — réznymi sposobami — czy ponizsze rozumowania oparte sg na
schematach regul normalnych:

1. Jesli Ewa nie idzie do pracy, to straci prace.
Ewa idzie do pracy.
Zatem: Ewa nie straci pracy.

2. Jesli Adam jest geniuszem lub bedzie si¢ duzo uczyl, to zda wszystkie egzaminy.
Jesli zda wszystkie egzaminy, to zaliczy rok.
Zatem : Jesli Adam nie zaliczy roku, to nie jest geniuszem.

3. Jesli Jan ma prace i cigzko pracuje, to dostaje awans.
Jesli Jan dostaje awans, to jest z siebie dumny.
Ale Jan nie jest z siebie dumny.

Zatem: Jan nie ma pracy lub nie pracuje cigzko.

4. Jesli nie pada deszcz, to id¢ do lasu lub nad jezioro. Id¢ nad jezioro, tylko jesli jest ciepto.
Zatem: Jesli nie ide do lasu, to pada deszcz lub jest cieplo.

5. Jesli jade tramwajem lub autobusem, to si¢ spozniam.
Jesli jade taksowka, to nie spdzniam sie, ale wydaje duzo pieniedzy. Nie spdzniam sig.
Zatem: Jesli jadg tramwajem, to nie wydaj¢ duzo pieniedzy.

6. Jesli student zalicza pierwszy i zalicza drugi semestr, to zalicza rok.
Jesli zalicza rok, to zalicza drugi semestr.
Student nie zalicza roku.

Zatem: Student nie zalicza pierwszego semestru.
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7. Jesli Ewa nie grymasi, to je szybko.

Jesli Ewa je szybko, to mama jest z niej zadowolona.

Jesli mama Ewy jest z niej zadowolona, to dostaje od mamy czekoladke.
Zatem: Jesli Ewa nie grymasi, to dostaje od mamy czekoladke.

8. Jesli pies szczeka, to nie $pi.
Jesli informuje o czyms$ swojego pana, to nie $pi.
Zatem: Jesli pies szczeka, to informuje o czyms$ swojego pana.

9. Jesli Zosia bawi sie¢ pitka, to nie siedzi.
Jesli Zosia nie siedzi, ale lezy, to nie bawi si¢ pitka.
Zatem: Jezeli Zosia bawi si¢ pitka 1 lezy, to nie bawi si¢ pitka.

10. Jesli Marysia nie jedzie na calodzienng wycieczke, to o ile nie pada deszcz, to pracuje
w ogrodzie.
Marysia nie pracuje w ogrodzie.

Zatem: Pada deszcz lub Marysia jedzie na calodzienng wycieczke.

Cwiczenie 11:

Prosze sprawdzi€, ktore ze zdan w podpunktach od 1 do 5 wynikajg ze zdan:
Jezeli referent mowi zbyt cicho 1 szybko, to thumacz go nie rozumie lub biednie thumaczy.
Referent mowi szybko, a thumacz go rozumie.
1. Zatem: Referent nie moéwi zbyt cicho.
2. Zatem: Jesli referent mowi zbyt cicho, to thumacz btgdnie thumaczy.
3. Zatem: Referent mowi zbyt cicho lub tlumacz biednie ttumaczy.
4, Zatem: Thumacz nie tlumaczy blednie.
5. Zatem: Referent nie mowi zbyt cicho i ttumacz nie thumaczy btednie.
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1.6. DOWODZENIE ZALOZENIOWE

Rozumowanie jest ciggiem zdan, w ktorym punkt wyjscia stanowig przestanki,
a z nich wyciggamy wnioski stosujac pewne reguly. Najprostsze rozumowania polegaja na
jednokrotnym zastosowaniu jakiej$ reguty, na przyktad jesli zalozeniami sg zdania ,,Jesli dzi$
jest niedziela, to jutro jest poniedziatek™. oraz ,Dzi$§ jest niedziela”, to zgadzamy si¢ na
wynikajacy z nich wniosek, ze ,,Jutro jest poniedziatek™

W dowodzeniu formalnym — uzasadnianiu, ze wniosek jest uprawniony przy przyjetych
przestankach — stosujemy nast¢pujace schematy regut:

Dwa warianty reguty dotaczania koniunkcji (DK)

o o
B g
onP BAo

pozwalaja dopisa¢ do dowodu koniunkcje dwoch wezeséniej uznanych formut.

Dwa warianty reguty opuszczania koniunkcji (OK)
anf anf
a 8

pozwalaja uzna¢ kazdy z wyrazow wystepujacej wezesniej koniunkcji.

Dwa warianty reguty dotgczania alternatywy (DA)
a B

ovp avp
pozwalaja dopisa¢ alternatywe dwoch formul, jesli wystgpita wezesniej jedna z nich.

Dwa warianty reguty opuszczania alternatywy (OA)

ovp avp
~0. ~B
B o

pozwalaja dopisa¢ jedng z formut zlgczonych alternatyws, o ile wczesniej uznalismy
zaprzeczenie drugiej.

Reguta poprzedzania (dofgczania implikacji) (RP)
o

B—a
pozwala dopisa¢ implikacje o dowolnym poprzedniku, jesli jej nastgpnik wystapil wczesnie;.

Reguta odrywania (opuszczania implikacji) (RO)
o—f
o

p
pozwala dopisa¢ nastgpnik wystepujacej wczesniej implikacji, jesli uznaliSmy tez jej
poprzednik.
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Reguta dotaczania negacji (DN)
a
~~QlL
pozwala dopisa¢ podwodjna negacje przed dowolng formula wczesniej wprowadzong do

dowodu.

Reguta opuszczania negacji (ON)

o

o
pozwala opusci¢ podwojng negacj¢ — regute mozna stosowac gdy formute poprzedzaja dwie
lub wiecej negacji.

Definicja: Z zalozen a ,..., o, dowiedlna jest formuta f wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje skonczony cigg formut: y1 ,.., Yk (dowdd formuly B z przestanek ay,..., an), w ktorym
ostatnim wyrazem yx jest B, a dowolny wyraz y; (1<i<k) tego ciagu jest:

1. albo formutg ze zbioru {a.; ,..., an} zalozen dowodu,

2. albo formuta, ktora powstaje Z wczesniejszych wyrazow ciggu, przez zastosowanie

krorejs z regul: OK, DK, OA, DA, RP, RO, DN, ON.

Dowo6d — ponumerowany cigg formut zapisujemy liniach, jedna pod druga, po prawe;j
stronie kazdej umieszczajac informacje, z jakiego powodu dana formuta znalazta si¢ w tym

ciggu.

Przyklady:

1.

Uzasadniamy, ze z zalozen: pAq oraz (p—r)A(q—s) dowiedlne jest svr

Dowéd:
1. pAq zalozenie
2. (p—=NA(g—s) zalozenie
3.p OK1
4. por OK 2
57 RO 4,3
6. svr DA 5

2.

Uzasadniamy, ze z zalozen: (p—q)—(q —r), gAp oraz p—(p—q) dowiedlIne jest r

Dowod:
1. (p—>9)—>(g—r1) zalozenie
2. gAp zalozenie
3. p—(p —0) zalozenie
4.p OK 2
5. p—q RO 3,4
6. qor RO 1,5
7.q OK 2
8.r RO 6,7
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Cwiczenie 12:
Prosze¢ uzasadnié, ze reguly OK, DK, OA, DA, RP, RO, ON, DN s3 normalne
Cwiczenie 13:

Proszg uzasadnié, ze z zalozen — formut przed podwojnym uko$nikiem, wynika wniosek —
formula po podwojnym ukosniku:

1. p—>(g—r), p—>q, p//r

2. p—>(p—r), q—>(rAp), q/l r

3. (PAQ)AT, (Qvr)—~s, (pAr)—>(qvr) // ~s

4. (p—>gIA(g—r), p Il par

5. ~pAq, ~p—>~(pva), (PvVA)V(PV(~rvp)) /] ~r
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1.7. SYSTEM AKSJOMATYCZNY KLASYCZNEGO RACHUNKU ZDAN

Przyjmujemy nastepujacy zestaw aksjomatow:
SCHEMATY AKSJOMATOW KRZ

Ax. 1. a—>(p—>a) prawo poprzedzania

AX. 2. (a—=>(B—v))—=>((a—B)—(a—)) rozdzielno$¢ — wzgledem —

AX. 3. (arp)—a prawo opuszczania A

AX. 4. (anB)—PB prawo opuszczania A

AX. 5. (a—B)—=((a—y)—=(a—>(BAY))) prawo dotaczania A w nastepniku —
AX. 6. a—>(avp) prawo dolaczania v

AX. 7. B—>(avp) prawo dolaczania v

AX. 8. (a—7)—=>((B—y)—=>((avB)—Y)) prawo dotaczania v w poprzedniku —
AX. 9. ~a— (a—>) prawo Dunsa Szkota

AX. 10. (a—B)—>((a—>~B)—>~a) dylemat destrukcyjny

AX. 11. ~~a—a mocne prawo podwdjnego przeczenia

Aksjomatem jest kazda formuta uzyskana z ktoregokolwiek z tych schematow przez
podstawianie dowolnych wyrazen sensownych w miejsce liter greckich. Podstawiajac
przestrzegamy zasady, ze kazde wystapienie greckiej litery zastepujemy dowolng tg sama
formutay JP.
Na przyktad podstawiajagc w schemacie pierwszym za o formule pvr, a za p formule r—p,
otrzymujemy nastepujacy aksjomat:
(pvn)—((r—>p)—>(pvr)) AXx.1. a/pvr, B/r—p

Z kazdego schematu mozemy wigc uzyskac nieskonczenie wiele aksjomatow.
Procz jedenastu schematow aksjomatow przyjmujmy w aksjomatycznym systemie KRZ tylko
jedna pierwotng regufe wnioskowania, o schemacie:

a—p

a

B

zwang regulg odrywania (modus ponens), w skrécie RO.

Definicja: Formula a jest tezg KRZ wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje skonczony cigg
formut: y; ,.., vk (zwany dowodem), w ktorym a. jest ostatnim wyrazem (a=yx), a dowolny
wyraz tego ciagu jest albo aksjomatem, albo formula, ktéra powstaje przez zastosowanie RO
do wczesniejszych wyrazdw tego ciagu.

Przyklad:

Tworzymy ciag formut w nastepujacy sposob:

1. (p—>((@—>p)—p)>((P—>(a—>p))—>(p—P)) Ax.2. o/p, B/(q—p), v/ p
2. p—>((g—p)—p) Ax.1. o/p, B/(q—p),

3. (p—>(@—p))—>(p—p) RO 1,2

4. p—>(g—p) Ax.1. a/p, B/q

5. p—p RO 3,4

Ciag ten spelnia warunki definicyjne tezy: jest skonczony, a kazda formuta umieszczona
W ciggu jest albo aksjomatem albo wynikiem stosowania RO. Zatem ostatni wyraz tego ciagu
jest teza KRZ — jest to tak zwane prawo tozsamosci: p—p. Poniewaz analogicznie mozna
udowodni¢ tezy q—q, r—f, (pvg)— (pvQ) i nieskonczenie wiele innych podpadajacych pod
wspolny schemat a—o (T1), wiec od tej chwili konsekwentnie bedziemy dowodzi¢
schematow tez.
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Cho¢ definicja nie przewiduje takiej mozliwos$ci, jednak wpisanie udowodnionej wczesniej
tezy nie bedzie naduzyciem: moglibySmy przeciez w tworzonym dowodzie formuty wpisa¢
caly dowod wykorzystywanej tezy. Wpisanie gotowej tezy jest skrotem, ktory na zyczenie
potrafimy rozwingc.

Przyklady dowodow wykorzystujacych gotowa teze:

(T2) - a—>(B—B) poprzedzone prawo tozsamosci
1. (B—B)—=>(a—(B—B)) Ax.1. o/(B—B), B/a
2. (B—PB) T1 o/P
3. a—=>(B—P) RO 1,2
(T3) - (a—>~a)—>~a stabe prawo Claviusa
1. (a—>o)—>((a—>~a)—>~a) Ax.10. o/a, B/a
2. (a—>a) Tl
3. (a—>~0) >~ RO 1,2

Dowodzenie tez (schematow) nie jest procesem algorytmicznym, kazda teza (schemat) moze
mie¢ wiele r6znych dowodow.

Dla przyktadu udowodnimy jeszcze cztery tezy:

(anB)—(BA) prawo przemiennosci dla koniunkcji:

Bierzemy w pierwszym rzedzie pod uwage aksjomaty koniunkcyjne, i staramy si¢
W nastepniku ktoregos$ z nich odtworzy¢ dowodzong tezg. Zawsze staramy si¢ odnalez¢ tezg
w nastepniku, dlatego, ze regula odrywania pozwala nam uzyskiwa¢ wlasnie nastepniki
implikacji.

L (anp)—a Ax.3.

2. (anB)—P Ax.4.

3. ((anB)—=B)=>(((anB) o) >((anp)—>(BAa))) AX.5. al(anp), B/, vl a
4. ((anB)—a)—>((anpB)—(BAa)) RO 3,2

5. (anB)—(Bra) RO 4,1

(avB)—=>(Bva) prawo przemiennos$ci dla alternatywy:

Teraz bierzemy w pierwszym rzedzie pod uwage aksjomaty alternatywne, i1 staramy sie¢
W nastgpniku ktérego$ z nich odtworzy¢ dowodzong tezg.

1. B—>(Bva) AX.6. o/, /o

2. a—>(Bva) AX.7. a/B, P/

3. (a=>(Bva))=>((B—>(Bva)) >((avp)—>(Bva))) AX.8. a/a, B/B, v/ (Bva)
4. B—>PBva))—>((avp)—>(Bva)) RO 3,2

5. (avB)—>(Bva) RO 4,1

oa—>(an(avp)) prawo pochfaniania

1. (a—>a)—=>((a—=>(avp))—(a—(aA(avp)))) AX.5. a/a, B/a, v/ (avp)
2. a—a T1

3. (a—=(avB))—=(a—(aa(avp))) RO 1,2

4. a—>(avp) AX.6.

5. a—(an(avp)) RO 3,4
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~(aA~) prawo niesprzecznosci

1. ((an~a)—a)—=>(((aa~o)—>~a)—>~(ar~a)) Ax.10. o/(an~a), B/o
2. (an~a)—a Ax.3. o/a, B/~a

3. ((ar~a)—>~a)>~(ar~a) RO 1,2

4. (an~0) >~ Ax.4. a/a, B/~a

5. ~(aA~a) RO 3,4

Cwiczenie 14:
Prosze¢ udowodni¢, ze sg tezami KRZ nastepujace formuty:

1. (a—>B)—>(a—a)
2. (0—>B)>((r—>)>(—P))
3. (a—>B)=>((B—1)—>(a—>7))

Definicja: Ze zbioru {a; ,..., an } jest dowiedIna formuta B (symbolicznie: {a; ,..., on }—d B)
wtedy i tylko wtedy, gdy istnicje skonczony cigg formut y; ,.., vk (dowod formuty B
Z przestanek a,..., o), w ktorym [ jest ostatnim wyrazem (B=yx), a dowolny wyraz tego
ciggu jest:

albo przestankg ze zbioru {a ,..., 0tn},

albo aksjomatem, wzglednie teza,

albo formuta, ktéra powstaje przez zastosowanie RO do wczesniejszych wyrazéw tego

ciggu.
Przyklad:
Uzasadniamy dowiedInos¢ formuty an ze zbioru formut {o,}:
la przestanka
2.B przestanka
3. (a—>a)—>((a—B)—=>(a—>(anB))) AX.5. a/a, B/a, v/B
4. a—a T1
5. (a—B)—(a—>(ap)) RO 3,4
6. p—>(a—B) Ax.1. o/B, B/a
7. a—>p RO 6,2
8. a—>(anp) RO 5,7
9. anp RO 8,1

Wykazalismy, ze: {o,B}H—d aAP.
Definicja: Regula wnioskowania o przestankach ay,..., an i wniosku B jest
wyprowadzalna w KRZ wtedy i tylko wtedy, gdy {a ,..., an }—d B-

Uzasadniajac dowiedlno$¢ formuty anf ze zbioru formut {a,B} uzasadniliSmy tym samym
wyprowadzalno$¢ reguty (DK) w KRZ.

Wiersze 2, 6 1 7 tego dowodu tworza ciag uzasadniajagcy wyprowadzalno$¢ regutly
poprzedzania (RP).
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Wyprowadzalne w tym sensie sg tez miedzy innymi nast¢pujace reguty:

avp avp o—>(B-y) a—p
anB anfB o B ~QL ~B a—pB B >v
o B avp ovp B o o>y o>y
(OK) (OK) (DA) (DA) (OA) (OA) (PRO) (PC)
~~Q a ~(anB) ~an~[ o—(a—>p) o—=>(B—y) ~(a—p)
o ~~0 ~ov~P ~(avp) o—P B—(a—y) oan~f
(ON) (DN) (DM) (DM) (SKR) (KOM) (NC)
OK — regula opuszczania koniunkcji ON - regufa opuszczania negacji
DA — regula dotaczania alternatywy DN — regulfa dolaczania negacji
OA — reguta opuszczania alternatywy DM — reguta De Morgana

SKR — reguta skracania
KOM - reguta komutacji
NC — reguta negacji implikacji

PRO — poprzedzona reguta odrywania
PC — regula przechodniosci implikacji

Cwiczenie 15:
Prosze uzasadni¢ wyprowadzalnos$¢ regut OK, OA, DA, PRO, PC, ON, DN, KOM.
Cwiczenie 16:

Uzasadniajgc dowiedIno$¢ wniosku — formuta po ukosnikach, z przestanek — formut
przed uko$nikami, prosze wykazaé, ze sg schematami regut wyprowadzalnych:

. a—p, ~B I ~a

AP I (y=>o)A(y—B)
(~avB)—>B, ~a ll B

. (avB)—>y, ~y I ~an~B
. a—>B I a—>(y—>B)
.0—=>(B >~B) Il a—~p

oUAwWN R

Dzigki gotowym tezom i regulom wyprowadzalnym mozemy proces dowodzenia jeszcze
bardziej uproscic.

Definicja: Ze zbioru {a ,..., oy } jest inferowalna formuta B (symbolicznie: {a; ,..., an }—B)
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje skonczony ciag formut yi,..,yk (zwany dedukcja formuty
B z przestanek a ,..., an ), w ktorym B jest ostatnim wyrazem (B=yx), a dowolny wyraz tego
ciagu jest:

albo przestankg ze zbioru {a; ,...,an},

albo aksjomatem, wzglgdnie teza,

albo formula, ktéra powstaje przez zastosowanie RO lub dowolnej regutly
wyprowadzalnej do wezesniejszych wyrazow tego ciagu.

Whiosek:
{au1 ..., on H— B wtedy i tylko wtedy, gdy {o1 ,..., o FH— -
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Fakt:
@ — a wtedy i tylko wtedy, gdy a jest teza

Twierdzenie o dedukcji wprost (TDW):

{a ,...,an }— B wtedy i tylko wtedy, gdy {a; ,...,0n1 }—con— B

Czyli jesli zmniejszymy zbior przestanek, to nie wydedukujemy juz tego samego wniosku 3,
lecz zdanie warunkowe: ,,0 ile zajdzie pominig¢ta przestanka, to 3.

Whiosek z twierdzenia o dedukcji:
{o ,...,an }— P wtedy i tylko wtedy, gdy & — o1 = (a2 =(...(an =P)...))

TDW ma zastosowanie tylko do formut implikacyjnych.
Przyklady:

1. Dla pokazania, ze formula: a—((a—B)—p) jest teza KRZ uzasadniamy nastepujaca
inferencje: {a, a—>p}H—P

1. a—p zalozenie
2.0 zalozenie
3B RO 1,2

2. Dla pokazania, ze formuta: ((a—B)—>(a—v))—>(a—>(B—y)) jest teza KRZ uzasadniamy
nastepujaca inferencje: {(a—p)—>(a—y), o, BH—y

1. (a—>B)—>(a—y) zalozenie
2. a zalozenie
3.B zalozenie
4. a—p RP 3

5. a—>y RO 14
6.y RO 5,2

Cwiczenie 17:

Korzystajac z twierdzenia o dedukcji wprost proszg uzasadnié, ze sa tezami KRZ
nastepujace formuty:

1. a—>(B—>(anp)) prawo dotaczania koniunkcji

2. (a—=>(a—p))—>(a—B) prawo skracania

3. (avP)—=>(~a—B) definicja alternatywy w terminach implikacji i negacji
4. (a—=>(B-v)—>(B—>(a—v)) prawo komutacji

5. (a—=>B)—=>((B—y)—>(a—y)) prawo przechodnio$ci implikacji

6. (a—=>(B-y))—~>((anB)—Y) prawo importacji

7. ((anB)—>y)—=>(a—>(B—Y)) prawo exportacji

8. a—>~~a stabe prawo podwojnego przeczenia

Stabe Twierdzenie o Dedukcji Niewprost (STDN):
{a ,eoyan B} — {y,~y} wtedy i tylko wtedy, gdy {a; ,...,0n }— ~B

Mocne Twierdzenie o Dedukcji Niewprost (MTDN):.
{a yeoyan ,~B} —{y,~y} wtedy i tylko wtedy, gdy {a; ,...,on }— B
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Whioski z twierdzen o dedukcji niewprost:
1. {o,..., on B} —{y,~v} wtedy i tylko wtedy, gdy & — a1—>(a2—(...(cth—>~)...)) STDN
2. {ay,..., on ,~P} — {y,~v} wtedy i tylko wtedy, gdy & — ou—>(ato—>(...(ctn—p)...)) MTDN

STDN ma zastosowanie do tych formul implikacyjno-negacyjnych, ktérych nastepnik jest
zanegowany, albo do formul, ktorych glownym znakiem jest negacja: np. ~(oA~a).

MTDN jest uniwersalne, stosuje si¢ do kazdej dowiedlnej formuty KRZ.

Umowa : Zamiast pisa¢ ¥ — {y,~y} bedziemy pisa¢ ¥ — sprzecznosc.

Przyklady:

A.

Dla pokazania, ze formuta (a—f)—(~p—>~a) — stabe prawo kontrapozycji jest tezg KRZ
uzasadniamy nastepujacg inferencje: {o—p, ~B, a}— sprzecznosé

1. a—P zalozenie

2. ~B zalozenie

3.a zalozenie STDN
4. B RO 1,3

Sprzecznosé: 2 i 4, wiec na mocy STDN &I |— (a—p)—>(~p—~a), co oznacza, ze jest
teza, na mocy Faktu z poprzedniej strony.

B.
Dla pokazania, ze formuta ~(aA~o) — zasada sprzecznosci jest tezg KRZ uzasadniamy
nastepujaca inferencje: {aA~a}— sprzecznosé

1. on~al zalozenie STDN
2.0 OK1
3. ~a OK1

Sprzecznosé: 2 i 3, wiec na mocy STDN i Faktu tezg jest formuta: ~(aA~a).

C.
Dla pokazania, ze formuta: (~a—~B)—(B—a) — mocne prawo kontrapozycji jest tezg KRZ
uzasadniamy nastepujacg inferencje: {~o—>~p, B, ~a}— sprzecznosé

1. ~a—~p zalozenie

2.8 zalozenie

3. ~a zalozenie MTDN
4. ~f RO 1,3

Sprzeczno$é: 2 14, wigc na mocy MTDN i Faktu tezg jest formuta:(~a—>~B)—>(B—a).

D.
Dla pokazania, ze formuta: av~a — prawo wylaczonego $rodka jest tezag KRZ uzasadniamy
nastepujacg inferencje: {~(av~a)}— sprzecznosé

1. ~(ov~a) zatozenie MTDN

2. a—>(av~a) AX.6. o/a, B/~a

3. ~a—(ov~a) AX.7. a/a, B/~a

4. (a—(av~a))—>(~(av~a)—>~a) Teza z przyktadu A. a/a, B/(av~a)
5. ~(av~a)—>~a RO 4,2

6. ~o RO 5,1

7. ov~0 RO 3,6

Sprzecznos¢ 117, wigc na mocy MTDN i Faktu teza jest formuta: av~a.
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Cwiczenie 18:

Korzystajac z twierdzen o dedukcji niewprost prosze uzasadnic¢, ze sg tezami KRZ
nastepujace formuty:

1. a—>~~a

2. (a—>~a)—>~a

3. (a—>B)>((~a—P)—P)

4. (~a—a)—>a

5. ~(avB)—>~a

6. ~(avp)—>~p

7. (~a—>B)—>(~p—ow)

8. (a—>~B)—=>(p—>~x)

9. ((arB)—>1)—>((ar~y)—>~p)

10. ~(a—B)—a

11. ~(a—B)—>~p

12. (a—p)—>(~avp)

13. (a—p)—=>(~avp)

14. (~an~B)—>~(avp)

15. ((av~P)A(avp))—a

16. (a—>P)v (B—>w)
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1.8. ELEMENTY RACHUNKU GENTZENA DLA KRZ

Definicja: Sekwent jest to najogdlniejsza posta¢ schematu wnioskowania, w ktorym
dopuszcza si¢ dowolnie wiele formut w poprzedniku (antecedens) i w nastgpniku (sukcedens).
Poprzednik od nastepnika oddziela strzatka sekwentowa [> .

W sekwentach operujemy zaréwno zbiorami formut (takze pustymi), ktore oznaczamy
duzymi literami (A, T, ©, A), jak i pojedynczymi formutami, ktére oznaczamy matymi
literami.

Przyklady sekwentow:

r>o,pB

o,B,TD>0O,a

>0, a, o
Formuty w poprzedniku interpretujemy jako koniunkcje, a formuly w nastgpniku jako
alternatywe.

Czyli (a—>B), (a—>B) B> (a—>7), (1—B)
o O @ @
— z koniunkcji (1) i (2) wynika (3) lub (4) lub (3) i (4)

Gdy antecedens jest pusty, to sukcedens jest tautologia, poniewaz tautologie wynikaja
z kazdego, wigc 1z pustego zbioru formut:

> o —toa jesttautologig.

Gdy sukcedens jest pusty, to antecedens jest wewngtrznie sprzeczny: albo wyst¢puje w nim
kontrtautologia, albo para formut sprzecznych:
B> —gdy B jest kontrtautologia lub  ~y,y D>

Jedynym aksjomatem, ktory przyjmujemy jest nastepujacy schemat:
al>a sekwent poczatkowy drzewa dowodu

Przyjmujemy nastepujace:
1. — reguly strukturalne:

Rozrzedzanie pozwala dopisa¢ do sekwentu dowolng formuie:
—przed (RP>) lub po (>R ) strzalce sekwentowej
rozrzedzanie: r>e r>e
RD> o, I'D>0 DR TI'D>o, a
czyli dodanie przestanki lub konsekwencji nie zmienia poprawnosci sekwentu

Skracanie pozwala usung¢ z sekwentu powtarzajaca si¢ formuie:
— przed (SP>) lub po (>S ) strzalce sekwentowej
skracanie: o0l >0 >0 00
S>> o,I'>0e >DS TI'>0o a
czyli liczba tych samych formut po tej samej stronie sekwentu jest nieistotna

Przestawianie pozwala zmienia¢ kolejno$¢ formut wystepujacych w sekwencie:
— przed (P>) lud po (B>P) strzalce sekwentowej
przestawianie: [Lo,B.AD>O® >0 0pb A
P> TI,B,0,AD>©® DP T'D>oB oA
czyli kolejnos$¢ formut w sekwentach jest nieistotna
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2. — reguly logiczne dotycza zasad wprowadzania w poprzedniku i nastepniku sekwentu
poszczeg6lnych spdjnikow:

Koniunkcja:

— regula (P>K) pozwala polaczy¢ koniunkcjg po strzalce sekwentowej dwie formuty,
ktore wystapily jako nastepniki w dwoch poprzednich sekwentach, rdznigcych si¢ tylko tymi
nastgpnikami.

— regula (KPD>) pozwala dopisa¢ koniunkcje przed strzatkg sekwentows, jezeli
ktoérykolwiek czlon (dwa warianty) tej koniunkcji wystapit w poprzedniku w sekwencie
poprzednim.

Ir>e.a I'>e.B o.I' >0 B.I'>0O
DK T'D 0, (arp) K> (anp), T > 0 (anp), T > O

Alternatywa:

— reguta (>A) pozwala dopisa¢ alternatywe po strzalce sekwentowej, jezeli
ktorykolwiek czlon (dwa warianty) tej alternatywy wystapit w nast¢pniku w sekwencie
poprzednim

— regula (AD>) pozwala polaczy¢ alternatywg przed strzatka sekwentowsg dwie
formuly, ktore wystgpity jako poprzedniki w dwoch poprzednich sekwentach, réznigcych sie
tylko tymi poprzednikami.

r>0e.a r>e.p .l >0 B.I>®
DA TD>0,(wwp) TD>0,(avp) AD> (avp), T >0

Implikacja:

— reguta (P>>C) pozwala dopisa¢ implikacje po strzalce sekwentowej, jezeli jej
poprzednik wystapil w poprzedniku, a nastepnik W nastepniku sekwentu poprzedniego

— reguta (CP>) pozwala dopisa¢ implikacje przed strzalka, jezeli jej poprzednik
wystgpit w nastepniku jednego, a nastepnik w poprzedniku drugiego z dwoch poprzednich
sekwentow

ol >0 r'>e, a B.AD A
>C 1> 0, (a—p) >C (a—B),I,AD> 0O, A

Negacja:

— reguta (>>N) pozwala napisa¢ formule zanegowang po strzalce sekwentowej, jezeli
w poprzedniku poprzedniego sekwentu wystapita ona bez negacji

— reguta (ND>) pozwala napisa¢ formule zanegowang przed strzatkg sekwentows,
jezeli wystapila ona bez negacji w nastgpniku poprzedniego sekwentu

.l >0e r'>0e.a
DN T Do, -~ N> ~a, D> 0®

Przyklady:
1.
Metoda sekwentow Gentzena uzasadnimy, ze formuta ~(aA~a) jest teza KRZ:

al>a

~a, o > N>
oA~a, o > K>
o, aA~o > P>
oA~OL, OA~OL D> K>
on~o > s>
D> ~(an~a) >N
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2.
Metoda sekwentow Gentzena uzasadnimy, ze formuta ~~a—a jest tezg KRZ:
al>a
> a, ~a >N
~~a > o N[>
D> ~~a—a >C

3.
Metoda sekwentéw Gentzena uzasadnimy, ze formuta a—(f—a) jest tezg KRZ:
al>a
B, o> a RD>
o> B—a >C
> as(B—oa) PC

4.
Metoda sekwentow Gentzena uzasadnimy, ze formula ~ (an~B)—>(a—>P) jest tezg KRZ:
rozpoczynamy od dwdch aksjomatow, by mie¢ dwie przestanki do zastosowania reguty [>K

B> B
al>a o,p>B RD>
al>a, B >R B,a>pB P>
al> B, a >P al> B, ~p >N

a > B, or~B >K
a > an~B, B >P
D> an~B, a—>P >C
D> a—B, or~B >P
~(oA~B)D> a—B NP>

> ~(ar~B)—(a—P) >C

Cwiczenie 19:

Prosz¢ uzasadni¢ metoda sekwentow Gentzena nastepujace tezy KRZ:
l. a—>~~a
2. (anB)—a
3. (a—>~a)—>~a
4. (a—>B)—>(~p—>~a)
5. (aA~B)—>~(a—B)
6. (a—P)—>((~a—PB)—p)
7. ~(avB)—=>(~ar~P)
8. (a—=>pB)v(p—a)
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1.9. SYSTEM DRZEW DIADYCZNYCH SMULLYANA DLA KRZ

Definicja: Drzewem Smullyana formuty a jest zbioér wszystkich gatezi o poczatku a.
Czyli drzewo budujemy w ten sposob, ze u korzenia drzewa (drzewa sg odwrocone korong
w dot) umieszczamy formule o, a pozostatle wierzchotki — poczatki gatezi sa podformutami
lub negacjami podformut formuty a.
Galaz jest zamknieta, gdy zawiera pare formul sprzecznych.
Drzewo jest zamkniete, gdy ma wszystkie galgzie zamknigete.

Fakt: Formuta o jest teza, gdy drzewo jej przeczenia ~a jest zamknigte.

A zatem, chcac ustali¢ czy formuta o jest tezg sprawdzamy, czy drzewo jej przeczenia: ~o
jest zamknigte. Na jego galeziach wpisujemy formuly, stosujac nastgpujace reguly rozktadu:

do galezi wraz

z formutg ksztattu (anP) nalezg obie formuty o oraz f3:

onP
reguta K o
z formulg ksztaltu (avB) nalezy jedna z formut o albo B — galaz si¢ rozwidla:
avp
reguta A
o p
z formulg ksztaltu (a—f) nalezy jedna z formut ~o albo  — galaz sie¢ rozwidla:
oa—pB
reguta C
~eL B
z formulg ksztattu ~(aAPB) nalezy jedna z formut ~o albo ~p — galaz si¢ rozwidla:
~(a A P)
reguta NK
~0L ~B
z formutg ksztattu ~(avB) nalezg obie formuty ~o oraz ~f:
~(av B)
reguta NA ~0L
~p
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z formutg ksztattu ~(o—f3) nalezg obie formutly o oraz ~f:

~(o— )
reguta NC o
~p
z formulg ksztaltu ~~a nalezy formuta o
~~OL
regufa N o

Przyklady:
1.Czy formuta pv~p jest teza KRZ?
~(pv~p)
~p
~~p NA

X

Poniewaz do galezi nalezy para formut sprzecznych ~p oraz ~~p wigc jest zamknigta, czyli
badana formula jest tezg KRZ.

2.Czy formuta pA~p jest tezg KRZ?

~(pA~p)

~p ~~p NK

Poniewaz do zadnej gal¢zi nie nalezy para formut sprzecznych, badana formuta nie jest teza
KRZ.

3.Czy formuta (pvq)—p jest tezg KRZ?

~((pva)—p)
pvq }
- NC
p/\q A

X
Poniewaz nie do wszystkich gal¢zi nalezy para formul sprzecznych — prawa galaz jest

niesprzeczna, badana formuta nie jest teza KRZ.
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4.Czy formuta ~(p—q)—(ra~Qq) jest teza KRZ?
~(~(p—0)>(rA~0);

~(p—0)
~(rA~0) NC
p
- NC
~r/\-q NK

X

Poniewaz do lewej galezi nie nalezy para formut sprzecznych, badana formuta nie jest teza

KRZ.

Cwiczenie 20:

Prosze sprawdzi¢ metoda niewprost drzew Smullyana czy sg tezami KRZ nastepujace

formuty:
1. ((p—9)—>p)—>~p
2. (p>)—p)—>(~p—0)
3. (p—>(p—0))—>(p—~0)
4. (~(p—>g)—>N—>(p—>(qvr))
5. ((pva)A((p—r)v(g—r)))—r
6. ((pv~0)—>1)—>(p—>(q—1))
7. ((pAg)—>1)—(p—>(g—1))
8. (p—>a)—>(p—1)—=>((prg)—T)
9. (p—>9)—>(p—1)—>(~(grr)—>~p)
10. ((P=>PA(r—8))>((~p—>1—>(~g—5))
11, ((~pvA(~1vS))=>((~gA~S)—>(~pA~T))
12. ((P=>PA(r—8))—>(~(p—>~1—>~(d—>~5))
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II. KLASYCZNY RACHUNEK PREDYKATOW

IL.1. JEZYK KLASYCZNEGO RACHUNKU PREDYKATOW

Klasyczny Rachunek Zdan nie oddaje wewnetrznej budowy zdan prostych, z ktérych kazde
zastepujmy pojedyncza zmienng zdaniowa. Klasyczny Rachunek Predykatow korzysta
Z glebszej analizy zdania naturalnego, wnika w wewngtrzng jego strukture.
Definicja: Jezyk Rachunku Predykatow (w skrocie JRP):
I. Alfabet:
1. Zmienne:
— indywiduowe X, Y, z,..., X, X1, Xz, ... — oznaczane matymi tacinskimi literami
— predykatywne P, Q, R, ..., P1, Pa,... — z kazdg zmienng predykatywna zwigzana jest
pewna liczba naturalna - jej argumentowosc.
2. Stale logiczne
— funktory zdaniotworcze: A, v, >, ~— jak w JP
— kwantyfikatory: A — duzy, ogolny, V — maly, szczegdtowy
3.Znaki pomocnicze: nawiasy (,) 1 przecinek ,, ,”

W jezyku naturalnym zmiennym indywiduowym odpowiadaja wyrazenia, ktore pelnig
W wypowiedziach role zmiennych: zaimki, nazwy ogdlne, liczebniki.

Kwantyfikatorom odpowiadajg zwroty kwantyfikujace: symbol A czytamy ,dla kazdego”,
,dla wszystkich”, ,jakikolwiek”, ,,dowolny”, ,.zaden”, a symbol V czytamy ,,istnieje”, ,dla
pewnego”, ,,niektére”.

I1. Wyrazeniem JRP jest kazdy skonczony cigg symboli alfabetu tego jezyka.

I1l. Formula JRP jest takie i1 tylko takie wyrazenie, ktore jest zbudowane zgodnie
Z nastgpujacymi regutami:

(1) kazdy ujety w nawiasy cigg dowolnych n zmiennych indywiduowych oddzielanych
przecinkami i poprzedzony n-argumentowg zmienng predykatywng jest formulg (zwang
formula atomow3);

(2) jesli a i B sg dowolnymi formutami, to rowniez (aAp), (avp), (a—p), ~a sg formutami;
(3) jesli a jest dowolng formutg oraz jesli a jest dowolng zmienng indywiduowa, to Aao oraz
Vao takze sg formutami.

Przyklady:

formut atomowych: P(X)
Q(xy)
Q(x,x)
R(x.y.2)
R(X,x,y)

formut ztozonych:  (P(X)AQ(X,Y))
(R(x,x,X)>Q(X,X))
VXP(X)
AXVYQ(X.y)
(PX)VP(x))
(AX(P(X)AQ(X)) > (AXP(X) AVAXQ(X)))
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Uwaga: nie moze by¢ formula wyrazenie AX(Q(X)vQ(X,y)), bo ta sama zmienna
predykatywna Q ma w tym wyrazeniu r6zng argumentowos¢, o czym $wiadczy rézna dtugosé
towarzyszacego jej ciggu zmiennych indywiduowych.

Umowa: Podobnie jak w JP bedziemy opuszczaé zewngtrzne nawiasy formut JRP.

Przyklady:
Ujawnianie logicznej struktury wypowiedzi jezyka naturalnego:
1. To jest pies.
P(x)
2. Wyzel jest psem.
W(x)—P(x)
Nazwe og6lng ,,pies” , ktora jest predykatem jednoargumentowym wyrazamy przy
pomocy odpowiadajacego jej predykatu P ,,jest psem”: ,,Jesli to jest wyzel, to on jest psem.”

3. Kazdy wyzet jest psem.
AX (W(X)—P(x))
4. Pewien labrador jest psem.
VX(L(X)AP(X))
Przyktady 3 14 pokazuja jak w symbolicznym JRP zapisa¢ dwa — twierdzace — sposrod
czterech klasycznych zdan kategorycznych. Pozostate dwa — przeczace:

5. Pewna myszka nie jest psem.
VX(M(X)A~P(X))
inaczej: Nieprawda, ze kazda myszka jest psem.
~AX(M(X)—>P(x))

6. Zaden kanarek nie jest psem.
AX(K(X)—>~P(x))
inaczej: Nie istnieje kanarek, ktory bylby psem.
~VX(K(X)AP(X))

7. Tylko wyzet jest psem.
AX (P(X)>W(X))

8. Nie tylko wyzet jest psem.
~(AX(P(X)>W(x))) czyli VX(P(X)A~W(X))

9. Kazdy malarz jest uczniem pewnego malarza.
AX(M(X)—Vy(M(y)AU(x,y)))

10. Pewien malarz nie jest uczniem zadnego malarza.
~AX(M(X)>VY(M(y)AU(x,y)))
czyli VX(M(X)AAY(M(Y)—>~U(x,y))) lub  VX(M(X)AVY(M(Y)AU(X,Y)))

11. Kazdy malarz tworzy takie obrazy, ktére pewnemu malarzowi nie podobaja sig¢.
AX(M(X)=>VY((O(Y)AT(X,Y))AVZ(M(2)A~P(z,Y))))
12. Niektorzy malarze nie cenig zadnego malarza, wigc niektorzy malarze nie cenig samych
siebie.
VX(M(X)AAY(M(Y)—>~C(x,Y))) > VX(M(X)A~C(X,X))
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Cwiczenie 21:

Proszg¢ przettumaczy¢ na symboliczny JRP nastepujace zdania:
1. Pewien deser lubig wszystkie dzieci.
2. Pewien deser lubig niektore dzieci.
3. Pewien deser lubig nie tylko dzieci.
4. Wszystkie desery lubig wszystkie dzieci.
5. Wszystkie desery lubig niektore dzieci.
6. Nie wszystkie grzyby sa rydzami.
7. Niektore grzyby sg pieczarkami.
8. Jesli nie tylko pieczarki sg grzybami, to pewien grzyb nie jest pieczarka.
9. Nie wszyscy, ktorzy lubig pieczarki, lubig wszystkie grzyby.
10. Pewien utwér Chopina graja niektorzy pianisci
11. Kazdy pianista gra jaki$ utwor Chopina
12. Zaden pianista nie gra wszystkich utworéw Chopina.
13. Pewien utwér Chopina gra kazdy pianista.
14. Pewien pianista gra tylko utwory Chopina.
15. Nie tylko pianista gra utwory Chopina.
16. Nie kazdy utwor Chopina gra kazdy pianista.

Definicja: Zmienna indywiduowa wystepuje w formule wtedy i tylko wtedy, gdy
zmienna ta jest argumentem pewnej zmiennej predykatywnej tej formuty.
Przyklad: W formule VX(P(X)— Ay (Q(z)vR(x))) wystepujg zmienne: X, z.

Zmienng, ktora wystepuje bezposrednio po znaku kwantyfikatora nazywamy zmienna
objeta kwantyfikatorem.

W podanym przyktadzie duzy kwantyfikator obejmuje y, maly obejmuje x.

Zasieg kwantyfikatora — to najmniejsza podformuta, ktéra rozpoczyna si¢
bezposrednio po zmiennej objetej danym kwantyfikatorem.

W naszym przykladzie zasieg matego kwantyfikatora stanowi formuta P(x)—>Ay(Q(z)vR(X)),
a zasieg duzego kwantyfikatora — formuta Q(z)vR(X).

Wystapienie zmiennej w formule nazywamy zwigzanym, jesli zmienna ta lezy

W zasiggu kwantyfikatora obejmujacego zmienng identycznego ksztaltu.
W podanym przyktadzie zmienna x ma dwa wystapienia zwigzane.

Wystagpienie zmiennej, ktore nie jest zwigzane, nazywamy wystapieniem wolnym.
W naszym przykladzie zmienna z ma wystapienie wolne.

Zmienna, ktéra ma chocby jedno wolne wystagpienie w formule jest zmienng wolng
tej formuly. Zmienne, ktére maja w formule tylko wystapienia zwigzane, a takze wszystkie
zmienne, ktére w formule wcale nie wystepuja, nie sag zmiennymi wolnymi tej formuty.
Formuty ze zmiennymi wolnymi odpowiadaja funkcjom zdaniowym jezyka naturalnego.
Formuty, w ktorych wszystkie wystgpujace w nich zmienne indywiduowe maja tylko
wystapienia zwigzane odpowiadaja zdaniom w sensie logiki.

Symbolem a(a/b) oznacza¢ bedziemy formulg, ktora powstaje z formuly o przez
podstawienie w niej zmiennej b za zmienng indywiduows a.

Aby takie podstawienie wykona¢ poprawnie, nalezy podstawia¢ nowa zmienna
jednocze$nie we wszystkich miejscach wolnych wystapien zmiennej eliminowanej, tak, by
w wyniku wykonania podstawienia liczba wolnych wystapien zmiennych w formule nie
uleglta zmianie — nie zmniejszyta si¢. Gdyby podstawienie miato naruszy¢ ktoras z tych zasad,
wowczas jego wynikiem jest formuta wyjSciowa.
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Przyklad:
o= AX(Q(x,y)>VzR(x,z,y)) vAWP(2)
X, Y, Z —zmienne wystepujace w formule o
X — ma 2 wystapienia w formule o — oba zwigzane
y — ma 2 wystapienia w formule oo — oba wolne
Z — ma 2 wystgpienia w formule a — jedno wolne, jedno zwigzane
Y, Z — zmienne wolne formuly o

o(W/X) = a, poniewaz podstawiamy tylko za zmienne wolne formuty o, a zmienna w nie
wystepuje w formule o, a wigc nie jest wolna w o

o(x/s) = a, poniewaz podstawiamy tylko za zmienne wolne formuty o, a zmienna x nie jest
wolnaw a

o(y/X) = a, poniewaz y ma dwa wolne wystgpienia, ktore w wyniku takiego podstawienia
zmienilyby si¢ na zwigzane

o(y/z) = a, poniewaz y ma wolne wystgpienie, ktore w wyniku takiego podstawienia
zmienilyby si¢ na zwigzane

a(y/s) = AX(Q(x,8)—>VzR(x,z,5)) vAWP(z)

o(z/w) = a, poniewaz z ma wolne wystapienie, ktore w wyniku takiego podstawienia
zmieniloby si¢ na zwigzane.

o(zly) = AX(Q(X,y)—>VzR(X,z,y))AAWP(Y)

Cwiczenie 22.

Prosze wskaza¢ w podanych formutach JRP:

a) zasigg poszczeg6dInych kwantyfikatorow,

b) wszystkie wystapienia wolne 1 wszystkie wystgpienia zwigzane zmiennych
indywiduowych,

¢) zmienne wolne formuty.

. VXR(X,Y)AVZR(X,2)

. AXP(x,y)—>Q(X,Y,2)

- AX(P(x,y)—>Q(x.y,2))

. VX(P(X,2)AVZR(X,2))

. VX(AYR(X,Y,8))vVzP(X,y)

. AX(VYR(X,Y,8))AVZR(X,2,Y)

. VXVzZR(X,Y,2)—>AyR(X,Y,2)

. AX(VYR(X,Y,2)vVz(P(z,X)—>Q(X,Y,2)))

- AX(VYP(X,y)AVZP(X,2)) >AY(Q(z,y)v(VZ(P(z,y) >AYR(X,Y,2))))

O© 00O NO Ol WDN -

Cwiczenie 23.
Prosze w podanych formutach wykona¢ prawidlowe podstawienia:

.a(Xlz), o(yls), a(z/s), a(zly) w formule a=AX(VYR(X,Y,s))AVZR(X,z,y)

o(y/x), a(x/z), a(y/s), a(zly) w formule a=Vx(VzR(X,y,z)>AyR(y,z,X))

a(X/z), a(ylz), a(z/s), a(zly) w formule a=AX(VYR(X,y,z) AVZP(X,y))—>AyQ(z)
o(xly), a(y/x), o(y/z), a(z/w) w formule a=VXVzR(X,y,z)—>(AyR(Y,z,X)vAz(Q(z,y)))
a(xtly), a(ylz), o(yls), a(z/w) w formule a=AX(VYR(X,y,z)A Az(Q(z,y)—>R(X,z,y)))

g~ wWN P
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11.2. TAUTOLOGICZNOSC FORMUL

Definicja: WartoSciowaniem w KRP jest kazde i tylko takie odwzorowanie Vv
przeprowadzajace zbior formutl JRP Xrp w zbior wartosci logicznych {1,0}, ktoére dla
dowolnych o, BeX;re | dowolnej zmiennej indywiduowej a spetnia nastepujace warunki:

1. v(anPB)=1 wtedy i tylko wtedy, gdy v(a)=v(p)=1

2. v(avB)=1 wtedy i tylko wtedy, gdy v(a)=1 lub v(B)=1

3. v(a—p)=1 wtedy i tylko wtedy, gdy v(a)=0 lub v(B)=1

4.v(~a)=1  wtedy i tylko wtedy, gdy v(a)=0

5.v(Aa a)=1 wtedy itylko wtedy, gdy dla kazdej zmiennej indywiduowej b

v(a(a/b))=1
6. v(Va o)=1 wtedy itylko wtedy, gdy istnieje zmienna indywiduowa b, taka ze
v(a(a/b))=1
albo rownowazne warunki:
1’. v(anp)=0 wtedy i tylko wtedy, gdy v(a)=0 lub v(B)=0
2. v(avP)=0 wtedy i tylko wtedy, gdy v(a))=v(B)=0
3’. v(a—p)=0 wtedy i tylko wtedy, gdy v(o)=1iv(B)=0
4. v(~a)=0 wtedy i tylko wtedy, gdy v(o)=1
5°. v(Aa a)=0 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje zmienna indywiduowa b, ze
v(a(a/b))=0
6’. v(Va a)=0 wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej zmiennej indywiduowej b
v(a(a/b))=0

Tak okreslone wartoSciowanie charakteryzuje duzy kwantyfikator jako nieskonczong
koniunkcje formut, a maty kwantyfikator jako nieskonczong alternatywe:

AXP(x)=1 wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie zdania typu P(a) sa prawdziwe, czyli
P(X)=1iP(y)=1iP(2)=1 i tak dalej, natomiast

AXP(x)=0 wtedy i tylko wtedy, gdy chociaz jedno ze zdan typu P(a) jest falszywe,
czyli P(x)=0 lub P(y)=0 lub P(z)=0 i tak dalej)

VXP(x)=1 wtedy i tylko wtedy, gdy chociaz jedno ze zdan typu P(a) jest prawdziwe,
czyli P(x)=0 lub P(y)=0 lub P(z)=0 i tak dalej, natomiast

VXP(x)=0 wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie zdania typu P(a) sg falszywe, czyli
P(x)=0 i P(y)=0 i P(2)=0 i tak dalej)

Definicja: Formuta jest tautologia KRP wtedy i tylko wtedy, gdy przyjmuje ona wartos$¢ 1
przy kazdym warto$ciowaniu.

Poniewaz funktory A,v,—,~ sa w KRP scharakteryzowane dokladnie tak, jak w KRZ zatem
kazdy schemat tautologii KRZ jest schematem tautologii KRP.

Metoda badania tautologiczno$ci formut w KRP:

Badanie tautologicznosci metoda tabelkowa (wprost) nie jest mozliwe, gdyz tabelka
musialaby mie¢ nieskonczenie wiele 1 kolumn, 1 wierszy — jako, ze warto$¢ formuty
skwantyfikowanej np. AxP(x) zalezy od wartosci nieskonczenie wielu formut typu P(a), gdzie
a jest dowolng zmienng indywiduowg. Zatem pozostaje metoda niewprost, czyli proba
sfalsyfikowania formuly i rekonstrukcji warto§ciowania, ktore badanej formule przypisuje
warto$¢ 0. Jesli kazda taka proba zakonczy si¢ sprzeczno$cig - wowczas wyciggniemy
wniosek, ze badana formuta jest tautologia.
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Diagramy, w ktorych bada¢ bedziemy tautologiczno$¢ formut KRP sg podobne do diagramow
stosowanych w KRZ. Stosujemy te same reguty: K1, KO, Al, A0, C1, CO, N1, NO oraz
specyficzne dla KRP reguly rozktadu formut kwantyfikatorowych: A1, AO, V1, VO.

AL 1]0 A 1o V1 1|0 vo  1]o0
Aaa A aa Vaa, Vaa
oa/by) aalc) a(alc) a(a/by)
oa/by) a(a/by)

gdzie by,...,.bn sa wszystkimi zmiennymi, ktore wolno wystapity w ktorejkolwiek formule
W obrebie danej galezi diagramu (danego warto$ciowania), natomiast ¢ jest zmienng, ktora
w zadnej z formul rozwazanych w ramach danego wartosciowania nie miata wolnego
wystapienia. Jesli zdarzy si¢ tak, ze przed zastosowaniem regut Al i VO zadna zmienna nie
miata w diagramie wolnego wystgpienia, wtedy do podstawienia uzywamy dowolnej
zmienne;j.

Reguta A1l — mamy prawdziwg formule rozpoczynajaca si¢ duzym kwantyfikatorem.
Woéweczas z definicji wartoSciowania wiemy, ze muszg by¢ prawdziwe wszystkie formuty,
ktore powstang z formuty pod kwantyfikatorem, przez podstawienie w niej za uwolniong
zmienng indywiduowg dowolnej zmiennej indywiduowej. Zatem w lewa kolumne diagramu
trzeba wigc wpisac te formuty, na ktérych mamy najwieksza szans¢ uchwycenia sprzecznosci,
a wigc z takimi podstawieniami, ktore juz wczesniej byly stosowane, czyli wykorzystujemy
do podstawien wszystkie te zmienne, ktore juz pojawily si¢ w diagramie w obrebie
konstruowanej galezi, jako wolne.

Reguta AO — mamy w kolumnie fatszu formule zaczynajaca sie¢ od duzego kwantyfikatora.
Dla falszywosci takiej formuty wystarczy, by chociaz jedno ze zdan uzyskanych z formuty
pod kwantyfikatorem przez podstawienie za uwolniong zmienng bylo fatlszywe. Rozwazamy
wi¢c sytuacje, ktora jest najmniej korzystng do uzyskania sprzeczno$ci w diagramie —
najtrudniej bedzie osiggnaé sprzecznos¢, gdy do podstawienia uzyjemy takiej zmiennej, ktora
jeszcze wolno nie wystgpita w obrgbie odtwarzanego warto$ciowania. Najlepiej gdy jest to
zawsze catkiem nowa zmienna, rézna od wszystkich dotad wykorzystanych.

Reguta V1 — mamy w kolumnie prawd formule zaczynajaca si¢ od matego kwantyfikatora.
Postepujemy podobnie jak w przypadku reguly AO — definicji wartosciowania dla
prawdziwosci formuly egzystencjalnej wystarczy, by chociaz jedno ze zdan uzyskanych
z formuty pod kwantyfikatorem przez podstawienie za uwolniong zmienng bylo prawdziwe.
Do podstawienia uzyjemy takiej zmiennej, ktora jeszcze wolno nie wystgpita w obrgbie
odtwarzanego warto$ciowania. Najlepiej gdy jest to catkiem nowa zmienna.

Reguta VO — z falszywg formulg egzystencjalng postepujemy podobnie jak w przypadku
reguty Al. Z definicji warto$ciowania wiemy, ze musza by¢ falszywe wszystkie formuty,
ktore powstang z formuty pod kwantyfikatorem, przez podstawienie w niej za uwolniong
zmienng indywiduowa dowolnej zmiennej indywiduowej. W prawg kolumng diagramu trzeba
wigc wpisa¢ formuly z takimi podstawieniami, ktore juz wczesniej byly stosowane.
Wykorzystujemy do podstawien wszystkie te zmienne, ktore juz pojawily si¢ w naszym
diagramie, w obrgbie rekonstruowanej gatezi, jako wolne.

By budowane diagramy rozkladu byly jak najbardziej ,,ekonomiczne” dobrze jest
priorytetowo stosowac reguly wprowadzajace nowe zmienne: V1 i AO, a potem Al i VO.
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Przyklady:

1.
Czy formuta AX~P(X)—>~VxP(X) je

110

AX~P(X)
~VXP(X)
VXP(X)
P(2)
~P(2)

P(2)
X

Diagram zawiera sprzeczno$¢.
Badana formuta jest tautologia.

2.
Czy formuta AX(P(X)—>Q(X))—>(VXP(x

st tautologiag KRP?

AX~P(X) = ~VXP(X)

Co

NO

V1 zax podstawiamy catkiem nowg zmienng z

Al zax podstawiamy z, ktora juz wystgpita jako wolna
N1

)—>AXQ(X)) jest tautologig KRP?

110
AX (P(X)—>Q(X)) — (VXP(X)—>AXQ(X))
AX(P(x)—>Q(X)) }
VXP(X)—>AXQ(X) C0
VXP(X)

Q) } co
P(2) V1
Q(w) AO
P(2)—>Q(2) Al
P(w)—>Q(w) Al
[ P(w) QW) | Cl
[ P(2) Q@) | Cl

X = X

Sposrdd trzech wartosciowan w obrebie tego diagramu jedno — galgZz srodkowa — konczy si¢

niesprzecznie.
Badana formuta nie jest tautologia.

3.

Sa wsérod formut KRP takie, dla ktorych proces badania tautologiczno$ci ciggnie si¢

W nieskonczonos¢.

Dla przyktadu sprawdzimy, czy formuta VXAYP(X,y) jest tautologia KRP
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110

VXAYP(X,Y)
AYyP(z1,y) VO
P(Zl,Zz) AO
AYyP(z2,y) VO
P(Zz, 23) AO
AYyP(z3,y) VO
P(Zg, Z4) AO
AYyP(zs,y) VO
P(Z4,Z5)

i tak dalej

Kazde zastosowanie reguty A0 wprowadza do diagramu nowg zmienng. Gdy pojawia si¢
nowa zmienna musimy wroci¢ do formuly wyjsciowej 1 zastosowac regulte VO z uwagi na te
wiasnie zmienng. Proces konstrukcji warto$ciowania obalajgcego trwa w nieskonczonos¢ 1 nie
ma szans na uzyskanie sprzecznosci w diagramie. Badana formuta nie jest tautologia.

Cwiczenie 24.

Prosze sprawdzi€ czy sa tautologiami KRP nastgpujace formuty:

. P(X)—>VxP(x)
. VXP(X)—P(x)
. P(X)—>AXP(x)
. P(y)>VxP(x)
. VXP(X)—>P(y)
. P(y)>VxP(x)

o O, WDN

B. 7. AXP(X)—>VXP(X)
8. VXP(X)—>AXP(X)
9. ~VXP(X)—>~AXP(X)
10. ~VXP(X)>AX~P(X)
11. ~AXP(X)—>VXx~P(X)
12. VXP(X)—>Ax~~P(X)

Cwiczenie 25.

Prosze sprawdzi¢, ktore sposrod praw rozdzielnosci dla kwantyfikatorow wzgledem
spojnikow zdaniotwodrczych sa tautologiami KRP:

A 1. AX(P(X)—>Q(X))—(AXP(X)—>AXxQ(X))
2. VX(P(X)—>Q(X))—=>(VXP(X)—>VxQ(X))
3. (AXP(X)>AXQ(X))>AX(P(X)—>Q(X))
4. (VXP(X)—>VXxQ(x))—>VX(P(x)—>Q(X))
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B. 5. AX(P(X)AQ(X))—(AXP(X)AAXQ(X))
6. VX(P(X)AQ(X))—(VXP(X)AVXQ(X))
7. (AXP(X)AAXQ(X)) >AX(P(X)AQ(X))
8. (VXP(X)AVXQ(X))>VX(P(X)AQ(X))

C. 9. AX(P(X)vQ(X))—(AXP(xvAXQ(X))
10. VX(P(X)vQ(X))—(VXP(X)vVXQ(X))
11. (AXP(X)vAXQ(X))>AX(P(X)vQ(X))
12. (VXP(X)vVXQ(X))—>VX(P(X)vQ(X))

Cwiczenie 26.

Prosze sprawdzi¢, ktore z praw przenoszenia kwantyfikatorow sg tautologiami KRP:

L AX(P(y)>Q()—>(P(y)>AxQ(x))
2. VX(P(y)—=>Q(x))—=>(P(y)—>VxQ(x))
3. AX(P(X)—=Q(y))=>(AXP(x) =Q(Y))
4. VX(P(X)—>Q(¥))>(VXP(x) =Q(Y))
5. AX(P(x)—=Q(y))—=>(VxP(x) —>Q(y))
6. VX(P(x)=>Q(y))=>(AxP(x) —>Q(y))

Cwiczenie 27.

7. (P(y)>AXQ(x))>AxX(P(y)=>Q(x))
8. (P(Y)=>VxQ(X))>VxX(P(y)>Q(X))
9. (AXP(X)—=>Q(y))>AX(P(x) —>Q(y))
10.(VxP(x)—>Q(¥)) > VX(P(x)~>Q(Y))
11. (VxP(x)—=>Q(y)>AX(P(x)—>Q(Y))
12. (AP(x)—=Q(y))—=>VX(P(x)—Q(Y))

Prosze sprawdzi€, ktore z praw przestawiania kwantyfikatorow sg tautologiami KRP:

1. AXAYP(X,Y)—>AYAXP(X,Y)
2. VXVYP(X,Y)—>VYVXP(X,y)
3. VXAYP(X,Y) >AYyVXP(X,Y)
4. AXVYP(X,y)—>VYAXP(X,y)
5. AXAYP(X,y) >AyVXP(X,y)
6. VXVYP(X,y)>AYyVXP(X,y)
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I1.3. PRENEKSOWA POSTAC NORMALNA

Definicja: Preneksowa postaé normalna to taka posta¢ formuty, w ktorej wszystkie
kwantyfikatory przesunigte sg na poczatek formuty albo formuta ich nie zawiera.
Kazdg formule KRP mozna sprowadzi¢ do takiej postaci.
Przyklady:
— formuty nie w preneksowej postaci normalnej:
PO)AAXQ(X,Y)
AXVYQ(x,y))>AXQ(X,X))
(AX(P()AQ(X))=>(AXP(X)AAXQ(X)))
— formuty w preneksowej postaci normalnej:
VX (R(X,X,X)—=>Q(X,X))
AX P(x)
P(X)AQ(x.y)
VY(Q(x,y)vP(x))
AX VY AZ((P(X)AQ(X))>(P(2)AQ(Y)))
Aby sprowadzi¢ formule do preneksowej postaci normalnej stosujemy nastgpujacy algorytm:
1. Zmieniamy nazwy wszystkim zmiennym, ktore koliduja, na przykiad:
formute AXQ(X,y)—>VXP(X,X) przeksztalcamy w formutg AxQ(X,y) »>VzP(z,z), co w Zaden
sposob nie zmienia jej znaczenia.
2. Przenosimy negacje przed formule bez kwantyfikatora na mocy praw deMorgana:
~Vaa = Aa~a
~Nao = Va~a
3. Likwidujemy podwojne (wielokrotne) przeczenia na mocy:
~~OL= O
4. Przesuwamy kwantyfikatory na poczatek formuty korzystajac z praw przemiennos$ci
koniunkcji i alternatywy oraz z praw przenoszenia:
— gdy a nie jest wolna w o
((anAaP) = Aa(anP)
(i(avAaP) = Aa(avp)
(iii)(avVap) = Va(avP)
(iv)(anVap) = Va(anp)
(V)(a—>Vap) = Va(a—p)
(vi)(a—Aap) = Aa(a—P)
— gdy a nie jest wolna w j3:
(vii)(Vao—B) = Aa(a—p)
(viii)(Aaa—p) = Va(a—p)

Przyklad:
Przeksztalcimy formute VXQ(X,y)—>VXP(x,X) do preneksowej postaci normalnej:
1 — zamieniamy kolidujace zmienne VXQ(X,y)—>VzP(z,z) (pkt.1. algorytmu)
2 — przenosimy kwantyfikator Vx przed formute implikacyjng zamieniajac go na AX —
AX(Q(X,Y)—>VzP(z,2)) (pkt.4.(vii) algorytmu)
3 — przenosimy kwantyfikator Vz przed formute (pkt.4.(v) algorytmu)
— otrzymujemy formule w postaci preneksowej: AXVz(Q(X,y)—P(z,2))
Zatem: VXQ(X,Y)—=>VXP(X,X) = AxVz(Q(X,y)—>P(z,2))
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Mozemy zmieni¢ kolejno$¢ wykonania krokow 2 i 3 zgodnie z punktem 4. algorytmu.
Otrzymamy wtedy inng, ale rOwnowazng — poniewaz przeksztatcenia sg rownowaznosciowe —
posta¢ preneksowg naszej formuty:
2’ — przenosimy kwantyfikator Vz przed formule implikacyjng (pkt.4.(v) algorytmu)
— otrzymujemy formutg: Vz(VXQ(X,y)—>P(z,z))
3’ — przenosimy kwantyfikator Vx przed formulg implikacyjng zamieniajac go na AX —
(pkt.4.(vii) algorytmu)
— otrzymujemy formulg w postaci preneksowej: VZAX(Q(X,y)—>P(z,2))
Zatem: VXQ(X,Y)—>VXP(X,X) = VZAX(Q(X,y)—>P(z,2))

Prosze sprawdzi¢ jako ¢wiczenie, ze obie postaci preneksowe formuty VXQ(X,y)—VXP(X,X) s3
sobie rownowazne:
(AXVzZ(Q(X,Y)—>P(z,2)) >VzAX(Q(X,Y) —>P(z,2)))A(VZAX(Q(X,y)—>P(z,2)) >AxVz(Q(X,y)—>P(z,2)))

Cwiczenie 28.

Prosze sprowadzi¢ do preneksowej postaci normalnej nastepujace formuty:
1. P(X)AAXQ(X,Y)

2. AXVYQ(X,y)—>AXQ(X,X)

3. VXP(X)—>AX(P(X)—>VyQ(X,y))

4. AX(P(X)AQ(X))—(AXP(X) AAXQ(X))

5. VX(P(X,y)>AXQ(Y,X)) > VXAXQ(X,Y)

58



I1.4. REGULY NORMALNE

Definicja: Warto$ciowanie v spelnia formule o wtedy i tylko wtedy, gdy v(o)=1.
Wartosciowanie V spetnia zbior formut ®@ wtedy i tylko wtedy gdy v spetnia kazdg formule ze
zbioru ©.

Definicja: Ze zbioru formul ® wynika logicznie zbior formul ¥ (symbolicznie
®|=krp¥) Wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego wartoSciowania v: jesli v spetnia @,
to v spetnia V.

Definicja: Regula o przestankach o, ,..., an i wniosku 8 jest normalna wtedy i tylko

WtEdy, gdy {O(.] o }IZKRP [3

Normalno$¢ regut KRP badamy — jak tautologicznos¢ formut — tylko metodg niewprost.
Podobnie jak w KRZ — na gruncie KRP migdzy regutami normalnymi a tautologiami zachodzi
ta sama zalezno$¢:
regula o schemacie: o, ..., an // B jest normalna wtedy i tylko wtedy, gdy formuta
0 schemacie a.;—(...(an—P)) jest tautologia.

Przyklady:
1. Nie kazdy owoc jest czerwony. Kazdy pomidor jest czerwony.
Zatem: Nie kazdy owoc jest pomidorem.
Zapisujemy symbolicznie zatozenia: ~AX(O(X)—C(x)), AX (P(X)—>C(X))
oraz wniosek ~Ax(O(xX)—P(x))

gdzie O(x) oznacza, ze obiekt x jest owocem

P(x) oznacza, ze obiekt x jest pomidorem

C(x) oznacza, ze obiekt x jest czerwony
I sprawdzamy metoda niewprost, czy zachodzi wynikanie
{~AX(0(x)—>C(x)), AX(P(X)—>C(X)) }=rre ~AX(O(X)—>P(X))
Wpisujemy przestanki po stronie prawdy, a wniosek po stronie falszu i1 stosujemy regutly
rozktadu

110
~AX(O(x)—C(X)) zalozenie
AX(P(X)—>C(x)) zalozenie
~AX(O(X)—P(X)) whniosek
AX(O(x)—>P(x)) NO
AX(O(X)—>C(x)) N1
O(2)—C(2) AO
0(2)
C(2) Co
P(2)—>C(2) Al
0(2)—>P(2) Al
[ 0(2) P@) | C1
| P(2) C@2) | C1
X X X

Sprzecznosci na wszystkich galeziach wykluczaja hipotezg, ze przy prawdziwych
przestankach wniosek moze by¢ fatszywy, wiec rozumowanie jest oparte na schemacie reguty
normalne;.
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2.
Kazdy pies jest ssakiem. Niektore ssaki dobrze ptywaja.
Zatem: Pewien pies dobrze ptywa.
Zapisujemy symbolicznie zalozenia: AX(P(X)—>S(x)), VX(S(X)AD(x))
oraz wniosek VX(P(x)AD(x))
gdzie P(x) oznacza, ze obiekt x jest psem
S(x) oznacza, ze obiekt x jest ssakiem
D(x) oznacza, ze obiekt x dobrze pltywa
I sprawdzamy metoda niewprost, czy zachodzi wynikanie
{ AX(P(X)—>S(X)), VX(S(X)AD(X))} [=kre VX(P(X)AD(X))

Wpisujemy przestanki po stronie prawdy, a wniosek po stronie falszu 1 stosujemy reguty
rozkladu

1 0
AX(P(x)—>S(x)) ZaloZenie
VX(S(x)AD(x)) zalozenie
VX(P(x)AD(x))  wniosek
P(z)AD(2) VO
S(z)AD(z2) V1
P(2)—>S(2) AL
S(2)
D(2) K1
| P(2) P@) KO

| P(2) S(2) | X Cl

Niesprzeczne galezie potwierdzajg hipoteze, ze przy prawdziwych przestankach wniosek
moze by¢ falszywy, wiec rozumowanie nie jest oparte na schemacie reguty normalne;.

Istotng role w KRP odgrywa reguta generalizacji o schemacie a. //Aaa.. Nie jest ona regula
normalng, ale nie gubi tautologicznosci przestanki — prowadzi od tautologii do tautologii.

Cwiczenie 29.

Proszg¢ sprawdzi¢, czy podane reguly sa normalne w KRP:

1. AX(P(X)—>Q(X)), AXP(X) // AXQ(X)

2. AXP(X), VX~P(X)) I VX(P(X)A~P(X))

3. AX(P(X)—>Q(X)), ~VXQ(X) // ~VXP(x)

4. VXP(X)AVX~P(X) I/ VX(P(X)A~P(X))

5. VX(P(X)A~P(X)) /I VXP(X)AVX~P(X)

6. VX(P(X)—>Q(X)), VX~Q(X) /I VX~P(X)

7. AX(P(X)—>Q(X)), AXQ(X) /I AXP(X)

8. AX(P(X)v~P(x)) /l VXP(X)vVx~P(X)

Cwiczenie 30.

Prosz¢ sprawdzi¢ czy ponizsze rozumowania oparte sg na schematach regul
normalnych:
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1. Nie kazdy lubi jakiego$ psa.
Zatem: Nie kazdy pies jest przez kogo$ lubiany.

2. Niektore rowery nie sg drogie.
Kazdy dobry sprzgt sportowy jest drogi.

Zatem: Niektore rowery nie sg dobrym sprzetem sportowym.

3. Niektore dzieci sg tasuchami.
Pewne dzieci sg kaprysne.
Zatem: Niektore tasuchy sg kaprysne.

4. Kazdy zna jakiego$ psa.
Zatem: Kazdy pies jest znany przez kogos.

5. Kazde dziecko nie lubi jakiego$ dania.
Zatem: Zadne dziecko nie lubi wszystkich dan.

6. Nie kazdy ssak jest migsozerny.
Kazdy pies jest migsozerny.
Zatem: Nie kazdy ssak jest psem.
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IL.5. SYSTEM AKSJOMATYCZNY KLASYCZNEGO RACHUNKU PREDYKATOW

Przyjmujemy nastepujacy zestaw aksjomatow — pierwsze 11 schematéw pokrywa sig
Z przyjetymi schematami dla KRZ:
SCHEMATY AKSJIOMATOW KRP

Ax. 1. a—>(p—oa) prawo poprzedzania

AX. 2. (a—=>(B—v))—=>((a—B)—(a—)) prawo rozdzielnosci — wzgledem —
AX. 3. (anp)—a prawo opuszczania A

AX. 4. (anB)—PB prawo opuszczania A

AX. 5. (a—>B)—=>((a—y)—=>(a—>(BAY))) prawo dolgczania A w nastepniku —
AX. 6. a—>(avp) prawo dolaczania v

AX. 7. B—>(avp) prawo dolaczania v

AX. 8. (a—>7)=>((B—>7)—=>((avB)—Y)) prawo dolgczania v w poprzedniku —
AX. 9. ~a— (a—>) prawo Dunsa Szkota

Ax. 10. (a—p)—=>((a—>~p)—>~a) dylemat destrukcyjny

AX. 11. ~~a—a mocne prawo podwdjnego przeczenia
AXx. 12. Aaa. —a(a/b)

AXx. 13. Aa (a0 »>B)—>(a—ANap) gdy a nie jest wolna w o

AX. 14. Vao — ~Aa~a
AX. 15. ~Aa~o0— Vao

7 kazdego schematu uzyskamy nieskonczenie wiele aksjomatow, gdy prawidlowo
podstawimy w nim formuly za litery greckie oraz zmienng indywiduowg za a.

Przyklady:

VYQ(x,y)>(R(x,y,2)>VyQ(x.y)) AX.1. a/VyQ(x,y), B/R(X,y.2)
AX(VXQ(X,Y)—R(X,Y,2))=>(VXQ(X,Y) >AXR(X,Y,2)) AX.13. a/VXQ(X,Y), B/R(X,Y,2)
AY(AXVYP(X,y) =>Q(X))—=>(AXVYP(X,y)—>AyQ(X)) AX.13. a/AXVYP(X,y), B/Q(X)
VX(VYP(X,Y)) = ~AX(~VYP(X,y)) AX.14. o/VYP(X,y)

Przyjmujmy w aksjomatycznym systemie KRP dwie pierwotne reguty wnioskowania:
regute odrywania RO o schemacie:
oa—p
(0

B

oraz Regule Generalizacji (w skrocie RG) 0 schemacie:
o

Nao

Definicja: Formuta o jest teza KRP wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje skonczony cigg
formuk: y1 ,.., vk bedacy jej dowodem, w ktorym o jest ostatnim wyrazem (o=yx), a dowolny
wyraz yitego ciagu jest albo aksjomatem opartym na jednym ze schematéw Ax.1- Ax.15, albo
formula, ktora powstaje przez zastosowanie RO lub RG do wczeéniejszych wyrazow tego
ciagu.

Poniewaz zbior schematéw aksjomatéw KRZ zawiera si¢ w zbiorze aksjomatéw KRP oraz
zbior regul pierwotnych KRZ zawiera si¢ w zbiorze regut pierwotnych KRP,
to zbiér schematow tez KRZ zawiera si¢ w zbiorze schematow tez KRP.
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Przyklady:

1.

Dla uzasadnienia tezy Aa~a— ~Vaa tworzymy cigg formut w nast¢pujacy sposob:

1. Vao—~Aa~a Ax.14

2. (Vao—~Na~a)—(Aa~o—~Va) Teza KRZ (a—>~B)—>(B—>~a) o/Vaa, p/Aa~a
3. Na~a—~Vao RO 2,1

2.

Dla uzasadnienia tezy Aa~a— ~Vaa tworzymy cigg formut w nastepujacy sposob:

1. Vao—~Na~a Ax.14

2. (Vao—~Na~a)—(Aa~o—~Va) Teza KRZ (a—>~B)—>(B—>~a) o/Vaa, f/Aa~a
3. Na~a—~Vao RO 2,1

Cwiczenie 31:

Prosze uzasadni¢, ze sg tezami KRP nastepujace formuty:
1. Va~a—~Aaa
2. ~Nao—Va~a
3. a—>Vaa

Definicja: Ze zbioru {a ,..., an } dowiedIna jest formuta B ({a ..., an H—a-kre B)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje skonczony cigg formut y; ,.., yk (dowodd formuty [

z przestanek a ,..., o), w ktorym [ jest ostatnim wyrazem (B=yx), a dowolny y; wyraz tego
ciggu jest:
albo przestankg ze zbioru {a ,..., 0tn},

albo aksjomatem (opartym na jednym ze schematow Ax.1 — Ax.15), wzglednie teza,

albo formuta, ktora powstaje przez zastosowanie RO lub RG do wczesniejszych

wyrazow tego ciggu.

Definicja: Reguta o przestankach a ,...,an 1 Wniosku B jest wyprowadzalna w KRP
wtedy i tylko wtedy, gdy {a; ,..., otn }—d-krpr B-

Kazdy schemat reguly wyprowadzalnej w KRZ jest schematem reguly
wyprowadzalnej w KRP, zatem wyprowadzalne s3 w KRP juz poznane reguty: OK, DK, OA,
DA, PC, ON, DN, RP. (str. 33 — 34)

W KRP regutami wyprowadzanymi sg rowniez:

Nao o ~Aao Va~a ~Vaa Na~a o—p
o(a/b) Vaa Va~a ~Naa Na~a ~Vaa a—Aap

(ON) (D V) (DMK) (DMK) (DMK) (DMK) (PRG)

W KRP zachodzg ponizej sformutowane twierdzenia o dedukcji ograniczone nast¢pujacym
warunkiem:

WARUNEK: Zadna zmienna indywiduowa generalizowana w toku dedukcji uzasadniajace;j
inferencje nie jest wolna w zatozZeniach

Twierdzenie o dedukcji wprost:
Jezeli {Otl 3oy Ol }|_KRP B +WARUNEK, to {Otl yoeny Oln-1 }|_KRP On—> B
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Twierdzenie to glosi, ze jesli zmniejszymy zbidr przestanek, to nie wydedukujemy juz
tego samego wniosku B, lecz zdanie warunkowe: "jesli zajdzie pominigta przestanka, to "
0 ile, zadna zmienna indywiduowa generalizowana w toku dedukcji uzasadniajgcej inferencjg
nie jest wolna w zatozeniach.

Whiosek z twierdzenia o dedukcji:
Jezeli {a ,...,0n }—«re p TWARUNEK, to & —«rp a1 = (02 =(...(ath =P)...))

Przyklad:
Dla pokazania, ze formuta: Aa(a—p)—(Aaa—>AaP) jest teza KRP uzasadniamy nastepujaca
inferencje: { Aa(a—p), Aaa}—«re Aap

1. Aa(a—P) zalozenie

2. Naou zalozenie

3. 0—P OA1l

4. a OA?2

58 RO 3,4

6. Aap RG 5 spetniony jest WARUNEK - generalizowana zmienna indywiduowa a

nie jest wolna w zadnym z zatozen
Cwiczenie 32:
Korzystajac z twierdzenia o dedukcji wprost prosz¢ uzasadnié, ze nastgpujace formuty

sg tezami KRP:

1. (VaavVa B)—>Va(avp)

2. Va(anp)—(VaanVap)

3. (NaavAap)—Aa(avp)

4. (a—ANap)—(Nao—Aap)

5. (Vaoa—p)—(Vaa—Vap)

6. (Vaa—Aap)—ANa(a—p)

Twierdzenia o dedukcji niewprost:

Stabe Twierdzenie o dedukcji niewprost:
Jezeli {a ,...,on ,B} Fxrp {y,~v} *YWARUNEK, to {a.; ,..., otn }—«re ~P

Whiosek ze Stabego Twierdzenia o dedukcji niewprost:
Jezeli {Otl yeeny Olp ,B} ‘_KRP {’Y,~’Y} +WARUNEK, to & ’_KRP a1—>(a2—>(...(ocn—>~[3)...))

Przyklad:

Dla pokazania, ze formuta Va~a—~Aaa jest teza KRP uzasadniamy nastgpujaca
inferencje:
{ Va~a, Nao}}—«rp sprzeczno$é

1. Va~a zalozenie

2. Naou zatozenie STDN

3.a OA?2

4. ~~a DN 3

5. Na~~a RG 4 spetniony jest WARUNEK - generalizowana zmienna indywiduowa a
nie jest wolna w zadnym z zatozen

6. ~Va~a DM 5

Sprzecznosé: 116, wiec na mocy STDN teza jest: Va~a—>~Aao
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Mocne Twierdzenie o dedukcji niewprost:
Jezeli {a ,..., on ,~B} Fxre {v,~v} tWARUNEK, to {a; ,..., on }—x«rpr B

Whniosek z Mocnego Twierdzenia o dedukcji niewprost:
Jezeli {a ,..., on ,~B} Fxrp {v,~v} tWARUNEK, to & —«grp a1—>(c2—(...(an—P)...))

Przyklad:

Dla pokazania, ze formuta ~Aao—Va~a jest teza KRP uzasadniamy nastepujaca
inferencje:
{~Naa, ~Va~a}}—xrp sprzecznosé

1. ~Aaa zalozenie

2. ~Va~a zalozenie MTDN

3. Na~~a DM 2

4, ~~a OA3

5. a ON 4

6. Aaa RG 5 spetiony jest WARUNEK — generalizowana zmienna indywiduowa a

nie jest wolna w zadnym z zatozen
Sprzecznosé: 1 16, wigc na mocy MTDN tezg jest: Va~a—~Aaa

Cwiczenie 33:
Korzystajac z twierdzen o dedukcji niewprost prosze uzasadni¢, ze nastepujace
formuty sg tezami KRP:

1. Aa(a—p)—(Vao—Vap)
2. (Vaa—Vap)—Va(a—p)
3. Va(avp)—(VaavVap)

4. Va(a—p)—(Aao—Vap)
5. (Naa—Vap)—Va(a—p)
6. (Vaa—Aap)—Va(a—p)
7. (NaaAVap)—Va(anap)

Cwiczenie 34:
Korzystajac z twierdzen o dedukcji prosze uzasadnié, ze nastepujace formuty sa
tezami KRP:

1. Aa(anp)—(AaanAap)

2. (haanNap)—Aa(anP)

3. (Vaa—Aap)—Aa(a—p)

4. (NaawvAap)—Aa(avp)

5. (a—>Aap)—(Naa—Aap)

6. (Vaoa—p)—(Vaoa—Vap)

7. NaAbo—AbAaa

8. VaVba—VbVaa

9. VaAba—AbVaa

10. Aa(a—B)—(Vaa—Vap)

11. (a—>ANaP)—ANa(a—p) gdy a nie jest wolna w o
12. Aa(a—P)—(Vaa—p) gdy a nie jest wolna w 3
13. (Vao—p)—>Aa(a—p) gdy a nie jest wolna w 3
14. Va(a—p)—(a—VaP) gdy a nie jest wolna w o
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