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PRZEDMOWA
DO WYDANIA PIERWSZEGO

Ksigzka w zasadzie przeznaczona jest dla studentéw kierunku mate-
matycznego uniwersytetéw i szkél pedagogicznych. Gléwnym celem jaki
przySwiecal jej autorom byla ched dostarczenia shuchaczom wykladu tzw.
Wstepu do matematyki stosunkowo obszernego zestawu zadan, ktérych
przerobienie ulatwi opanowanie wyktadanego materiatu. Z tego tez powodu
zadania zwiazane z zagadnieniami omawianymi na tym wyktadzie zgrupo-
wane sg na poczatku ksiazki w pierwszych dziewieciu rozdzialach. Stara-
liSmy si¢ uwzglednié mozliwie wszystkie typowe zadania i podaé ich przy-
kladowe rozwigzania, Inne zadania pieco trudniejsze opatrzone sa wska-
zowkami ulatwiajgcymi rozwigzanie.

Na poczatku kazdego rozdziatu podane sa definicje waznigjszych pojec.
Pojecia mniej wazne lub bardziej specjalne s3 wprowadzane w tekstach
zadan. Podany na korcu ksiazki indeks umozliwia odnalezienie potrzebnych
definicji.

Zadania w kazdym rozdziale uszeregowane sz w miare mozliwosci
zgodnie z wzrastajacym stopniem ich trudnosci. Kazda grupg bardziej typo-
wych zadan rozpoczynaja zadania bardzo latwe — moze nawet banalne.
Niektére z nich moga byé z powodzeniem rozwiazane przez ucznia szkoly
srednigj, znajacego nowy program matematyki. Umieszezenie ich jednak
byto podyktowane istnieniem sporej grupy studentdw studiéw dla pracuja-
cych, ktérzy stykaja si z wieloma pojeciami po raz pierwszy.

Przerobienie wigkszej ilodci takich zadad umozliwia wiec nabycie pew-
nej swobody w operowaniu nowymi pojeciami tak bardzo potrzebnej przy
rozwigzywaniu zadan nieco trudniejszych. Umieszczajac spora iloé fatwych
zadan cheieliSmy tez nasza ksiazke uczynié uzyteczna dla oséb pracujacych
samodzielnie, bez pomocy i opieki asystenta.

Ostatni rozdzial czedci przeznaczonej dla studentéw pierwszego roku
(tzn. rozdziat IX) zawiera zadania, do rozwiazania ktérych potrzebna jest
znajomo$¢ nieraz kilku poprzednich rozdzatéw. Z tego tez wzgledu moga
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by¢ one traktowane jako zadania kontrolpe, Majac ten cel na uwadze
radania w lym rozdziale nje S84 zgrupowane tematycznie, lecz sa3 utozone
Wozestawy, z ktérych kazdy pokrywa prawie caly materia} wyklady,

Ze wrgledu na rozmaity zakres materialu Podawanego na wykladach
Wstepu e matemaiyki czy tez Elementéy logik: matematycanej i tepri;

byé czytelnikom Znane. Z tego tez wzgledy zdecydowalis’my oprzeé si¢ nie-
mal wylacznie na definicjach, Zadajge od czytelnika, aby udowodnit (ko-
rZystajuc ze wskazéwek) caly szereg nickiedy podstawowych twierdzen,

owsza symbolikg (por, 5.38). Uktad materiate jest tey nieco odmienny
W pordwnaniy z cytowana ksiazks i Wzorowany jest na dosé powszechnie
stosowanej i, jak nam si¢ wydaje, najwlasciwsze; dydaktycznie kolejnosei
omawianja poszezegolnych dziatéw.,

Rozdzialy X-X117 wykraczajg wyraznie poza zakres materialu wykta-
danego na I roky studidw, Umies'ciliémy je z nadzieja, ze beda przydatne
na starszych latach, w zwigzku z prowadzeniem Proseminaridw, bad? tez

rozdziatéw Poprzednich, musielismy w komentarzach ; wskazédwkach od.
wolywac sip niekiedy do ksiazki [3].
Cheé uczynienia ksigzki mozliwie kompletng Spowodowala umiesgz.




PRZEDMOWA
DO WYDANIA DRUGIEGO

Drugie wydanie ksiazki Elementy logiki i teorii mnogosci w zadaniach
zostalo uzupelnione i poprawione. Migdzy innymi zwigckszylismy liczbeg
zadafi oraz odpowiedzi, a takze dolaczyliémy indeks oznaczen, ulatwiajgcy
korzystanie z ksiazki.

Dokonanie tych zmian bylo mozliwe dzigki czytelnikom pierwszego
wydania, ktérzy zwrocili uwage na — liczne niestety — usterki. Szczeg6lnie
dziekujemy dr J. Waszkiewiczowi za wnikliwa i szczegotowa analizg tresci
ksiazki. Jestesmy takze zobowiazani mgr B. Konopackiemu, inZ. J. Maciej-
cowi oraz prof. dr Z. Pawlakowi za cenne uwagi.

AUTORZY
Lipiec 1973




ZADANIA

Rozdzial [

RACHUNEK ZDAN

Wartoiciowaniem nazywamy funkcje, ktéra kazdej zmiennej zdaniowej
przyporzadkowuje warto$¢ logiczng 0 ( falsz) tub 1 (prawda). Funkejg taka,
w naturalny sposob mozna rozszerzyé na zbidr wszystkich formut rachunku
zdan.

Tautologia nazywamy formulg, ktora przy dowolnym wartosciowaniu
przybiera wartos¢ logiczna 1.

Funktorem zdaniotwdrczym n-argumentowym (spdjnikiem zdaniowym)
nazywamy funkcje, ktéra kazdemu ukfadowi (¥, ..., x,y, gdzie x; jest
bad# falszem, badZ prawda, przyporzadkowuje wartosé logiczng 0 Jub 1.

Mamy wiec cztery funktory jednoargumentowe:

0 1
4, 0 0
A 0 1
A, 10
Ay 11

oraz szesnaécie funktorow dwuargumentowych:
00 01 10 11

B, 0 0 0 O
B, 0 0 0 1
B, 0 0 1 0




B, 0 0 1 1
B, © 1 0 0
B, 0 1 0 1
B, 0 1 1 0
B, 0 1 1 1
B, 1 0 00
B, 1 0 0 1
By ! 0 1 0
By 1 0 1 1
B, 1 1 0 0
B, 1 1 0 1

1 1 1 0

1111

Spoérdd funktordéw A4; oraz B, gdzie 0 <1< 3, 0 < j < 15, funktor 4,
nazywa sie negacjq (~), za$ funktory By, By, By, By, B,,, By odpowiednio:
koniunkcig (A), alternatywa (V), implikacjq (=), réwnowaznosciq (+>),
funktorem Sheffera (dyzjunkcjq) oraz funktorem Jjednoczesnego zaprze-
czenia.

1.1. Zdefiniowaé koniukcje za pomoca alternatywy i negacji.

1.2. Zdefiniowac alternatywg za ponioca koniunkeji i negacji.

1.3. Zdefiniowaé alternatywg za pomoca implikacji 1 negacji.

1.4. Udowodnié, ze za pomoca alternatywy i koniunkcji nie mozna
zdefiniowaé implikacji ani dyzjunkeji.

1.5. Udowodnié, ze za pomoca réwnowaznoéci 1 negacji nie moina
zdefiniowaé alternatywy ani koniunkcji. :

1.6. Udowodnié, ze za pomocg funktora 4, oraz implikacji mozna
zdefiniowaé wszystkie. pozostale funktory zdaniotwéreze (zaréwno jedno-
argumentowe jak i dwuargumentowe).

1.7. Udowodnié, ze kazdy z funktoréw By i By, wystarcza do zdefinio-
wania pozostalych funktor6w zdaniotwérczych (zaréwno jednoargumen-
towych jak i dwuargumentowych).

*1.8. Udowodnié, ze funktory Bg i By, sa jedynymi funktorami o wias-
noéci opisanej w zadaniu 1.7. Udowodni¢, ze za ich pomoca mozna zde-
finiowaé dowolny funktor n-argumentowy (dla dowolnego #).

1.9. Niech wyrazenie (formula) f zawiera n zmiennych zdaniowych.



Ile wartosciowa nalezy rozpatrzyé przy badaniu, czy wyrazenie f jest
tautologia ?

Wykazaé, ze nastepujace wyrazenia sg tautologiami (zad. 1.10-1.32):

1.10. p=p.

1.11. p=(g=p).

1.12. p=(g=p A q).

113. [p=(@=r)=[{p=q) = (p=1r)] (prawe sylogizmu  warun-
kowego).

1.14. p= ~ ~p ( prawo podwéjnego przeczenia).
1.15. pv ~p (prawo wylgezonego Srodka).
1.16. ~(p A ~p) ( prawo sprzecznosci).

1.17. ~(p A Q)< (~p Vv ~q) (prawo de Morgana).
1,18, ~(p v )<= (~p A ~q) (prawo de Morgana).
1.19. (p= @) <> (~q = ~p) (prawo transpozycji).

1.20. (p=q)=>pl=p (prawo Pierce'a),

121, (p= @)= (~p V q).

122. (~p=p)=p { prawe Claviusa).

1.23. ~p=(p=q) (prawo Dunsa-Scotusa).

1.24. (p A gq) = p.

125. p=(p v q).

1.26. (p A g= 1)< [p = (g=1)].

127. [pvgvl=lpvagvVvrl

1.28. [p A (g A D)= [(p A @) AT

1.29. [pa(gvn]<[(pArgq)vipar)]

1.30. [pv(gan]=[(pv@ alpvr)]

1.31. [(p=g)A ~gl= ~p.

1.32. [(p = @) rr]l = q.

Sprawdzié, czy nastgpujace wyrazenia sg tautologiami (zad. 1.33-1.61).

1.33. [(pvg)A ~pl=gq.

134. (p=q)=[(pAr) =4l
135. (p=q)=[p=(gvr)]
1.36. p= [( ~p)Vvgl.

137, [(pva)a(p = @)= (¢ = p)
1.38. pv[(~pAg)v(~pA~ g)].
1.39. ~[pA(~pArg))

1.40. p = [(~gArg) =1l

141. [(p=g)Alg =mnl=(pVvy).



1.42. [(pva)= (pVv ~D)]= (~pVa).

1.43. [(pag)vp =)= (p =)

1.44. [(p= @ Alg=r)]=(p=7).

1.45. {(p= Q) A(r=s)]=(pVr=gVs).

146, (prg=1)=[(p=r)alg= 1l

147, [(p= PAalr=9]={(par) = (ga9]

1.48. {[((pAg) = rIn(pvg=~r}=(p AGAT).

149. [p=(g= )] [g=(p=1)].

1.50. (pvgvr)= [~p=llgvr)a ~pl}.

1.51. [~(p=q)alg=p)l=(pA ~a)

1.52. [(p = @) A(r=9)]= [(pAs) = (gVn)l-

1.53. [(p= @)= (@ =)= [ =p) = (g= P}

1.54. (p= )= (prp)=pl

1.55. (p= Qv (p = vip= )= [p=(gvrVvs)l

1.56. [(p = g) Alr = @ Als = @)1= [(pATA ~5) =gl

1.57. {[(pAg) = IA(pAG) = ~rT} = (~pA ~qA ~7).

1.88. [(~pAaq)V(pv~a)l={[p=(@vr]=(p =1}

1.59. [(pva)alrvs)] = {[(p= @ v(p=rallg=s)v(g =Pl

1.60. [(p= @) A(r=s)A(t= w)] = [(parat)= {(grsau)].

1.61. [(pvg) =rl=[(p=1Vvig="1))

1.62. Czy prawdziwe jest zdanie: Jezeli liczba naturalna a jest liczba
pierwsza, to o ile a jest liczba ztozona, to a réwna siec 4.

1.63. Czy prawdziwe jest zdanie: Jeseli liczba naturalna a dzieli sig
przez 3, to z faktu, ze a nie dzieli sic przez 3 wynika, Ze a dzieli sig przez 5.

1.64. Czy prawdziwe jest zdanie: Jezeli z faktu, ze wszystkie boki
tréjkata ABC sa rowne, wynika, ze wszystkie katy tréjkata ABC s rowne,
i trojkat ABC ma nieréwne katy, to ma on réwniez nieréwne boki.

1.65. Czy prawdziwe jest zdanic: Jezeli figura A jest czworokatem
i A ma wszystkie katy réwne, to z faktu, iz 4 jest czworokatem, wynika,
iz A ma boki réwne.

1.66. Czy prawdziwe jest zdanie: Jezeli liczba a dzieli sig przez 3 i dzieli
sie przez 5, to z faktu, iz @ nie dzieli sie przez 3, wynika, iz a nie dzieli
si¢ przez 5.

1.67. Czy prawdziwe jest zdanie: Jezeli liczba a dzieli sig przez 2 i a dzieli
sie przez 7, to z faktu, iz @ nie dzieli si¢ przez 7, wynika, iz @ dzieli sig¢ przez 3.

1.68. Czy prawdziwe jest zdanie: Jezeli nie jest prawda, Ze albo prosta L
jest téwnolepla do prostej M albo prosta P nie jest rtéwnolegia do prostej M,
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to albo prosta L nie jest rownolegta do prostej M, albo prosta P jest rtowno-
legta do prostej M.

1.69. Czy nastgpujgce zdanie jest prawdziwe: Jezeli Jan nie zna Logiki,
to, jeéli Jan zna Logike, to Jan urodzit sig w IV wieku pne.

1.70. Czy prawdziwe jest zdanie: Jan zna Logike wiedy i tylko wtedy,
gdy nie jest prawdg, Ze nie jest prawda, Ze Jan zna Logike.

1.71. Czy prawdziwe jest zdanie: Jezeli z faktu, iz funkcja f jest réZnicz-
kowalna w punkcie x,, wynika, Ze jest ona ciggta w punkcie x;, to z faktu,
iz funkcja f jest ciagla w punkcie x,, wynika, iz jest ona rézniczkowalna
w punkcie xg.

1.72. Udowodnié, ze jezeli zdanie p jest falszywe, to dla kazdego
zdania g mamy:

a) pvgq réwnowazne jest ¢,

b) pAg réwnowazne jest p.

1.73. Udowodnié, ze jeZeli zdanie p jest prawdziwe, to dla kazdego
zdania ¢ mamy:

a) pAg rownowazne jest ¢,

b) pvg réwnowazne jest p.

1.74. Przyporzadkujmy wartosci logicznej 0 liczbe naturalng 0, za$
wartosci logiczne] 1 liczbg naturalng 1, wtedy funktory logiczne moga
byé wyrazone w nastgpujacy sposob:

~p=1-p, prgq=min(p,q) = pg,
pvg=max(p,g) =p+q-pq, p=g=I1-p+pqg.

Udowodni¢, ze przy tlakiej interpretacji wyrazenie jest tautologia
wtedy i tylko wtedy, gdy przy kazdym ukladzie wartosci przyjmuje war-
toée 1.

*1.75. Przyporzadkujmy wartoéci logicznej | liczbe naturalng 0, zas
wartosci logicznej O liczbg 1. Znalezé analogiczne wyrazenia do rozwa-
zanych w zadaniu 1.74. Udowodni¢ analogiczne twierdzenie (z tym, Ze
zamiast 1 w tezie twierdzenia winno by¢ 0).

1.76. Udowodnié, ze jezeli wyrazenie ¥ jest tautologia, to wyraZenie

& = (Py= ... = (P, = ¥)...)

takze jest tautologia.
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1.77. Udowodﬁié, ze jesli wyrazenie ¥ jest tautologia, to wyrazenie
AW = (D) = (Py = oo = (Pyey = Pr)ene)
takze jest tautologia.

1.78. Rozwazmy wyrazenie postaci

(ce(p = P) = ) = P)..) =p.

~"
n

Dla jakich n wyrazenie to jest tautologia?
*1.79. Definiujemy p® = p, p* = ~p. Rozwaimy wyrazenie postaci:

(*) | (lp® =Y = )= P
Dla jakich ciagow (lp, sees fy—1 wyrazenie (*) jest tautologia?
1.80. Formuta @ znajduje si¢ w postaci normalnej alternatywno-
-koniunkcyjnej, jesli ma postad:
@0 v...vP,,
kazda z formul @; ma postaé
D, Vi naan¥,
zas kazde ¥, z kolei jest zmienng zdaniowa badZ jej negacia.
Udowodnié, ze kazda formufa @ jest rGwnowazna formule &, znajdu-
jacej si¢ w alternatywno-koniunkeyjnej postaci normalnej. Innymi stowy
formula @ <> @, jest tautologia.
1.81. Formula © znajduje si¢ w postaci normalnej koniunkcyjno-
-alternatywnej jesli ma postac
@ P ALAD,,
kazda z formul @; z kolei ma postac

Gt ;v VY,

Ji?
a kazda z formul ¥; jest zmienng zdaniowa badZ jej negacja.

Udowodnié, ze kazda formufa réwnowazna jest formule znajdujgcej
siec w koniunkcyjno-alternatywnej postaci normalnej.

*]1.82. Udowodni¢, ze formula zbudowana ze zmiennych zdaniowych
wylacznie za pomocg spdjnika zdaniowego < jest tautologia witedy
i tylko wtedy, gdy kazda zmienna wystcpuje w niej parzysta ilos¢ razy.

1.83. Znalezé formule ¥ znajdujacy sig w postaci- normalnej alterna-
tywno-koniunkcyjnej réwnowazng danej formule @, gdzie @ jest formuta:
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a) palgv(~par)],

b) p=[g=(g=p)}

¢) p=[ga(~p=q)

d) pvigap) = (< ~p)]. _

1. 84. Dla kazdej z formut a-d z zadanpia 1.83 znalezé formule réwno-
wazna znajdujgcej sig w koniunkcyjno-alternatywnej postaci normalne;.

1.85. Udowodnié, #e jesli wyrazenie nie zawiera innych spdjnikéw
poza<>, to zmieniajac w nim w dowolny sposdb porzadek zmiennych
i nawiaséw otrzymamy formulg réwnowazna.

*1.86. Zaldzmy, Ze wyrazenie & zawiera jedynie spdjniki A 1 V.
Niech @, oznacza wyrazenie powstajace z @ przez zastapienie kazdego
symbolu A przez v,za§ v przez A.

Z kolei niech ¢*oznacza formule, w ktorej kazda zmienna zastepujemy
przez jej negacje. '

Udowodnié, ze ~@;<> d* jest tautologia.

1.87. Udowodnié, ze je§li @« ¥ jest tautologia, to takZe &, <> ¥, jest
tautologia.

Korzystajac z praw arytmetyki liczb rzeczywistych: a/b < 0« ab < 0,
alb >0<ab>0,alb <0< ab<0Ab#0,a/b>0<ab>=0Ab+# 0oraz
rachunku zdaf, znale?é rozwiazanie nierownosci 88-97:

188, 24 1g9. T2
» . x2"9 = U. . = _xz_x+12/ .
% B
1.90. x* > 0. 1oL 2"l
x2—4
x2-2 x2-7
1.92. > 0. 1.93. <0
-1 348
x2—-9 x2—16
194, — 2 2 <. 195, > Y
x2—3x—-4 Xext2
2_2xt1 35y 6
o5, EoHt ey 197, T2
X—2%48 x2—2x+1

*1.98. Udowodni¢ nastepujace twierdzenie: Jesli prawdziwe sq wyni-
kania: py = Gy, «., Pn = g, oraz zdania (P V...V p,) § ~(g;Aq;) dla { # j,
to prawdziwe lez sq wymikania gy = Py wees @y = Py
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Mowimy wiedy, Ze zdania py, ..., P G15 over @n tworza zamknigty ukiad
twierdzen.
1.99. Udowodnié, Ze jezeli w trojkatach ABCi A'B'C' mamy AC = A'C’
{ AB = A'B’, to ¥ A > ¥ A"+ BC >B'C".
1.100. Sprawdzié, ze zdania py, Po, Py 91> 92 930 mowiace o trojkatach
ABC i A’B'C', w ktérych AC = A'C', AB = A'B’":
Py kA > x4, q: BC>BC,
Pai XA = ¥4, gy BC= B'C,
pe: ¥4 < x4, g3t BC< B'C

tworzg zamkniety uklad twierdzen.

Diugo$é formuly definiujemy przez indukcje ze wzgledu na stopien jej
komplikacji nastgpujaco: dtugoé¢ zmiennych zdaniowych rowna jest 1,
jeslidid = aidl¥ = b, to dPAY) = d(@VY) = d(P = ¥) = a+b+1,
di( ~9) = did+1.

1.101. Znalezé formulg ¥ mozliwie najkrétszej dtugosci réwnowazng
danej formule &, gdzie @ jest kolejno:

a) (pAagAas)v(pn ~gA ~OV(PAGA ~8)V ~(pAr=gq),

b) ~p=>~~4,

o) (pAQ)Y ~(~p=4),

d) (ATASA ~QV(PA ~gA ~P)V(IAS).

Dotychczas uzywana przez nas symbolika wymagala uzywania nawiasow.
Jest takze w uzyciu tak zwana beznawiasowa symbolika Eukasiewicza.
Polega ona na tym, ze tworzacz formut &, i @, (zapisanych juz w symbolice
beznawiasowej) za pomoca spdjnika dwuargumentowego S (gdzie S moze
byé réwne C, D, E, I, co oznacza odpowiednio koniunkcjg, alternatywe,
réwnowazno&é i implikacjg) nows formute, zapisujemy ja 5,9, (np.
p Aq zapisujemy Cpg, podobnie zamiast ~p piszemy Np). Jesli formuta @
zapisana jest w symbolice beznawiasowej, to proces tlumaczenia jej na
uprzednio wprowadzony formalizm nawiasowy wyglada nastgpujaco:

a) Jesli po spojniku N stoi zmienna zdaniowa p, to w miegjsce Np
piszemy (~p),

b) jesli po spéjniku C, D, E, 1 stoja dwie zmienne zdaniowe p 1 g,
to zapisujemy odpowiednio (p Ag), (pva), (p<=a), (p= 4,

¢) kazde wyrazenie znajdujace sic w nawiasach traktujemy tak, jakby
to byla zmienna zdaniowa stosujac badz a, badZ b. Na przyktad CDpNgr =
= CDp (~q)r = C(pv ~q)r = (pv ~q)Ar.
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1.102. Zapisaé¢ w symbolice beznawiasowej:

a) palgv(~p=r)],

b) p=[g=(r=p)],

¢) pe[pA ~(~geq)),

d =g =[g=r)=(~r=>~p),

e) [(pvg)a ~pl= g,

f) (ve)a(~p=>q).

1.103. Poda¢ zapis w symbolice nawiasowej nastgpujacych wyrazen
symboliki beznawiasowej:

a) DDCpgCpNgDCNpgCNpNy,

b) ECpDgrDCpqCpr,

¢) lipgINgNp,

d) DCpgNNDgNr,

e) INCpgCNpg.

*1.104. Udowodni¢, ze formuta nie bgdaca zmienna zdaniows i zapi-
sana w symbolice beznawiasowej zaczyna sig od spdjnika logicznego. Kiedy
tym spdjnikiem moze byé N?

Reguly wnioskowania sa to operacje prowadzace od zdan prawdziwych
do zdan prawdziwych. Tak wigc reguly wnioskowania pozwalaja na uzyski-
wanie nowych zdan w oparciu o juz przyjete. NajwaZniejszymi sposréd
nich sa: regufa odrywania (modus ponens), ktdra prowadzi od zdad @
i @ = ¥ do uznania zdania ¥, oraz regula podstawiania, ktéra pozwala
na uznanie zdania @(a) dla kazdego poszczegdlnego a z zakresu zmiennosci
zmiennej x o ile wiadomo, Ze dla wszystkich x zachodzi @(x).

1.105. Z tautologii z zadan 1.11 i 1.13 wyprowadzi¢ za pomoca regut
wnioskowania tautologie

p=p.
1.106. Z tych samych tautologii wyprowadzié za pomoca regut wniosko-
wania tautologic

g=r=[p=g9=(@=r)]

1.107. Uzasadni¢ prawdziwo$é nastgpujacej reguly wnioskowania. Jesli
&(p) jest prawdziwe (p — zmienna zdaniowa) 1 p <= ¥, to $(¥) prawdziwe,
gdzie ®(¥) powstaje z ¢ przez zastgpienie zmiennej p (nie koniecznie we
wszystkich miejscach) wyrazeniem 'P.
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Rozdzial 1L

ALGEBRA ZBIOROW

Jeéli a jest elementem zbioru 4, to piszemy a € A (co czytamy: a nalezy
do A). Zamiast ~a € A piszemy czgsto 4 ¢A,ab,.. ded jest skrotem
zapisu ae AnbeAn...AdeA.

Zbiory definiujemy przez okreslenie ich elementow. W zwigzku z tym
dwa zbiory, ktére maja te same elementy, uwazamy za identyczoe. Jest
to tzw. zasada ekstensjonalnosci, ktorg mozna zapisa¢ w sposGb nastgpujacy:

A = B<>dla kazdegox (xed<>xeB).

Elementy zbioru mozna tez okreSli¢ przez bezposrednic ich wyliczenie.
I tak np. {a, b, ¢, d} jest zbiorem, ktdrego elementami s jedynie przed-
mioty a, b, cid

Zbhiér mo#na tez zdefiniowaé przez podanie warunku, jaki powinny
spelniaé jego elementy. Majac wige dany jaki§ warunek (wlasnosc) &
(np. w postaci funkcji zdaniowej) mozemy zdefiniowaé zbidr 4 w sposGb
nasiepujacy:

xed < P(x).

Tak zdefiniowany zbiér A4 sklada sig z tych przedmiotéw, ktére maja
wlasnoéé @ (ktore znajduja si¢ w zakresie zmiennoéci zmiennej x i spelniaja
funkcje zdaniowa &). W takiej sytuacji uzywamy tez zapisu 4 = {x : ¢(xX)}.

Zbiér elementéw x nalezacych do zbioru B i spelniajacych warunek ¢
oZnaczamy przez

{xeB: d(x)}

Z kolei zbiory moga byé elementami innych zbioréw, nazywanych
niekiedy rodzinami zbioréw. Przyjmuje si¢ jednak, ze nie istnieje taka
rodzina zbiordw {4, : ne A}, ke Ayii € Ay, skad w szczegdlnosci wynika
~(4 e A).

16



Zbior, ktory nie zawiera zadnych elementéw nazywamy zbiorem pustym.
Z zasady ekstensjonalnosci wynika, Ze istnieje tylko jeden taki zbior, ktory
oznaczamy przez O. Zbior ten bywa teiz oznaczany przez .

Dopuszcyamy istnienie przedmiotéw, ktére nie sa zbiorami. Je§li
wigc a nie jest zbiorem, to nie istnieje takie x, e x € a. Podobny whasnosc
ma O, ale O # a, bowiem 2 nie jest — w odrdznieniu od O — zbiorem.

Piszemy 4 = B (co czytamy: A4 zawarte w B), jeéli kazdy element
zbioru A jest tez elementem zbioru B. A wigc

A © B<>dla kazdego x (xed= xeB).

W tym wypadku mowimy, Ze A jest podzbiorem zbioru B. Jesli ponadio
A # B, to zbidér 4 nazywamy podzbiorem wiasciwym zbioru B.
Relacj¢ 4 < B nazywamy inkluzjq. Ma ona szereg wiasnoéei, np.

A< A,
AcBABc C= 4 c(C,
AcBaBec A= 4 =B

Poda¢ elementy nastgpujacych zbiordéw (zad. 2.1-2.28):

2.1. {a, b, c}. 2.2. {a, b, a}.

2.3. {a}. 24. 0.

2.5. {{a}}. 2.6. {0}.

2.7. {{a, b}, {a}}. 2.8. {{{a}}, {a},a}.

2.9. {{a, b, c}, c}. 2.10. {{a, b}, {{a, b}}, O}-
2.11. {xed :x <2} 212, {xe " 1 x2 LT}
213, {xeN 1 x2< T} 2.14. {xeH :x =2}.

2.15. {xeV :x=2vx =3} 2.16. {xeA" : x% < 0}.
217. {xe N 1 x= —1} 218, {xe At 1 x =0}
2.19. {xe : x* =4} 2.20. {xe¥ : x* = 4}.
2.21. {xe# : x* =2} 2.22. {xed : x2—8x+1 < 0}.
2.23. {xed" : |3—x| < 3}. 224, {xe R : x*+4x+4 <0},
2.25, {xe R : x? = 2}. 2.26. {xe¥ :(x+1)* <0}
227. {xe & :x2< 3} 2.28. {xe R : x2+1 = 0}.

Przyjmujac, Ze réine litery oznaczaja rézne przedmioty, ewentualnie
liczby rzeczywiste, zbadaé jakie relacje inkluzji zachodza miedzy naste-
pujacymi zbiorami 4 i B (zad. 2.29-2.50):

2.29. A= {a,b,c,d}, B=1{a,c,d}.

2.30. A ={a,b}, B={a,cd}.
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231. A =0, B={a,b,c}
232, A = 0, B ={a}.
2.33. A = {{a},q, 0}, B = {a}.
2.34. A ={{a, b}, {c,d}, ¢, d}, B = {{a, b}, c}.
2.35. A = {{a, b}, {a}, b, O}, B = {{a}, b, {0}
236. A ={xeN :x>2}, B={yet 1y > 2}.
237. A={xeR:x>0}, B={yed 1y >0}
238. 4 ={xeN:x*>4}, B={xedx > 2}.
2.39. A = {ax+bra,be R}, B={x+y:ye R}.
2.40. A = {ax®+bx+c:a b, ¢ e @), B={ax+b:a, be R}
241. 4 = {ax+b+2:a,be®), B= {bx-+a:a b e #}.
2.42. A = {(a—1)x*+(b+Dx+cia b,c e &},

B = {zx®-+tx+v: 2, 1,0 e W}

Uwaga. Zbiory A i B w zadaniach 2.39-2.42 nalezy rozumie¢ jako
zbiory funkcji, a mianowicie tzw. funkcji liniowych badz trojmiandw kwa-
dratowych.

243. A={xew :x*< 1}, B={xeZ: 2x3—5x2+4x = 1}.

244. A= {xeW :x* <0}, B={xe¥" x8+Tx%—3x = O}

2.45. A = {xeW : x*+x-2<0}, B= {(ye®: y*+y—2 =0}

2.46. A ={xe@®:x*—5x+3 =0}, B= {xeW : x*—5x+4 <0}

2.47. A — zbiér tréjkatow rownoramiennych, B — zbidr tréjkatow
réwnobocznych.

7.48. A — zbiér kwadratow, B— zbiér prostokatéw.

2.49. A — zbi6r rombéw o co najmniej jednym kacie prostym, B—
zbiér prostokatow.

2.50. A — zbiér wielokatéw o obwodzie rownym 4, B — zbiér kwadra-
téw o polu rownym 1.

Niech teraz a, b, ¢id beda rozne od zbioru pustego. Jakie zaleznoscl
muszg zachodzi¢ pomigdzy nimi, zeby zachodzily nastepujace réwnosci:

2.51. {b, ¢} = {b, ¢, d}. 2.52. {a, b, a} = {a, b}.
2.83. {{a}, (a, b}} = {{c}, {e,d}). 254 {{a, b), &} = {{a}, c}.
2.55. {{a, b}, {d}} = {{a}}. 2.56. {{a, 0}, b} = {{O}}.

7 dowolnych dwu zbioréw 4 1 B mokemy UtWOrzZyC Towe zbiory
AuwB, An BiA-—-Bzwane odpowiednio suma, iloczynem i réznicq zbioréw.
Zbiory te sq okreslone w nastgpujacy sposéb:
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xeAuBexeAvxeB,
xeAnBsxeAAxeB,
xeAd—-Bexedax¢B.

Zbiory A 1 B nazywamy rozlgeznymi jesli A N B = 0. Jesdli wszystkie
rozwazane zbiory sq podzbiorami pewnego zbioru, to zbiér ten nazywamy
przestrzeniq i oznaczamy przez X. Zamiast pisaé X — 4 piszemy po prostu
—A. Nickiedy zbiér —4 bywa oznaczany przez A'. Zbiér —A4 nazywamy
dopelnieniem zbioru A.

Zakladajge, Ze réine male litery oznaczajy rdzne przedmioty, nie be-
dgce zbiorami, obliczy¢ 4 UB, A "B, A—B i B—A dla nast¢pujacych
zbioréw A i B (zad. 2.57-2.62):

257. A={ab,c}, B=1{cd}.

2.58. A = {{a, b}, ¢}, B = {c, d}.

2.59. A = {x,3,{z}}, B = {a, x, y}.

2.60. 4 = {{a,{a}}, a}, B = {a, {a}}.

2.61. 4 = {a, {a}, {b}}, B = {{a}, {8}}.

2.62. 4 = {{a,{B}}, ¢, {c}, {a, B}}, B = {{a, b}, ¢, {b}}.

Obliczyé podobnie jak poprzednio A UB, AN B, A—B i B—-A4 dla
nastgpujacych zbiorow 4 i B (zad. 2.63-2.66):

263 A={xeN :x <3}, B={xeN :x2=3}.

264. A ={xeA :x<0}, B={xef 1 x=2},

265. A={xeR:x<1}, B={xeN 1 x< 1}

2.66. A ={xeR :x<1}, B={xed :x< 2}

2.67. Nicch przestrzen X bedzie zbiorem wszystkich wielokgtéw 1 niech
A bedzie zbiorem trojkatéw réwnoramiennych, B — zbiorem trojkatéw
rownobocznych, C — zbiorem trdjkatéw prostokatnych.

ZnaleZ¢ zbiory:

a)y (AdnB)nC,

b) (dn —-B)YnC,

) (=A)n(Bn (),

d) (=4) n(Cn —B),

e) (4 nB)n (-C).

Udowodni¢, Ze przy ustalonej przestrzeni X dla wszelkich zbioréw
A, B i C zachodza nastepujace rownosci (zad. 2.68-2.79):

2.68. AUB = B u A. 269. ANB=Bn A
220 AN (BUC) = (AnB)u(dnC).



2. AU(BNC)=(AuB) N (4uO).
272, Au(BuC)=(AduB)ul.
273. An{BnC)= (4 nB)nC.

2.74. On A = 0. 2.75. Xnd = A
2.76. Ou d = A 2.77. ¥wd =X
2.78. Au —4 = X. 279. An—4=0.

“2.80.. Dowiest, ze
Ac B AUB=Bs<ANB = A< A—B = 0.

Dowiesé, ze dla wszelkich zbioréw A, B, C i D zachodza nastgpujace
réwnoéei {zad. 2.81-2.87):

281, (AuB) —C=(A-C)v (B—C).

2.82. A—(B—C)=(A—B)u (4 nC).

283, (A-B)u = [(4uv C)-Blu(BnC).

2.84. Au(B-C)=[(A4uv B)-C]u (4 nC).

285. A—-(BuC)=(4-B)—-C.

2.86. (A—B) N (C—D) =(4nC)—(By D).

287. A—[B—(C—-D)] = (A-Byu (4 c)—D].

Dowiesé nastepujacych toZsamosci rachunku zbioréw (tj. réwnosci
prawdziwych dla wszelkich zbioréw 4 i B) zwanych prawami de Morgana
(zad. 2,88-2.89):

2./ . (AU B)=(—4)n(—B)

289. —(4 B) = (—A) u (—B).

Sprawdzi¢, czy ponizsze rownoéci sa tozsamosciami rachunku zbiorow.
Jesli nie, poda¢ odpowiednie przykiady (zad. 2.90-2.93):

290. A—(BUC) = (4—B)n(4-C).

291. Au(4dnB)=A4.

292. An{AUB)=B

2.93. (AuBuCO)—(AuB)=C.

Dowiesc, ze dla wszelkich zbioréw 4, B i C zachodza nastgpujgce
implikacje badZ réwnowaznosci (zad. 2.94-2.100):

294, (Ac BIANCe D)= (AnCc B n D).

295. (Ac BACe D)y=(AduCc By D).

2.96. (A= B)AM(Cc D)= (4-D < B-C).

2.97. (4 = B)= (C—B < C—A).

2.98. (=B =B—-A)=>4 =218

2.99. (4 < By« [B=Au(B-A)]

2.100. (Ac B)<={(Bc C)=[(C—4) " (C—B) = C—-B]}.
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Zbadag, jakie relacje inkluzji zachodza miedzy zbiorami 4, B i C, jesli
prawdziwa jest rownosé (zad. 2.101-2.106):

2101 (AnB)u (CnB)=B.

2.102. (4w BN (CuB)=BA8.

2.103. (A—-C)wB=AuUB.

2,104, (AUB)-C=(A-C)uB.

2105. (AuB)—(BNnC)=AnC.

2.106. [(A nB) U C]—4 = (4 0 B)—-C.

~2.107. Dowiesé, ze A N B jest najwickszym zbiorem zawartym réwno-
czednie w 4 i w B, tj. takim, ze kazdy zbiér X zawarty w A i w B jest za-
warty w A n B.

2.108, Dowiesé, e A v B jest najmniejszym zbiorem zawierajgcym
rownoczesnie 4 1 B, tj. takim, 2e kazdy zbidér X zawierajacy A i B za-
wiera rowniez A w B.

2.109. Dowiesé, ze A—B jest najwigkszym zbiorem zawartym w A
i rozlacznym z B, tj. takim, Ze kazdy zbidr X zawarty w 4 i rozlaczny
7 B jest zawarty w 4—B,

*2.110. Ile elementéw ma najmniejsza rodzina &7 zbiorow taka, Ze
Adregd dla i<<m, ijesli Xeod i Yeo, to XuYed.

*2.111. lle elementéw ma najmniejsza rodzina 7 zbioréw taka, ze
diesf dla i<m ijesli Xeo i Yeol,lo XuYed i ¥—Yeuof.

*2.112. Niech A, ..., A, beda pewnymi zbiorami i niech & < n. Do-
wies¢, ze suma wszystkich iloczynéw k rdznych zbiordw sposréd zbiorow
A; jest rowna iloczynowi wszystkich sum n—%-+1 réinych zbioréw spo-
irod A,

2.113. Dowiesé, ze

a) Ay U AU VA, =(A—A) v (-4 U L

e W (Apq—A) A, —AD) U 4y 0 Ay 0L 0 AL,
b) (4u...uAd)N(Biu...uB)=(A4,nB)u...u(d nB u-
e Ul{dy B U - u (A, B U
wou(d, 0B .. u(d,n B

Réznicqg symetryczng dwu zbioréw A i B nazywamy zbidr
A~B = (A—B) v (B—A).

Dowiesé, 2e (zad. 2.114-2.118):

2114. A=B=B+4. 2115. A=(B=-C) = (4=B)-C.

21



2116, A=0 = A. 2.117. A=A = 0.
2418. 40 (B+C) = (AnB)=(4 0 C).
Sprawdzié, czy dla dowolnych zbiorow 4, BiC zachodzg nastepujace
réwnoéci (zad. 2.119-2.121):
2119, A-B=(AUB)-(40 B).
(/2120 AvuB = A=B)=(4 N B).
= 2121, AU (B=C) = (4uB)=(4 v ().
Niech 4, ..., 4, bgda dowolnymi podzbiorami przestrzeni X. Oznaczmy
przez A} zbiér —A;, a przez Aj zbiér A;. Kazdy iloczyn w postaci

Ao AR,

gdzie i = 0 lub i = 1, nazywamy skladowq.
—~ 2.122. Dowieéé, ze roznych skladowych jest co najwyzej 2".

2.123. Dowiesé, ze rézne skladowe sa roziaczne.

2.124. Znaleé sume wszystkich skiadowych,

2.125. Udowodnié, ze zbiér A; jest rowmy sumie tych sktadowych,
w ktérych wystepuje czynnik postaci AL,

2.126. Dowie$é, ze kazdy element najmniejszego ciala podzbioréw
zbioru X zawierajacego zbiory 4, ..., 4, daje sig przedstawi¢ jako suma
skladowych,

Uporzqdkowang parq <a, b) nazywamy zbibr {{a}, {a, b}}.

Pary uporzadkowane maja nastepujaca wazng wiasnos¢ (por. zadanie 2.53):
(a, by = (e, dy<> (a = c)a(b = d).

Uporzqdkowang trdjkq <a, b, ¢y nazywamy zbidr ((a, b3, c). Ogdlnie,
uporzadkowana n-kq {dy, ..., ay nazywamy zbidr

((...<<a1, @0y A3 P ens s a,,).
Tloezyn kartezjanski Ax B definiujemy w nastepujacy sposab:
AxB = {{a,by:ac ArbeB}.

Ogdlnie A; % ... XA, = {{ay, ey @Gy - G E A AN, e Ad,}.
2.127. Dowieéc, ze
C SRR g (T b)) A Ay = by).
Znalez¢ iloczyn kartezjariski 4 x B i BxA dla nastepujacych zbiorow

A i B (zad. 2.128-2.131):
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2.128, 4 = {0,1}, B = {1,2}.

2.129. 4 ={0,1,2}, B=1{0,2,3}.

2.130. 4= {1}, B ={1,2,3,4, 5}

2.131,4 = 0, B=1{1,2,3}.

2.132: Dowiesé, Ze jeéli zbiory A 1 B maja odpowiednio n i m elemen-
tow, to AxB 1 Bx A maja mn elementéw.

2.133. Dowiesé, ze jedli A x B = Bx A, to albo 4 = O, albo 4 = B,
albo B = 0.

2.134. Obliczye AX(BxC), (AxBYyXxC i AxBxC, gdzie A = {0, 1},
B ={1}, C={2,3}

Przyjmujac, ze punkty na plaszczyZnie sy uporzadkowanymi parami
{a, by liczb rzeczywistych, gdzie g -— odcigta, & — rzgdna punktu, zpa-
lez¢ AxB i Bx A dla nastgpujacych zbiorow 4 i B (zad. 2.135-2.139):

2135, A={xeR:1<x<2}, B={xeR:0< x < |}.

2136, A={xeR:0<x}, B={ye®Z:0<yp}

2137. A={ye®: —-l<y<1},B={xe@:0<x< 1}

2138. A ={yeR:x<1vl<x}, B={yed®:y* >0}

2139. A ={xeR:0<x< Iv2<x<3},

B={xe®:1<x<2A3 < x4}

Przyimujac, ze punkty przestrzeni trdjwymiarowej sq uporzadkowanymi
tréjkami {a, b, ¢ takimi, ze {a, b) jest rzutem punktu {a, b, ¢y na plasz-
czyzne z = 0, a ¢ rzutem {a, b, ¢) na 0§ z, znalezé 4 x B dla nastgpujacych
zbiorow A i1 B (zad. 2.140-2.142):

2140, 4 = x> 0<x<1AD<y<1}, B={x:0<x<I}

2041, A= {{x, ) x*4yP < 1}, B={x: -l <x<l}.

2042, A= {x, ) : 1 <x®4+p2< 4}, B={x:0<x}.

“Sprawdzi¢, czy prawdziwe sa nasigpujace rownosci (zad. 2.143-2.146):

2143, Ax(BUC) = (AxB)u(4xC).

2.144. AX(BNC) = (AxB) N (4xC).

2.145. A—(BxC) = (A—-B)x(4-C).

.j-jus. AN (BxC)=(4dnB)x{4dnC).

Niech X bedzic ustalong przestrzenig. Zaldzmy ponadto, Ze dla kazdego
A < X istnieje pewien zbidr A < X zwany domknigciem zbioru A taki,
ze spelnione sg zawsze nastepujace réwnosci:

AuB=AuUB A=A, Adcd 0=0.

I

Whnetrzem zbioru A nazywamy zbidr Int(d) = X—X—4.
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Brzegiem zbioru A4 nazywamy zbiér Fr(d) = A —lnt (4).
Dia danego zbioru 4 okreslamy zbi6r (4) zwany piekiedy zbiorem
potegowym (rodzina wszystkich podzbioréw 4) jak nastgpuje:

Xe P(A)< X c A

Zbidr P(4) bywa niekiedy oznaczany przez 24,
Dowiesé nastgpujacych rownosci (zad. 2.147-2.156):
2.147. X = X.

2.148, A—-B = A—B—B.
2149, Ac B=>Ac B.
2.150. (A = AAB=B)=>ANnB=AnNB.

2.151. Int(Int A) = Int(A).

2.152. Int(A r B) = Int(4) o Int(B).

2.153. 4 C B = Int(4) < Ini(B).

2.154. Fr(A) = A N (X—A4) = (A 0 X—A) U (4—A).

2.155, Fr(d)u 4 = 4.

2.156. Fr[int(4)] € Fr(A4).

Znalesé zbior P(A4) dla nastgpujacych zbiordw A (zad. 2.157-2.160):
2.157. A =la, b,c}, 2.158. 4 =0.

2.159. A = {O}. 2.160. 4 = {{{a}}, {a}, a}.

Dowies¢, ze (zad. 2.161-2.163):

2.161. A = B = P(4) = P(B).

2.162. A + B = P(A) # P(B).

2.163. ~[4 = P(A)].

2.164. Czy jesli X = 2(X), to X musi by¢ zbiorem pustym (X = 0)?
2.165. Dowiesé, ze jesli A ma n clementow, to #(4) ma 2" clementow.




Rozdzialt IIX

FUNKCJE ZDANIOWE, KWANTYFIKATORY

Funkcjg zdaniowq nazywamy wyrazenie, zawierajgce zmienne, ktore
staje sie zdaniem (prawdziwym badz fafszywym), gdy za te zmienne pod-
stawimy konkretne przedmioty.

Tak wige funkcja zdaniowa jednej zmiennej moze by¢ interpretowana ja-
ko wiasno$¢ pewnych przedmiotow, za$ funkcja zdaniowa wielu zmiennych,
jako warunek, ktéry musi speinia¢ ukiad przedmiotéw. W szczegdlnosci
zdanie traktujemy jako funkcje zdaniowa. o liczbie zmiennych townej
Z€r0.

Z kazda funkcja zdaniowa @(x,, ..., x,;) 0 zmiennych x,, ..., x, wigZe
si¢ na og6t pewna skoiiczona rodzina zbioréw X, ..., Xn, ktorych elementy
mezna podstawic do @ za odpowiednie zmienne. Zbiory te nazywamy
zakresami zmienno$ci odpowiednich zmiennych.

Jesli @(x) jest funkcja zdaniowa jednej zmiennej, to oczywiscie

ae{x: ®(x)}< O(a)
i jeSli X jest zakresem zmiennosci zmierngj x, to @(a) = ac X,
Czasami zamiast mowié¢, Ze zakresem zmiennosci zmiennej x funkcji

@®(x) jest zbior X, mowi sig, ze funkcja ®(x) okreslona jest na zbiorze X.
Ogélniej, jesli @(xy, ..., x,) jest funkcjg zdaniowa n zmiennych, to

ayy ooy @y € {300, s X 1 DXy, ooy X)) <= By, ...s ).
Zbiory
x:0x)} 1 {{xg, 0o Xp P DXy, .00 X))

nazywane sg wykresami funkcji zdaniowej.

Warto zaznaczyé, Ze jezeli istnieja zbiory bedace zakresami zmiennosci
zmiennych funkcji @, to wykres funkcji @ zawsze istnicje. O tym, Ze nie
kazdej funkeji zdaniowej mozna przyporzadkowaé wykres, zdecydowaly
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pewne ograniczenia na konstrukcje zbioréw zwigzane pojawieniem si¢
tzw. antynomil.

Funkcje zdaniowe moZemy Yqczyc spojnikami logicznymi i w ten sposob
otrzymywaé nowe funkcje zdaniowe, pod warunkiem, Z¢ zmienne réwno-
ksztaltne wystepujace w funkcjach sktadowych maja ten sam zakres zmien-
noéci, np. ®(x, ) mozemy polaczyé spojnikiem z ¥(x, z) lub 2 (u, x), je-
zeli tylko zakres zmiennosci zmiennej x w @ jest taki sam jak zakres zmien-
noéci zmiennej x w ¥, ezy E.

Kwantyfikatory obok omawianych uprzednio spojnikoéw sa rodzajem
operacji logicznych wykonywanych na funkcjach zdaniowych.

W matematyce najezeécicj uzywane sa kwantyfikatory bgdace formal-
nymi odpowiednikami zwrotéw ,dla kazdego x“ i ,istnieje x*. Oznacza
si¢ je odpowiednio przez

A oraz

x x

i nazywa kwantyfikatorem ogolnym (ewentualnie duzym) oraz szezegdfowym
(ewentualnie egzystencjonainym lub matym).
Tak wiec jeli dana jest funkcja zdaniowa @(x, ), to AP(x, y) czy-
x

tamy: dla kazdego x z zakresu zmiennoéci funkeji @ zachodzi P(x, y).
Podobnie V @(x,y) czytamy: istnieje w obrebie zakresu zmiennosci @

takie x, ze @(x, ¥).

W obydwu przypadkach zastosowanie kwantyfikatora przeksztal-
cito nam funkeje zdaniows dwu zmiennych x i y w funkcje zdaniows jednej
zmiennej y. Wprawdzie w zapisie tej funkcji wystepuje litera x, jednak
wartoéé nowej funkcji zdaniowej zalezy jedynie od tego, co podstawimy
w miejsce y. O zmiennej x méwimy wowczas, ze jest zmienng zwigqzang
w odroznieniu od y, ktére nazywamy zmienng wolng. Formuia bez zmien-
nych wolnych jest zdaniem.

Wprowadza sig tez pojecie  kwantyfikatordw ograniczonych N, V ,

¢(x) P(x)
ktore czytamy odpowiednio: ,dla kazdego x takiego, Ze cb(x)...(“) o;az

Listnicje x majace wlasnoéé @(x) takie, Ze...“. Scidlej, wyrazenie A ¥
@(x)

traklujemy jako skrot zapisu A (@(x) = ¥), a wyrazenie V ¥ jako skrot
x ®(x)

capisu V (@(x)A¥).

Symibolami @, ¥, @ oznacza¢ bedziemy tzw. zmienne predykatywne,
{, sowenie, s ktéryeh zakresem zmiennodei beda funkcje zdaniowe.



Wyrazenie (formuta) zbudowane ze zmiennych predykatywnych, funk-
toréw zdaniotwdrczych i kwantyfikatorow nazywamy tautologiq rachunku
kwantyfikatoréw (rachunku funkcyjnego), jesli wyrazenie to jest zawsze
prawdziwe bez wzgledu na to jakie funkcje zdaniowe zostana podstawione
za zmienne predykatywne.

Niekiedy formul¢ @ nazywamy zdaniem, mimo Ze napisana jest w ten
sposob, ze wystepuja w niej zmienne wolne x;, ..., x,. W takich jednak
wypadkach formule t¢ uwazamy za skrotowy zapis formuly

/s O AN T ..

Spos6b ten jest czesto praktykowany w algebrze, gdzie np. przemiennos¢
dodawania zapisujemy jako x+y = y+x, co $cifle rzecz biorac oznacza
zdanie:

ANx+y=y+x
x ¥

Znalezé wykresy Z funkcji zdaniowych (zad. 3.1-3.10):

31 x°-120, X = 4.

32. x=x, X = 4.

33. x#x, X =24,

34, x+1 =2x, X = &+,

3.5. x+1 =2x, X = R—-R*.

36. ¥ =1, X=¢4.

3.7, |x] = [x+1], X = .

38. x2=2x, X =4

39. (x—1)(x+1) =0, X = 2.

3.0, |x+1j+jx+2] =1, X = &

Zalézmy, ze zmienne funkcji zdaniowych @, i @, maja te same zakresy
zmiennodci. Niech Z, i Z, beda odpowiednio wykresami funkeji @, i @,.
Znalezé wykres funkcji zdaniowej (zad. 3.11-3.17)

3.11. &, AD,. 3.12. &,V P,. 3.13. ~®.
3.14. &, = &,. 3.15. &, < B,. 3.16. By(®,,Py).
Znalezé funkcje zdaniowa o wykresie (zad. 3.17-3.20):

317. Z, n Z,. 3.18. Z, U Z,. 3.19. Z,~Z,.

3.20. Z, x Z,, przy dodatkolvym zalozeniu, Ze ®; i @, sa funkcjami
roznej zmienne;.

Funkcja zdaniowa ®(x;, ..., x,) jest prawdziwa w Xy, ..., X, jedli dla
kazdego ag;€ X;(l <i<nmn), &g, ...,q,) jest zdaniem prawdziwym. Po-
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dobnie mowimy, ze funkcja zdaniowa @{x, ..,X,) jest falszywa
w Xy, ..., X,, jedli dla kazdego g;€ X; (1 <i< n), Play, .ees @) jest zda-
niem falszywym.

Niech @(x) bedzie funkeja zdaniowa o zakresie zmiennofci X, za$
zbiér Z bedzie wykresem funkeji @. Znalei¢ warunek konieczny i dosta-
teczny na to, by (zad. 3.21-3.22):

321. Z = X. 322. Z= O

3.23. Zalozmy, ze wykresy Z, — funkcji zdaniowej @,(x) i Z, -— funkcji
zdaniowej @,(x) sq réwne; jaki jest wykres funkeji zdaniowej:

a) @y(x)= Py(x), b) P(x)APx), ©) Dy (x)V ~ Py(x).

3.24. Niech &,(x) bedzie funkcja zdaniowa prawdziwa w X, za$ D,(x)
dowolna funkcjy zdaniows. Jaki jest wykres funkeji zdaniowej:

a) @,(x) APy(x), b) @y(x) v Py(x),

c) ~dh(x} A (), d) ~Py(x) v Py(x).

Znalezé wykresy funkeji zdaniowych @(x, y), gdzie zakresem zmiennosci
zmicnnej x i zakresem zmiennosci zmiennej y jest zbior # (zad. 3.25-3.55):

3.25. x = ). 3.26. x < ¥

3.27. x <. 328. x=».

3.29. x4 p2 < 1L 3.30, x%*4y* = L.

331, ax+byte=0 (a,b,ce#®)3.32. x # y.

3.33. x24p2 = 0. 334. x-y= 1.

335, x-y=0. 336. xy< L.

3.37. ax®+bx+c+y = 0(a,b,ce®). 3.38. x < [yl

3.39. |x| > . 3.40. (ax)*+(by): < 1(a,b,ce B).
3.41. x24-y2 = 0. 342, [x-yj<0.

343, x zyvaiHpi< L 344, x4y = 0Vx =
345, x+y=1vx#)p. 3.46. x = yaxi4y? = 0.
347. x'p<l=x-y=1 348. ~(x-y < 1)

349, |x-y| <0=>x*4+y>=0. 350. x =0vy =0.
3.51. x < |y| = x2+y* = 0. 352, x<0Ov({y =)
3.53. A2+ = 0VX = x. 354, y2+2y—3 < 0.

3.55. x3+1 > 0.

Znalezé wykresy funkcji zdaniowych zmiennych x, y i z, ktérych za-
kresem zmiennosci jest zbidr # (zad. 3.56-3.62):

3.56, x4+ yiyz? < . 357. x+y =z

3.58. x+y = 1. 359, x2+32 < 1.
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3.60. x2+p% < 4nz] < L 36l x| <laly<inlzl< .

3.62. x¥+)% = 22

O ukladzie {ay, ..., a,) mdwimy, e spelnia funkcjg zdaniowa @(x,, ..., x,)
jesli @(ay, ..., a,) jest zdaniem prawdziwym. Jesli istniejy takie Qy g iins s
2 @y, wy Gy spetnia @(xy, ..., x,), to funkcje D(xy,...,x,) nazywamy
Junkejq spefiulng.

3.63. Dowics¢, ze wykres funkcji zdaniowej @ jest zbiorem pustym
wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja @ nie jest spelnialna.

3.64. Dowies¢, Zze funkcja @ nie jest spelnialna wtedy i tylko wtedy,
gdy funkcja @ jest falszywa.

3.65. Dowies¢, ze jesli Xy, .., X, sa zakresami zmiennodci funkciji
DXy, X)) 1 X F# 0 dla 1 <i<n, to jedli funkcja & jest prawdziwa.
to jest ona speimiaina.

3.66. Dowicié, ze funkcja @(x, y) = ®O(x)v ¥(y) jest spelnialna wiedy
i tylko wtedy, gdy albo funkcja ®(x), albo funkcja ¥(y) jest spelnialoa.

3.67. Dowies¢, ze funkcja @(x, y) = ®(x) A ¥(y) jest spelnialna wtedy
i tylko wtedy, gdy obie funkcje &(x) i ¥(») sa spetniaine.

Czy takie samo twierdzenie jest prawdziwe i dla funkcji @(x) i ¥(x)?

3.68. Dowieé¢, Ze funkcja O(x, y) = @(x) = ¥(y) nie jest spelnialna
wtedy 1 tylko wtedy, gdy &(x) jest prawdziwa, a ¥(y) falszywa.

Czy takic samo twierdzenie jest prawdziwe dla funkeji @(x) i ¥(y)?

3.69. Kiedy spelnialna jest funkcja ~&(x)?

3.70. Dowiesc, ze jesli X jest zakresern zmiennosci zmiennej x, to wy-
kres funkeji ~@(x) jest rozny od X wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja @(x)
jest spetnialna.

3.71. Dowicsc, Ze jesli @(xy, vuuy X,) | (x4, ..., X,) sa takimi funkcjami,
ze dla wszelkich ay, ..., a, z zakresu zmiennoéci zmiennych &(ay, ..., a,) <
<= ¥(ay, ..., a,), to wykresy funkcji @ i ¥ sa identyczne.

3.72. Dowieé¢ twierdzenia odwrotnego do podanego w zadaniu 3.71.

Zakladajac, ze ®(x, v, z), ¥(x, y, ), O(x, y, z) sa funkcjami zdaniowymi
o zmiennych x, y, z, wskaza¢ zmienne wolne i zmienne zwigzane w nastg-
pujacych formutach (zad. 3.73-3.85):

3.73. A @(x, p,2). 3.74, /\ /\ &(x, ¥, ).

3.75. V B(x, y, 2). 3.76. v q:'v(\ ¥, 2).
3.97. [V A &(x, y, 2)] = ¥(x, 3, 2).
L
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3.78.

3.79.

3.80.
3.81.
3.82.
3.83.
3.84.
3.85.

3.86.

A ={a;, ...,

a) A
b) Vv
3.87.

/\ P(x, y, ) A V ¥(x, ¥, z).
A o(x,3,2) = {v(v ¥(x, 3,9 n A O 3, D)}
V[fﬁ(x ¥, 7= 'P(x, X M = {V v [d’(x. x, VYA O, y, M}
\/ (x < yvx <z
VA (x <) = (x < DAl < M.
A (xly Axiz = xl2).
(j:\y/ x < PIvix < 2).

Vix<xvx <z,

Niech @(x) begdzie funkcja zdaniowa okreslona na zbiorze
a,}. Dowiesé, ze

B(x) <> (B(a) A D(ay) Av.. AD(a)),

D(x) <= ((P(a]_) Vd(a)V.. v dﬁ(a,,)).

Niech ®(x) i ¥(x) beda funkcjami zdaniowymi okre$lonymi na

zbiorze A = {ay, ..., @,}. Dowics¢, Ze

a) A

¥(x)

B(x) < {[¥(a) = P(a)] A [¥(ap) = Pla] A... A[¥(an) = P(an)]},

b) W\(/ )4’(36) <> {[P(ay) A @@}V [F(a) A D@V ... v [F(an) A P(an)]}-

Zaktadajac, ze x, y 1 z przebiegaja zbior &, znaleZC wykresy nastepu-
jacych funkcji zdaniowych (zad. 3.88-3.111):

3.88.
3.90.
3.92.
3.94.
3.96.
3.98.
3.100.
3.102.
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Vaxi4yr=1. 3.89. yx'y=1.

/ix2+y2= 1. 3.91. \j’x'y= 1.

‘T/x-y#l. 3.93. /x\x-y<1.

\::’x'y < 1. 3.95. ;\xa—}-l < W
\J:’x3+y2' = z% 3.97. ;\x2+y2 # 72,

/\ \/x2+y2 = 78 3.99, a\c//'\x-y = Z.
/\V(x<z)/\(z<y) 3.101.I/;_/\x2+y2,>,z
V(x2+y =Dvix < x). 3.103. \J/F(;-y = ) a(x = x).



3.104. Vv/1—x% = y. 3.105. AVI—% = 5.
3.106. V (x2+42ax+b = y) Ay > 0).
3.107. Asiny < xAx < 2+ sin y.

X

3.108. Vsiny < xAx <2+ siny.

x

3.109. Vigx > ya—in < x < in

x

3110, Atgx >pa—in< xax<in

x

3A1%. YV x=z-sinzay =z cos z.

3.112, Niech &(x,y) bedzie funkcja zdaniows okreslona dia liczb
rzeczywistych, Jaki jest sens geometryczny operacji prowadzgcyeh od
wykresu funkcji @(x, y) do wykreséw nastgpujacych funkcji:

3 AB(xY b)) VExy), o) Ay, d Vo)
x x ¥y ¥

3.113. Dowieéé, ze dla dowolnej funkeji zdaniowej ®(x, y), jesli ktory-
kolwick z wykreséw funkeji v @(x, 3), V @®(x, ¥} nie jest zbiorem pustym,
x ¥

to &(x, y) jest spelnialna.

Niech x =y, x<y, x<y beda funkcjami zdaniowymi okredlonymi
dla liezb naturalnych. Za ich pomoes, korzystajyc ze znanych operacji
arytmetycznych, takich jak x+y, x y, symboli dla liczb oraz symboli lo-
picznych, zapisaé¢ nastepujace funkcje zdaniowe (zad. 3.114-3.128):

3.114. x jest liczba parzyst.

3115, x jest suma kwadratéw dwu liczb naturalnych.

3.116. x jest liczba pierwsza.

3.117. x nie jest liczba pierwsza.

3.118. x jest najmniejsza wspdlng wielokrotnoseis liczb yiz

3.119. x jest najwickszym wspdlnym dzielnikiem liczb yiz

3.120. x przy dzieleniu przez 4 daje reszte 1 Iub 2.

3.121. Kazda liczba przy dzicleniu przez 2 daje reszte 0 lub 1.

3.122. Pomiedzy liczbami n i 2n istnieje co najmniej jedna liczba
picrwsza (tw. Czebyszewa),

3.123. Liczby x i y maja takie same dzielniki,

3.124. Kazda liczba nieparzysia wigksza od 3 rozklada sig na sumg
dwu liczb pierwszych (hipoteza Goldbacha),

3.125. Kazde trzy liczby maja najmniejszg wspdlng wielokrotnosé.
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3.126. Kazde dwie liczby maja najwickszy wspolny dzielnik.

3.127. Nie istnieje najwicksza liczba naturalna.

3.128. Nie istnieje najwicksza liczba pierwsza.

W odréznieniu od zalozedi czynionych poprzednio przyjmijmy teraz,
s¢ zmienne w funkcjach zdaniowych x =y, x <y 1 x<) przebiegaja
zbi6r liczb rzeczywistych. Korzystajac z tych funkcji oraz ze znanych
operacji arytmetycznych, takich jak x+J, x, x* ¥, |x| itp. zapisa¢ za po-
moca symboli logicznych nast¢pujace formuty (zad. 3.129-3.135):

3.129. Nie istnicje liczba, ktérej kwadrat bylby mniejszy od zera.

3.130. Funkeja f(x) ma dokladnie jedno miejsce zerowe.

3.131. Migdzy dowolnymi dwiema liczbami rzeczywistymi istnieje
trzecia.

3.132. Nie istnieje najwigksza liczba rzeczywista.

3.133. x nie jest kwadratem Zadnej liczby rzeczywiste].

3.134. y jest pierwiastkiem stopnia co najwyzej trzeciego z pewnej
liczby rzeczywistej.

3. 135. f(x) jest funkcja malejaca.

Przy zalozeniach czynionych uprzednio, majac dodatkowo funkcje
zdaniowg ne 4 (n jest liczbg naturalng) zapisaé za pomoca symboli fo-
gicznych nastgpujace formuly (funkgje zdaniowe) (zad. 3.136-3.150):

3.136. Ciag {ax} jest rosngcy.

3.137. Ciag {as} przyjmuje wartosci dodatnie.

3.138. Ciag {an} jest zbiezny.

3.139. Ciag {as} jest ograniczony.

3.140. Ciag {as} jest od pewnego micjsca staly.

3.141. Jesli ciag {an} jest od pewnego miejsca staly, to jest zbiezny.

3.142. Jesli ciag {an} jest ograniczony, to zawiera podciag zbiezny .
.do pewnej liczby rzeczywistej.

3.143, Funkcja f(x) jest ciagla w punkcie x,.

3.144, Jeéli funkcja f(x) jest ciagla w przedziale domknigtym {a, b),
to jest ograniczona.

3.145. Funkcja f(x) jest w przedzmle {a, b} jednostajnie ciggla.

3.146. a jest kresem gérnym liczb ze zbioru Z.

3.147. a jest kresem dolnym liczb ze zbioru .

3.148. Jeli f(x) jest ciagta w przedziale <a, b), to osiagga w tym prze-
dziale kresy.
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3.149. Jedli f(x) i g(x) sa funkcjami cigglymi, to i funkcja f{x) g(x) tez
jest funkejg ciagla.

3.150. Jefli f(x) i g(x) sa funkcjami jednostajnie cigglymi, to funkcja
f(x)+g(x) tez jest jednostajnie ciagha.

Udowodnié, e nastgpujgce wyrazenia sa tautologiami rachunku kwan-
tyfikatoréw (zad. 3.151-3.159):

3151 ~ \ P(x)<> A ~@(x) (prawo de Morgana).

x x

3.152. ~ A @(x)<> V ~B(x) (prawo de Morgana).

3.153. VA P(x, y)=: AV 8(x, y).

3154, v [B(x)v ¥(x)] <> D)V V' F(x).

3.155. \x/ [D(x) A ¥(x)] = Cf @(x),«\j ().

3.156. /\ [B(x) A P(x)] <> /\ B(x) A /\ ¥(x).

3.157. /\ df'(x)v/\ P(x) = /\ [tiﬁ(x)v Y(x)1

3158, A [6(0) = ()] = [A $() = A P(0)].

3.159. ,Z\ [D(x) <> ¥(x)] = [;\ B(x) < R P(x)].

Zakladajac, ze funkcja zdaniowa ¥ nie zawiera x jako zmiennej wolnej
dowiesé, Zze nastepujace wyraZenia sg tautologiami rachunku kwantyfika-

torow (zad. 3.160-3.166):
3.160. (A V)< .

3161, A [E(x)V¥]=> A B(x)VV.

3.162. ';’A V d(x) = VI[‘PAtlf'(x)].

3.163. [‘P=:-r A @(x)] :J; A [¥F = &)

3164, [F = v P(x)] = v [¥ = &(x)].

3.165. [V 45()5 = ¥]= /J( [@(x) = Y]

3.166. [5 P(x) = ¥ = :/ [@(x) = P].

Sprawdzi¢, czy nastgpujace formuly sa tautologiami (zad. 3.167-3.177):
3.167. A Blx) = A B(z).

3.168. Z\ [P(x)v ‘If(x)] = A P(x)v A P(x).
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3.169. AV O(x,y) = \//\ @(x,y).

3.170. \’} 8(x) A v W) = V 969 AT

378 A [ = A FET= A [96) < F0)]

3.172. A [@(A) = 7\ P(x)] = /\ P(x) = P(x)].

3.173. if [P(x) = ‘;’(x)] = [V :;D(x) =\ ¥()].

3.174. /\/‘\d)(xy)——'-/\@('cx) )
3.175. \/\/ &(x, y) = \./ &(x, x).

3.176. [@(x) = /\ rb(x)]

3.171. /\ [v P(x) = $(x)]-

Niech Ax; oznacza zbiér zdan postaci:

a) /‘\ [P(x) = P(x)] = [/\ &(x) = /\ ¥,

b) !\ P(x) = P(x),

¢) f\/\ D(x, y) = /\A ®(x, ),

d) A /\ B(x, y) == /\ @(x x) o ile @ nie zawiera Zzadnego kwantyfika-

tora, ktory wigze zm1ennq x i w ktérego zasiggu jest zmienna wolna y,
e) D= /\ @ o ile ¢ nie zawiera zmiennej wolnej x,

A [@(_1)=> P =1V Hy= Y ¥(x)],

g ‘P(X)=> M B(x),

h) \/ V ‘P(x y) = \/ \/ (x, y),

i) \/ (I)(x x) = V V <I>(x ¥) o ile @ nie zawiera zadnego kwantyfika-

tora, Ltory wigze zm:ennq x i w ktérego zasiegu znajdowataby si¢ zmienna
wolna ¥,

) Ve=d& o ile P nie zawiera zmiennej wolnej x,

oraz wszystkie zdania, ktére mozna uzyskaé z tautologii rachunku zdan
przez podstawienie za zmienne zdaniowe dowoelnych wyrazen i poprzedzenie
ich kwantyfikatorami duzymi wigzacymi wszystkie zmienne wolne.

Tak okreélony zbidr Ax, jest systemem aksjomatéw dla rachunku
kwantyfikatorow.
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3.178. Stosujac taka metode jak w zadanmiach 3.151-3.166 dowies¢,
ze formuly b-j sg tautologiami rachunku kwantyfikatoréw.

3.179. Stosujac reguly wnioskowania (patrz rozdz. 1) wyprowadzié z Axy
formuly z zadan 3.151-3.166.

3.180. Dowiesé, ze nie jest konsckwencja Ax; nastepujace zdanie:
A &) = \/ D).
x X

3.181. Dowiedé, ze uzupelniajgc zbidr Ax, jeszcze Jednym zdaniem
typu
\ [@(x) <> B(x)],

z lak wzbogaconego zbioru mozemy udowodnié zdanie

A\ 200 = \/ ().

Uwaga. Zbiér 4x; z dodanym zdaniem \/ [@(x) <> D(x)] nazywamy
aksjomatykq rachunku kwantyfikatoréw w dziedzinie niepustej,

*3.182. Dowiesé, ze jesli w formule @ bedacej twierdzeniem rachunku
kwantyfikatoréw (tautologia) zastapimy wszystkie kwantyfikatory przez
kwantyfikatory ograniczone do pewnej funkeji zdaniowej ¥(x), to otrzy-
mamy znéw tautologis.

Przeprowadzié¢ dowody ponizszych twierdzen, wskazaé z jakich regut
wnioskowania i jakich tautologii rachunku kwantyfikatoréw korzysta sie
w kolejnych krokach dowodowych (zad. 3.183-3.189):

3.183. Kaida liczba naturalna ma przynajmniej jeden dzielnik, ktéry
jest liczba pierwsza.

3.184. Miedzy dowolnymi dwoma liczbami rzeczywistymi istnieje trze-
cid, rozna od nich,

3.185. Nie istnieje najwicksza liczba rzeczywista.

3.186. Kazda funkcja jednostajnie ciggla jest ciaggla.

3.187. Dla kazdych dwéch liczb istnigje wspélna wielokrotnosé.

3.188. Dla dowolnego b i & # 0 réwnanic ax+5 = 0 ma rozwigzanie.

3.189. W kazdym tréjkacie istnieje punkt réwnoodlegly od wszystkich
hokéw.,

Formula & jest formuly elementarng (atomowy), jezeli nie jest postaci
) - Py, gdzie - oznacza jeden ze spojnikéw logicznych, ani tez postaci
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Q®,, gdzie Q jest badz znakiem negacii, badZ kwantyfikatorem. Wynika
stad w szczegdlnodci, ze w formule elementarnej wszystkie zmienne s wolne.

O formule @ mdowimy, Ze jest ona w dyzjunkeyjnej (lub koniunkeyinef)
postaci normalnej jezeli jest ona postaci

P = Qx,... O"x, &'(x,, ..., x,),

gdzie Q'x,, | < i< n oznacza kwantyfikator (duzy Jub maly), formuta ¢’
natomiast nie zawiera kwantyfikatoréw i jest w alternatywno-koniunkecyjnej
(lub koniunkcyjno-alternatywnej) postaci normalnej (por. zadania 1.80
i 1.81).

Formule @' nazywamy dyzjunkcyjna (koniunkcyjng) postacia nor-
malng formuty &, jesli &' jest w dyzjunkeyjnej (koniunkcyjnej) postaci
normalnej, @' zawiera te same zmienne wolne co @ 1 @ <« @',

Znalezé dyzjunkcyjna (koniunkcyjng) postaé nastepujacych formut
przy zalozenin, ze @, ¥, @ sa formulami elementarnymi o zmiennych ze
zbioru {x, y, z} (zad.3.190-3,196):

3.190. A B(x)v A P().

x x

3.191, V D(x) A V ¥(x).

3.192. v P(x) = /\ P(x).

3,193, v B(x) = /\ P(x, ¥).

3.194. ~ V [di(x)A \/ P(x, ¥

3.195. ~ /\ [V &(x, y) =~ A Yix,y, VA Ox 1 2)]
3.196. v {7 8 )V~ [FG )V A OG.]

3.197. Dowiesé, ze kazda formuta moze byé przedstawiona w koniunk-
cyjnej postaci normalnej.

3.198. Dowieséé, ze kazda formula moze byé przedstawiona w dyzjunk-
cyjnej postaci normalnej.

3.199. Czy dla danej formuly @ istnieje tylko jedna jej dyzjunkcyjna
(koniunkcyjna) posta¢ normalna?

3.200. Sprowadzi¢ do postaci normalnej formuly z zadan 3.151-3.174.



Rozdzial IV

RELACJE. RELACJA ROWNOWAZNOSCI

Relacjq n-czlonowq nazywamy zbiér, ktérego wszystkie elementy sa
n-kami uporzadkowanymi. Innymi stowy relacja n-czlonowz nazywamy
taki zbior R, dla ktérego istnieja zbiory Ay, ..., A, takie, e
Ra A, x...xA,.

Majae dang relacje R o< A;x...xd,, i-tg dziedzing R nazywamy
Zbidr

D(R) ={xed;:\/..\V V.. y {Bis vovs Bimis Xy Bigi 5 ooes Gy ER.

a;  ai—y 4j¥1 n

W szczegblnodci jezeli R jest relacja dwuczlonows, to pierwsza dziedzine
1,(R) nazywamy po prostu dziedzing R i oznaczamy przez D(R), a druga
dziedzing D,(R) nazywamy przeciwdziedzing relacji R i oznaczamy przez
D¥R).

Tak wige, dla R = 4% B mamy

D(Ry = {xeAd: \/H<x, WeR}, D¥R) = {yeB: \/A(x,y> e R}.

ye Xe

Zbior D{R)w D*(R) nazywamy polem relacji R.

Zamiast pisac {x,, ..., X,» € R piszemy czesto R(x,, ..., x,), a w przy-
padku gdy R jest relacja dwuczlonowa piszemy x, Rx,.

Rozwazmy teraz relacje R « X2 (X? = X x X). Spoéréd nich wyréznimy
pewne specjalne rodzaje relacji, a mianowicie:

a) zwrotne w X, tj. takie, e

A<Lx, x>eR

xeX

{lub A xRx, A R(x, x)),

xeX xeX
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b) przeciwzwrotne w X, tj. takie, Ze

AN <x x> ER

xeX

(lub A ~xRx, A~R(x, x)),

xeX xeX

c) symelryczne w X, tj. takie, Ze

/\ f\(x,_1’>ER=><y’x>€_R

xeX yeX
(lub A A xRy=3yRx, A A R(x,¥)}= Ry, x)),
xeX yeX xeX yeX

d) slabo antysymetryczne w X (wpdl antysymetryczne, na wpdl przeciw-
symetryczne), tj. takie, Ze
AN Ny eRA,x)eR=x=yp

xeX yeX
{(lub A A xRyayRx=x=3y A A Rlx, ) AnR(y, x) = x = y),
xeX yeX xeX yelX
e) przeciwsymetryczne w X (asymetryczne), tj. takie, ie

A Ao y>peR={y,x)¢R)

xeX yeX
(lub A A xRy=~yRx, A A R(x,y)=~R(,x)),
xeX yeX xeX yeX
) przechodnie w X, tj. takie, Ze
AN A A eRA{p,zyeR=(x,z)eR

xeX yeX zeX

(lub A A A xRyayRz= xRz, N A A R p)aR(y, 2)= R(x, 2)),
xeX yeX zeX xeX yeX zekX
g) spdjne w X, tj. takie, ze
A Ay RV, x>cRVE =y

xeX yeX

(ub A A xRyvyRxvx=p, A A Rx y)vR(y x)vx= ¥

xeX yeX xeX yeX
Przez I, oznaczamy nastgpujaca relacje:
Kx, ypeX2:x =y} = {{x,x) : xe X}

i nazywamy ja identycznoSciq na zbiorze X.
Jedli R < X?i X, = X, to relacj R n X{ nazywamy obcigciem R do X,
i oznaczamy przez R [ X,.
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O relagii R < X* méwimy, Ze jest zwrotna (przeciwzwrotna, syme-
tryczna itp.) jeSli R [ X, jest zwrotna (przeciwzwrotna, symetryczna itp.)
na X; bedacym polem R.

Relacje R = X* zwrotng, symetryczng i przechodnig nazywamy relacja
réwnowaznoSei.

Relacje R = X? zwrotng, slabo antysymetryczna i przechodnia nazywa-
my relacjq porzqdku.

Znalez¢ dziedziny nastgpujacych relacji R (zad. 4.1-4.6):

4.1. R = {{a, b, {a, c), (b, c)}.

4.2. R = {{a, a), {a, b}, {a, D).

4.3. R = {(a, b, ¢}, {a, c, b), {a,d, bd}.

4.4. R(a,b)<>(ae ¥ Abe N ra < b).

4.5. R(a, b,c)<=(ae X nbeF nce N ra®+b2 < 10~c?),

4.6. R{a, b, c)< (aegf/\be%/\ce.AfA \/ i = c+1).

xe&—[0} X

4.7. Dowies¢, ze jesli dla pewnego i mamy Dy(R) = O, to R = O.

Zakladajae, ze rézne litery oznaczajy rézne elementy, zbadaé, ktére
sposrod wiasnosei a-h maja nastepujace relacie R = X2, pdzie X = {a,b,c,d}.
le§li R nie ma ktdrej§ z wymienionych wiasnoéci, zbadaé, czy istnieje
takie niepuste X; < X, ze R [ X, whasno$¢ te w X, juz posiada (zad. 4.8-4.11):

4.8. R = {<a, ad, b, by, (a, b))}.

49. R = {{a, a), (b, b), {¢, ), {d, d>, {a, b, {b, ad)}.

4.10. R = {{a, b}, (b, a), (¢, @), {a, ¢, {e, d), {a, d>}.

4.11. R = {{a, b), {a, ¢, (b, &>, {e, ), {a, a), {b, B)}.

4.12. Udowodnié, ze dla dowolnej relacji R, R « D(R) x D*(R).

4.13. Udowodni¢, ze czgs¢ wspélna dwu relacji zwrotnych w zbiorze X
just zwrotna w zbiorze X.

4.14. Udowodni¢, ze na to, by relacja R byta zwrotna, potrzeba i wy-
starcza, by Ippgyupory < R

4. ]5 Udowodnic, ze na to, by relacja R byla przeciwzwrotna, potrzeba
! wysfarcza by Tpxyopery 0 R = 0.

4.16. Udowodnié, ze czg$¢ wspolna oraz suma dowolnej rodziny re-
lagji przec1wzr0tnych jest przeciwzwrotna.

4.17. Czy suma dowolnej rodziny relacji zwrotnych jest zwrotna?

4.18; Udowodmc, ze jesli relacja R jest stabo antysymetryczna w zbio-

rze X, 16 R— Iy jest asymetryczna w zbiorze X. Czy twierdzenie odwrotne
st prawdziwe?
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4.19; Udowodnié, ze jezeli relacja R jest asymetryczna w zbiorze X,
to RO Iy jest stabo antysymetryczna w zbiorze X. Czy twierdzenie od-
wrotne jest prawdziwe?

410 Dowieéé, ze jezeli R« X? ma jedng Z wlasnosci a-g, to
R | D(R) U DX(R) tez ma tg wlasnosé.

4.21; Udowodnié, ze jezeli R jest relacja asymetryczng, (o jest relacja
przeciwzwrolng.

4.22; Udowodnic, ze jeéli R = X? jest relacja spojna w X, to D(R)— D*(R)
i D*(R)—D(R) sq co najwyzej jednoelementowe.

Jesli R, = X2, to R, < X* takie, Ze R, = R, nazywamy rozszerzeniem
relacfi R, .

Zbada¢, czy kazda relacje R < X* mozna rozszerzyé do relacji
(zad. 4.23-4.29):

4.23. Zwrotngj w X2

4.24. Przeciwzwrotnej w X2

4.25. Symetrycznej w X%

4.26. Przeciwsymetrycznej w X%

4.27. Stabo antysymetrycznej w X2

4.28. Przechodniej w X2

4.29. Spéjnej w X%

Dla danej relacji R definiujemy

R1l= {<x’ y> : <y: x> € R}

4.,30. Udowodnié, Ze na to, by relacja R byla symetryczna, potrzeba
i wfgtgrcza, by Rc R

'451 Udowodnié, 26 R< R« R=R™.

‘f.ﬁ,bSprawdzié, czy prawdziwe sa WZory:

a) (RUSy?=R1US b) (RN S)! =RInST,

o) I3t =1y, d) (X2 = X2

4.33. Udowodnié, ze na to, by relacja R byla spojna w zbiorze X, po-
trzeba i wystarcza, by Ru R1u Iy = X2

Sprawdzié, czy nast¢pujace zdania sg prawdziwe (zad. 4.34-4.38):

4.34. Suma dwua relacji symetrycznych na zbiorze X jest symetryczna
na tym zbiorze.

4.35. Czes¢ wspolna dwu relacji przechodnich na zbiorze X jest prze-
chodnia na tym zbiorze.
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4.36. Czgé¢ wspblna dwn relacji spéjnych na zbiorze X jest spojna na
tym“ zbiorze.

4.37. Suma dwu relacji spdjnych na zbiorze X jest spdjna na tym
zbiorze.

4_.38.- Jezeli R jest relacja przechodniz w X oraz R S< X2, to §
jestr relacja przechodnia w X.

Hloczynem wzglednym relacjii R i S (oznaczanym dalej przez R<S) na-
zywamy telacie T < D(R) x D¥(S) taka, ze

(x, 2y e T\ ({x, yye Raly, z) €5).
:

4.?{9:"Udowodnié, 7e na to, by relacja R byla przechodnia, potrzeba
i wystarcza, by R Rc R.

4.40, Udowodni¢, 7e Iyoly = Ix,v.

4.4, Udowodnié, ze Re(S=T) = (ReS)eT.

4,42, Udowodnié, ze (Re S)™' = S~ RL.

4.43, Udowodnié, Ze Ipgy = R° R, Tpugy = R0 R.

4.44. W zadaniu tym zajmujemy si¢ relacjami w zbiorze liczb rzeczywi-
stych 4, tj. podzbiorami 92°.

a) Jaka jest naturalna interpretacja geometryczna takich relacji?

b) Jaki jest sens geometryczny zbiorow D(R) i D*(R)?

c) Jaki jest sens geometryczny wlasnosci zwrotnosci?

d) Jaki jest sens geometryczny wlasnosci symetrii?

¢) Jaki jest sens geometryczny spojnosci?

f) Jaki jest sens geometryczny przeciwzwrotnoéci?

g) Jaki jest sens geometryczny asymetrii?

h) Jaki jest sens geometryczny stabej antysymetrii?

Zbadaé, ktére sposréd wlasnoéci a-g ze str. 37-38 ma relacja R
(zad. 4.45-4.81):
445, R #*A A xRye3|x—y.

4.46. R = 42 Ax’y/e\ngy < 2|x 4.
447. Rc ./Vﬂx\x.i"tmeyﬂ-x # 0AX|y.
448. Rc (.}V—Ea’f){z\ A xRy<s(x|pax # p).
449, Rc Z2A /\zx:%fi_({;}= 2Ap = 3).
¥ye
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4.50. Rc Z2A A xRys(x=1ay=1).

xyeZ

451, R = @A A xRy<x? =)~
xyed#

452 R @A A xRy<sx? # )2
x,ye i

453 R B2A A xRy < x3 = y3.

/ xyed

454 Rcﬁi‘ﬂA A ny":bls—y
xye®R

4.55 Re %2a A xRy<|x| < [yl
X ye¥

4.56. R= Z*A A xRy< |x|+(y| = 3.
= ye

457. R Z*A A xRy |x|+y] # 3.
xyeZ

458. Rc #%2A A xRy< x|+ [y # 4.
xyeZ

459. R A2A A xRy (xE5Aay<Sax=p)V(x >5Ay > 5A
X, ¥4

A2|x+P).

4.60. R A2A A xRys(x>pvy>x).
x,yed"

4.61. R #2A A xRy<x—ye¥.
X yER

4.62. Rc#3*n N XRye=x—yéj3.
xyeW

4,63, Rc #2A A xRy<sx—yéN.
xyef

4.64. R= R2A A xRy<e* = 2"
xyeR

4.65. R ¥*A A xRy<Rex =Imy.
zye¥

4.66. Rc /A A xRy<(3x = 2y
ye A

4.67. Rce¥#2A A xRy<sy=x+2.
e W

4.68. Rc #*A AN xRy |x—2| = [y+2].
xVER

4.69. R= ¥*A A xRy< V x—y=a+bi
xye€ abe 4

470, R=(#32An A (x> Rz, t) < xt =yz

ER A RIS &

471. R (A H?2A A Ly, D R u,wy) <> (X =1Ay = WA

EXTR AR o

472, R /?*A A xRysx-y=4.
x, 564"
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*$73. R (P(AN))PA A XRY <> X=Y jest zbiorem skoficzonym.
X.YedAN)

4.74. Niech Par oznacza podzbiér zbioru liczb naturalnych zlozony
z liczb parzystych,

Rc (P(A))EA A  XRY<Xn Par=Yn Par.
X, YeP(A)

475. Rc (P(AV))PEA A XRY<XnY¥Yc N -Par.
X,¥ e P47

4.76. Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Rodzina [ = #(X) nazywa
sig ideatem wtedy i tylko wtedy, gdy

1° 0el,

22 ZefaYelI<ZuYel

Dla danego idealu 7 < #(X) definiujemy relacje R w zbiorze 2(X)
wzorem

ZRY < Z-Yel.

4.77. Niech T bedzie zbiorem wszystkich ciagéw zbieznych o wyrazach

wymiernych, {xs} R {ya} <> lim {x;} > lim {y,}.

R-+C0 H»00
4.78. Przy warunku z zadania poprzedniego,
{%} R} = limx, - p, = 7.

L BT

4.79. Przy warunku z zadania 4.77,

‘ 1 1
R < — = — Yy
{x.} R {y,} E o Xn E o I
n=1 n=1

4.80. Dia danego zbioru X rozwazmy rodzing wszystkich relacji w zbio-
rz¢ X i relacjg R okreélona na elementach tej rodziny nastgpujaco:

ARB < D(A4) = D(B).

4.81. Dane sg zbiory X i ¥ oraz ideat [ (por. zadanie 4.76) w zbiorze
X taki, 2¢ X eI W zbiorze *Y wszystkich funkeji o dziedzinie X i war-
Infciach w ¥, okreflamy relacje. R wzorem

fRg = {xeX :f(x) #g(x)} el

Podzialem zbioru X nazywamy rodzing {X; : { e I} niepustych podzbio-
1w zbioru X spelniajacych nastepujace warunki:
a) A (i#j=XinX;=0), b X =X

ijel el
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Kazda relacja réwnowaznodei R< X 2 wyznacza podzial zbioru X
na tzw. klasy abstrakeji; klasq abstrakeji elementu x, [x] nazywamy zbidr
{y : yRx}.

. 4.82.. Udowodni¢, ze jesli R jest relacia réwnowaznosci, to

é) xlg = Dz = xRy, Db) [xlx 0D # O <= xRy.

4.83. Udowodnié, ze kazdy podziat &' = {X;: ie I} zbioru X wyznacza
relacje réwnowaznosci Ry W zbiorze X w mysl wzoru

xRgy <\ (xeXjaye X))
' :

4.84. Udowodnié, z¢ je§li rodzina & nie speinia warunku b, to Rg
nie jest relacja réwnowaznosci.

4.85. Udowodni¢, ze warunek a nie jest warunkiem koniecznym i do- -
statecznym na to, by relacja Ry okreélona za pomoca rodziny & spetnia-
jacej warunek b byla relacja réwnowaznosci. Znalezé warunek kanieczny
i dostateczny na to, by R byla relacja réwnowaznosci.

Teéli relacja R wyznacza podziat & zbiorn X, zas podzial & wyznacza
relacje R;, to R = R,. Podobnie, podzial & wyznaczony przez relacje Ry
rowny jest &.

Dla danego zbiorn X oraz relacji R = X2 zbadaé, czy R jest relacja
rownowaznosci, jeéli tak wskaza¢ klasy abstrakeji (zad. 4.86-4.123).

4.86. X = Par, xRy <= 3|x—y.

4.87. X = ¥, z,Rz, <> Rez, = Rez,.

488, X =2, xRy=x-y = 2.

489: X = A, xRy < 2{x+»

490X = &, xRy« x* < y%

491. X = {1,2,3), xRy < x+y # 3.

492, X = R[], xRy < V (x—y = ai®+bt+0).

a,b,¢

493X = #[t], xRy <> réinica wiclomianéw X i y ma wszystkie
wspotczynniki parzyste.

494, ¥ = €, xRy <= \V (z#0Axz=y)
el

4.95. X = &, xRy < V (x+y)? = ai.
EIEE ae
4.96.. X = G, [a,b), fRg< V (f = g®), gdzie /" oznacza n-ta

. kne
pochodna funkeji f.
4.97. X =Wt], xRy+ v (x—y = at+b).

E abeW
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498, ¥ =¥, xRy <= x+yec .
499, X = {1,2, ..., 16}, xRy <> 4[x2—)2
4.100, X = zbi6r wszystkich ciggow zbieznych o wyrazach wymiernych,
{*udnesr R{¥wnepr <> lim x, = lim y,.
44001, Zbiér X jak w zadaniu 4.100, {x,,},,sxj‘{{y,,}ne_/,, < {Xn=Vabnes
jest zbiezny do zera.
3102, X = 4, k wustalona liczba naturalna wigksza od 2,
xRy < kix+y. :
4.103. X i k jak w zadaniu 4.102, xRy <> k|x — .
. 4.104, X = zbi6r macierzy 2 x 2 o wyrazach rzeczywistych, Det 4 —
wyznacznik macierzy 4, ARB <+ Det 4 = Det B. b,
4.105. X = zbiér macierzy 2x2 o wyrazach rzeczywistych,

10
f;[ } ARB<> \ A—B = KkI.

01 ke
4.106. X = ¥[t], fRg = f—ge A[t].
4.107. X = %[t], fReg <> f—g jest wiclomianem stopnia nieparzystego.
4,108. X = R[t] fRg <> f—g jest wielomianem stopnia parzystego.

4.109. ¥ = 4 —{0}, xRy <> x - y jest liczba nieparzysta.
4110, X = /' —{0}, xRp <> V xp =12
ted”

4111, X = 4 (A ={0}), {r,s5> Rt u) <= ru = si.
40112, X = A =N, {r,s). R{, uy <> r+u=s+1.
4113, X = Zx(Z—-{0}), {r,sy) R{t, uy = ru = st
4.114. X = R, xRy <+ x—ye .
4.115. X = N, xRy <= (xeParayeParax = y)v
vix ¢ Paray ¢ Para3|x—y).
4.416. X = A&, xRy < (xcParanyePara3|x—p)v
v{x ¢ Par Ay & Par A 5|x—y).
4117, X = @(¥) (Y jest ustalonym zbiorem co najmniej dwu elemen-
towym), ARB<A < BvBc A.
A.118. X = @(Y), a ustalony element zbioru ¥, ARB<>ac (4 v B).
4119, X =%, xRy=(|x| < 5Aly| <« SAax =¥V
tlel 2 SAalyl Z5A2[x=y).
4.120. X = 2(Y), C ustalony podzbidrzbioru ¥, ARB<+ A=Bc C.
121, X = @#[t]—={0}, xRy<> xy jest wiclomianem stopnia parzys-

iy,
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4.122. X = #[t], fRg+= fg jest wielomianem stopnia niepa-
rzystego.
4123. X = A, xRye V (k>0Al>0ax= ).

i kled”
"*4.124. Dane zbiory X, X, oraz relacje réwnowaznoéci R, < X}
i R, = Xi. W zbiorze X, x X, definiujemy relacje § wzorem

(xyy X0 S (s Vop = [ Ry p) A(xp Ry ya)l.

Czy S _]ESt relacja réwnowaznosdci, jesli tak wskazac jej klasy abstrakeji.
4 125, Dane sg relacje rdwnowaznosci R,, R, = X*, Zbadaé, czy
a) relacia R, m R, jest relacja rdwnowaznodci,
b) relacja R, U R, jest relacja réwnowaznosci,
c) relacja ~ R, = X%— R, jest relacja réwnowaznosci.
Jedli tak, vzaleznié podzial wyznaczony przez zdefiniowana relacje od
podzialéw wyznaczonych przez relacie R, 1 R,.
< 4.126. Dana jest rodzina {R,}, .y relacji réwnowaznosci. Zbadac, czy:

r a) (N R, jest relacja réwnowaznodci,
teT

b) | R, jest relacja réwnowaznosci.
el

Jesli nle podac odpowiedni kontrprzyktad.
A, 12‘7 Dane jest przeksztalcenie f: X — Y. Definiujemy w zbiorze X
relaqq ~ p, WZOTEM

x ~py<f(x) = f)-

a) Udowodnié, Ze ~ ; jest relacjg réwnowaznosci,

b) znaleé warunek konieczny i dostateczny na to, by relacja ~ byta
identycznoécia.

4.1287 Dany jest podzial zbioru & na odcinki domknigto-otwarte
({x; x+1) : xe Z}. Wskazaé relacje réwnowaznosci, ktérej klasami ab-
strakcji sa dokladnie zbiory tego podziahu,

4,129. Dany jest podzial zbiorn % na dwa zbiory: zbi6r liczb parzy-
sty¢h i zbiér liczb nieparzystych. Wskaza¢ relacje réwnowaznosci, ktorej
klasami abstrakcji sa te zbiory.

4}30 Dzielimy plaszezyzne #* na pigé zbioréw, odpowiadajacych
cztérem ¢éwiartkom otwartym plaszczyzny oraz sumie mnogosciowej osi
Ox i Oy. Znaleié relacje réwnowaznosci, ktorej klasami abstrakeji sa
te zbiory.
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4.131. Plaszczyzng #2? dzielimy na zbiory bgdace okregami o Srodku
w poczatku ukladu wspotrzednych. ZnaleZé relacje réwnowaznodci, kidrej
ltasami abstrakeji sa te zbiory.

4.132. Dane sg podzialy of = {4}, .+, & = {B,},.s zbioru X. Zakia-
iy ponadto, ze

AV 4, B,

teT se8
I'oddag, jaki jest zwigzek pomiedzy relacjami réwnowaznosci odpowiada-
peymi tym podziatom.

4,133, Na zbiorze X dane sa relacje rownowaznosci R, i R, takie,
e Ry e Ry 1.

,{} (00 € Ry = (X, 1) e Ry
laki jest zwiazek pomiedzy podzialami zbioru A4 wyznaczonymi przez
1 relacgje?

Istnieje wygodny i pogladowy sposéb przedstawiania relacji dwuar-
pamentowych za pomoca tzw. diagramdéw. Tworzy sig e w sposob nastg-
ptjey. Niech R« Ax B i niech 4 i B bedy zbiorami skoriczonymi. Ele-
menly zbioréw 4 i B przedstawiamy w postaci punktéw na plaszczyznie
pizyjmujac np., ze punkt oznaczony kropka (*) odpowiada clementowi -
‘bioru 4, punkt oznaczony krzyzykiem (+4)-— elementowi zbioru 5.
W szezegolnodei jedli A = B, to wszystkie punkty oznaczamy kropkami.
lvilt relacja R zachodzi migdzy elementami ¢ 4 1 be B, tj. aRb, to ry-
ey strzalke o poczatku w punkcie odpowiadajacym elementowi a
1 honcu w punkcie odpowiadajacym elementowi b.

Wiasnodci relacji R moga byé tatwo odezytane z diagramu.

4.134, Narysowaé diagram relacii R < A%, gdzie 4 = {0, 1, 2}, okre-
Jlonej nastegpujgco: xRy <> x < ).

4.135. Narysowad diagram relacji R © A% gdzie 4 = {1, 2, ..., 10},
takivj, ze xRy < x|y A x # 3.

4.136. Narysowaé diagram relacji R = A%, gdzie 4 = {1, 2, 3, 4}, ta-
Ly, Ze xRy <> 2|x+4y.

Podat jaka wlasnoé¢ ma diagram relacji (zad. 4.137-4.143):

4.137. Zwrotnej. 4.138. Przechodniej.
4.139, Slabo antysymetrycznej, 4.140. Symetryczne).
4.141. Spdjne;j. 4.142, Przeciwzwrotnej.

4.143. Asymetrycznej.
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Jesli R = A% jest relacjy zwrotng i przechodnig, wdwezas mozemy
diagram uprosci¢ opuszczajac wszystkie strzatki wychodzgce z danego
punktu i wracajace od razu do niego.

Majac takze narysowane strzalki prowadzace od @ do & i od & do ¢
mozemy opusci¢ strzatke prowadzgea od a do ¢ itd.

Zachodzenie relacji xRy jest odezytywane wowczas z diagramu jako
mozno$¢ przejscia od punktu x do punktu y idac zgodnie z kierunkiem
strzalek.

W zadaniach 4.144-4.150 mowa bedzie wylacznie o takich uproszezonych
diagramach relacji zwrotnych i przechodnich.

Podaé jakg wlasnos¢ ma (zad. 4.144-4.150):

4.144. Diagram relacji symetrycznej.

4.145. Diagram relacji stabo antysymetryczne;.

4.146. Diagram relacji stabo antysymetrycznej i spdjne;.

4.147. Punkt diagramu odpowiadajacy elementowi minimalnemu re-
lacji porzadku,

4.148. Punkt diagramu odpowiadajacy elementowi maksymalnemu
relacji porzadku.

4.149. Punkt diagramu odpowiadajacy elementowi najmniejszemu re-
lacji porzadku.

4.150. Punkt diagramu odpowiadajacy najwiekszemu elementowi.




Rozdzial V

FUNKCJE

Relacie¢ R « X'x ¥ nazywamy Junkejq, jest spetnia ona warunek

A A ANx yyeRA(x,2)eR =y = 2).
xeX ypeY zeY
Tradycyjnie dla oznaczenia funkcji uzywamy liter £, g, & (ewentualnie
r indeksami) i zamiast pisa¢ (x, p)ef piszemy f(x) = y.
Dziedzing (zbiorem argumentdw) funkcji £ nazywamy zbiér Df okreélony
warunkiem

xeDf%\/((x,y)Ef), czyli xeDf<«\/ (f(x) = ).

Prreciwdziedzing (zbiorem warto$ci) funkcji f nazywamy zbiér Wf
okreSlony warunkiem

yeWf<=\/ ((x,p) ef), cmyli ye W< \/ (f(x) = »).

Przeksztalceniem (odwzorowaniem) zbioru X w zbiér ¥ nazywamy
linkcjg f taka, 2 Df = X i Wfe Y.

Fakt, ze f jest takim odwzorowaniem oznaczamy przez f: X = Y,
it zbiér wszystkich takich odwzorowan oznaczamy przez *Y,

Jesli wige dana jest funkeja f = X ¥, to jest ona przeksztalceniem zbioru
Df w zbiér ¥.

Jefli Df = X, to méwimy ze f jest funkcja catkowita na X. Jesli za$
Df e X, to o f méwimy, Ze jest funkcja czeSciowa okreélona w X. Tak
wice kazda funkcja jest funkcja czesciows, kazda funkcja czedciowa jest
catkowicie okreflona na swojej dziedzinie. Zbi6r wszystkich funkeji cze-
wciowych okreflonych na X o wartodciach w ¥ oznaczamy ¥Y. Mamy
wiee: fe ¥¥ < v fe*y,

A cX
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Dla danych przeksztaicen /- X' — Yi g: Y — Z definiujemy przeksztal-
cenie gof: X — Z za pomocy WZOru

(r,>egof e\ (nyyefan e\ Iy =Ffx)az=g0)

Przeksztalcenie g of nazywamy zfoieniem (superpozyciq) przeksztal-
cen f1ig.

Dziatanie superpozycji jest laczne, tzn. /o (gof) = (heg)ef. Nato-
miast nie jest ono przemienne.

Jedli zbiér X zawarty jest w Df, to obraz zbioru X (oznaczamy go sym-
bolem f * X) jest zbiorem wartosci funkcji f dla elementéw zbioru X, czyli

frX={y: \/x @ =3O

Jesli f odwzorowuje zbior X w zbior ¥ (czyli f: X = ¥), to [T+ Z,
dla Z < ¥, definiujemy jako {x : f(x) € Z}. Zbidr 1 ¥ Z nazywamy przeciw-
obrazem Z przy odwzorowaniu f.

5.1. Udowodnié, #e zgodnie z podang definicja, jedifi X- Y, Ac X,
A% 0, tof*A4d+# 0.

5.2. Znale#é przyklad nicpustych zbiorow X, Y, A oraz odwzorowanie
f: XY, takie, ze Ac ¥, 4 # O, ale flxd =0.

Pojecie odwzorowania (funkcji) bywa zawgzane na roine sposoby.

Odwzorowaniem réznowartosciowym ( funkecjg réznowartosciowq) nazy-
wamy odwzorowanie (funkcjg) spetniajace warunek

AAUE) =fp)=x=)] albo AN Ix # y = f(x) # f(W]

Piszemy wtedy f: X S0y,

Szczegdlnym rodzajem odwzorowan sa (zw. odwzorowania ,na“. Sg
to odwzorowania f: X — Y spetniajace warunek Wf = Y. Innymi stowy
f: X — Y jest odwzorowaniem ,na", jesli

AV (=) =)

ye¥ xeX
Zapisujemy to wzorem f: X Y.
() Oznaczenie to jest odmicnne od uzywanego W ksiyree: 11, Rasiowa, Wsigp do

matematyli wspdlezesne/. Tam mianowicie uzywany jest symbol f{X). Powod zmiany
czytelnik odnajdzie w zadaniu 5.38.
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Zauwazmy, ze funkcja f jest zawsze odwzorowaniem swej dziedziny na
swoj zbidr wartosci. Odwzorowanie réznorodnoéciowe i ,,na* nazywamy
wzajemnie jednoznacznym. Piszemy wtedy /2 X —%1—3-}’. Jedli f jest funkeig
réznowartoiciowa, to relacja £~ jest takze funkcjp. Nazywamy ja funkcjg
odwrotng. Jeéli f X%Y, to f~L: Y%X.

Funkcjq n-zmiennych f(x;, ..., X,) nazywamy funkcje okreslong na pod-
zbiorze iloczynu kartezjanskiego X, x...x X,,.

5.3. Udowodnié, ze relacja Iy jest odwzorowaniem X w X réznowar-
1—1
tosciowym 1 ,na* czyli, ze I X —X.

5.4. Zbadad, czy relicja R < %x.ﬁ}? okreslona wzorem {x, yd> e R <
< x% = 32 jest funkcjg.

5.5. Zbadac, czy relacja R = &+ x &' okreélona wzorem (x, y> € R <>
<> x% = y? jest funkcja.

5.6. Zbada¢, czy relacja R < A x% okreSlona wzorem {x, 3} e R =
<> x% = y3 jest funkcjg.

5.7. Zbadat, czy relacja R < A" xZ okrelona wzorem <x, y> e R«
<> x3 = % jest funkcja.

5.8. Zbada¢, czy relacja R = ¥ x¥ okreslona wzorem {x, y>e R <>
<> Im x = Rey jest funkcja.

5 9. W zadaniu tym zajmiemy si¢ relacjami R = % x , a wige w sposdb
naturalny interpretowanymi jako podzbiory plaszczyzny.

a) Poda¢ sens geometryczny tego, ze relacia R jest funkeja.

b) Jaki jest sens geometryczny tego, Ze relacja R-1 jest funkeja.

c¢) Jaki jest sens geometryczny tego, ze relacja R jest funkeja rézno-
wartoSciows.

d} Jak interpretowad geomeirycznie nastepujace zdanie: Dla kazdej
relacji R istnigje relacja S taka, ze S = R oraz S jest funkecja i DS = DR.

Dla danego prezekszialcenia f: % — @& zbadad, czy fjest odwzorowaniem
réznowartoiciowym, czy f jest odwzorowaniem ,.na“. Jeéli nie jest ,na®
snalezé WY Jeéli f nie jest réznowartosciowe, wskazaé x; i x, takie, ze
X #F Xy, ale f(xy) = fx,) (zad. 5.21-5.35):

5.30. f(x) = 2%, S1. fix) = x5
2x+1
e dla x # 1,
5.12. f(x) = E[x]. 5.13. flx) = ¢ x—1
‘ 0 dla x =1,
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5.14. f(x) = 25+ x. 5.15; flx) = 3*—2~.

5.16. f(f‘C) =211 ")'5,.17. Jlx) = x*—x2,
xIn|x] dla x # 0,
548 fo) = { 0 > 5 i
. \/.t+l dla xe &,
5.19- f(x) = { 2% dla x e A— R+,
5.20, flx) = x% 5.21. f(x) = x*—5x%+4.
522, fix) = x 271 5.23. f(x) = sin x.
X
i dl -
5.24. f(x) = {541 axs -1
1 dla x = —1.

5.25. Niechf: X —» X begdzie odwzorowaniem réznowartosciowym X w X,
za§ g odwzorowaniem X w X. Niech przy tym fog = f. Wykazaé, Ze
g = Iy. Czy zalozenie réznowartoéciowosei odwzorowania f jest istotne?

5.26. Niech /2 X —X, a g odwzorowaniem X -» X. Niech przy tym
g of = f. Udowodnié, ze g = I, Czy zalozenie, z¢ odwzorowanie f jest
,na* jest istotne?

5.27. Udowodnic, ze jeSli 1 X > Y i g ¥ =X igoef=1Iy to [ jest
réznowartoiciowe, a g jest odwzorowaniem ,,na®.

Niech f: X = ¥. Odwzorowanie g: ¥ — X nazywamy lewq (prawq) od-
wrotnoscig dla f, jeli gof = Iy (fog = L).

5.28. Udowodnic, ze jesli f odwzorowuje X w ¥ 1 X jest zbiorem nie-
pustym to:

a) f posiada lewa odwrotnogé wtedy i tylko wtedy, gdy f jest rézno-
wartosciowe,

b) f posiada prawa odwrotno$é wtedy i tylko wtedy, gdy f jest ,,na®.

5.29. Niech f: X > Y, g;: Y- X, g,: ¥ - X beda przeksztalceniami
spelniajacymi warunki fogy = fogo =1y, g of = gyof = Iy. Dowieé,
Ze g1 = S

5,30, Niechf: X = Yig:Y — Zbedy przeksztalceniami réznowarto$cio-
wymi. Udowodni¢, ze geof: X' — Z jest takze przckszlalceniem roZno-
wartosciowym.

5.31. Zaléimy, ze f: X— Y i g:¥ - Z sa odwzorowaniami takimi,
7e g o f jest odwzorowaniem réznowartosciowym, a f odwzorowaniem ,,na".
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Udowodnié, ze g jest odwzorowaniem réimowartosciowym. Znalesé przy-
ktad wskazujacy, ze jesli f nie jest ,na“ ¢ g moze nie by¢ réznowartos-
ciowe.

5.32. Zalozmy, 7e f: X > Y, g1 Y= Z s3 odwzorowaniami takimi,
e geof jest ,na”, za$ g jest odwzorowaniem réznowartosciowym. Udo-
wodni¢, Ze f jest ,na“. Znalefé przykiag wskazujgey, Zze jesli g nie jest
odwzorowaniem réznowartociowym, to f nie musi byé ,na“.

5.33. Poda¢ przyklad zbioru X i przeksztatcenia f: X — X, Ktére jest
~0a“ i nic jest réznowartosciowe. Czy mozna taki przyktad znalezé wérsd
zbioréw skonezonych ?

5.34. Poda¢ przyklad zbioru X i przekszralcenia f: X — X, kiére jest
réznowartodciowe ale nie jest ,na®. Czy mozna taki przykiad znales¢
wsréd  zbiorédw skonczonych?

5.35. Udowodnié, ze jesli X jest zbiorem skoficzonym, a f: X — X,
to f jest przeksztalceniem réinowartoéciowym wtedy i tylko wtedy, gdy 7
jest przeksztalceniem ,na”.

5.36. Udowodni¢, ze na to, by odwzorowanie FiX=7Y bylo ,na“
potrzeba i wystarcza, by przeciwobraz, kazdego zbioru Jjednopunktowego
{y} (y€Y) byl niepusty.

5.37. Udowodni¢, ze na to, by odwzorowanie f: X' —= Y bylo réznowar-
iofciowe potrzeba i wystarcza, by Przeciwobraz kazdego zbioru jedno-
punktowego {y} (ye¥) byl zbiorem co najwyzej jednopunktowym.,

5.38. Niech a # b, za§ X = {a, b, {q, b}, ¥ = {a,b}, f: X - Y bedzie
odwzorowaniem okreslonym wzorami fa) = 7(5) = a, f({a, b}) = b. Zna.
lez¢ f* {a, b}. Zinterpretowaé otrzymany wynik.

5:39. Niech f: A"~ A bedzie okreflone wzorem fn) = n2+1. Cay f
iest przeksztalceniem ,,na®? Czy fjest przeksztatceniem réznowartosciowym?

5.40. Niech f: & — 2+ bedzie odwzorowaniem okredlonym wzorem
/(x) = 2%, Udowodni¢, ze istnicje przekstatcenie odwrotne do £ Jakim
wrorem si¢ ono wyraza?

3.41. Niech f: %~ # bedzie odwzorowaniem okre§lonym wzorem
/(x) = 2%. Zbada¢, czy istnieje przeksziaienie odwrotne do /. Odpowiedz
zezegoltowo uzasadnié,

“Ybrazem elementu x € X nazywamy obraz zbioru {x}.

5.42. Niech X = #,[t], gdzie n jest ustalong liczha naturalng > 4,

oraz @1 X — X odwzorowaniem okreflonym wzorem @(x(t)) = x(21).
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a) Zbada¢, czy ¢ jest odwzorowaniem réznowartodciowym.

b) Zbadaé, czy ¢ jest odwzorowaniem Lna’,

c) Znalez¢ obraz wielomianow statych (tj. &, D.

d) Znalez¢ przeciwobraz zbioru Ro[t].

5.43. Niech X = C_<0,1), za$ ¢: X = X bedzie odwzorowaniem
okreslonym wzorem @(f) = f"—1.

a) Zbadaé, czy i jest odwzorowaniem ,,na‘“.

b) Zbadaé, czy ¢ jest odwzorowaniem réznowartodciowym.

¢) Znalezé obraz zbioru funkeji stalych.

d) Znalezé obraz zbioru 2[1].

e) Znalezé przeciwobraz zbioru W]

f) Znaleié przeciwobraz zbioru {sin x, cos x}.

g) Znalezé ¢ 1= (p = {7}).

5.44. Niech f: & — @ bedzie okre§lone wzorem f(x) = x2—3x+2.

a) Znalezé f* <0, 1

b) Znalezé f* (-2, —1.

c) Znalezé f~'# (—o0, —6).

d) Znalezé /1 {—3, —4}.

e) Zmalezé f {1,2}.

5.45.~Niech f: # — & bedzie okreflone wzorem f(x) = sinx+1.

a) Znalezé f » <0, 37).

b) Znalezé f* {0, n}.

¢) Znalezé f* {in, Ix, In}.

d) Znalezé f~! * (1, o0).

e) Znalez& f~* * (—co0, [,

f) Znalezé £~ * [0},

5;45. Niech /2 ®[t]— #[t] bedzie przeksztalceniem okre§lonym wzorem
f(g®) = ¢*).

a) Znalezé obraz zbioru wielomiandw statych (tj. f* &,[t]).

b) Znaleié f~1 * & ,[¢].

¢) Znalezé £t {12+2¢+1}.

d) Znalezé f~1 * {12 +21+4+2}.

e) Znalezé f + (f* {(1—=1), (12— 1)}).

5.47. Nicch 72 ®[t] » € bedzie odwzorowaniem okre§lonym wzorem
F(9) = gld).

a) Czy f jest odwzorowaniem réznowartosciowym?

b) Czy f jest odwzorowaniem ,,na“?
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¢) Znalezé przeciwobraz liczby 0 (j. /=1 = {0}).

d) Znaleié -1« &.

e) Znalezé 1 & (f* R[1]).

5,487 Niech f: Z[t]x (4 —{0}) = Z[¢] bedzie odwzorowaniem okreslo-
nym wzorem f{¢, n} = ngp.

a) Czy odwzorowanie f jest ,na™?

b) Znalezé f* (R[] % {2}).

c) Znalezé -1 = {0}.

d) Znalez¢ przeciwobraz wielomianu #2471,

5.49. Niech X bedzie zbiorem wszystkich pierwiastkéw z jednodci,
tj. takich liczb zespolonych 1, ze dla pewnego ne A"— {0}, 1" = 1. Niech & .
bedzie ustalona liczba naturalng > 1, za§ ¢: X -+ X bedzie odwzorowa-
niem okreslonym wzorem ¢(t) = t*

a) Czy odwzorowanie ¢ jest ,na“?

b) Czy odwzorowanie ¢ jest réznowartosciowe ?

¢) Znaleié g1 {1},

d) Znalezé obraz zbioru pierwiastkéw z jednoéci stopnia 2k.

e) Znalezé przeciwobraz zbioru {1, —1,1, —i}.

5.50. Niech X bedzie zbiorem wszystkich macierzy #xn o elementach
rzeczywistych, n > 1 iniech ¢: X — & bedzie odwzorowaniem okreslonym
wzorem @(T)} = Det I' (gdzie DetT jest wyznacznikiem macierzy T).

a) Czy ¢ jest ,na“?

b) Czy ¢ jest réznowartosciowe?

¢) Znalezé obraz zbioru wszystkich macierzy T takich, Ze pierwszy
clement pierwszego wiersza jest réwny 0.

5.51. Niech X bedzie przestrzenia wektorowa %%, za§ odwzorowanie
¢: X — X bedzie okreslone wzorem g(x) = xx [0, 0, 1].

a)} Czy odwzorowanie ¢ jest ,na“?

b) Czy odwzorowanie ¢ jest réznowartosciowe?

c) Znalezé ¢ # {[0, 0, 0}.

d) Znalezé obraz zbioru wektoréw postaci [0, 7, 0] (te ).

e) ZnaleZt =1 *{[0,0,1] : re Z—{0}}.

5.52. Niech X bedzie przestrzenia wektorowg #°, gdzie n > 0, za$

n—1
mlwzorowanie p: X —» # dane bedzie wzorem @([x4, ..., X,-1]) = 2, %5
k=0

a) Czy odwzorowanie ¢ jest ,na“?
h) Czy odwzorowanie ¢ jest réznowartosciowe?
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¢) Znalezé g1 {—1}.

d) Znalezé¢ ¢ = {0}.

g) Znaleié ¢ 1 * {1}.

53, Niech ¢: % - & bedzie odwzorowaniem okreslonym wzorem

@(x) = E[x]+ 1.

a) Czy odwzorowanie g jest ,.na“?9

b) Znaleié ¢! = {0}.

¢) Znalezé ¢! » (F—A).

d) Znalesé ¢ » &+,

e) Znalezé ¢ * {/2,2,2/2).

ﬁ/g'; Niech @: A% — 4" bedzie odwzorowaniem okreélonym wzorem
p({n, k) = n+k+1. :

a) Czy odwzorowanie ¢ jest ,na*?9

b) Czy odwzorowanie ¢ jest réznowartodciowe?

c) Znaleié ¢ * (A x {1}).

d) Znalezé ¢! % {0},

e} Znalezé ¢! * Par.

5.55. Niech ¢: A% — 4 bedzie przeksztalceniem zdefiniowanym wzo-
rent’ g(Cn; kD) = nk.

a) Czy odwzorowanie ¢ jest ,,na“?

b) Znalezé ¢ » (A" x {2}).

¢) Znalezé ¢t » {0}.

d) Znalezé ¢! = Par.

€) %udleié gls{2":ne ).

5,56. Niech ¢:2%?%—» 2 bgdzie przeksztalceniem okreslonym wzorem
p(n, k) = ntk.

a) Czy odwzorowanie ¢ jest ,,na“9

b) Czy odwzorowanie ¢ jest rd0znowartoSciowe?

¢) Znalezé ¢! » {0}.

d) Znalezé ¢! » {1}.

e) Znalezé ¢~ » A

f) Zgaleié @ * (¥ x{1}).

587, Niech f: #? — &2 bedzie przcksztalceniem okreflonym wzorem

P({x, 30) = {x+¥, x~—p)-

a) Czy ¢ jest odwzorowaniem ,nga*?

b) Czy ¢ jest odwzorowaniem réznowarto$ciowym ?
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¢) Znalezé obraz prostej L :y = x+1.
d) ;naleié @ * {{0,0>}.
58, Niech f: #? > & bedzie odwzorowaniem okreslonym wzorem
fi{x p)) = x*+ )2
a) Czy odwzorowanie f jest ,na“?
b) Czy odwzorowanie f jest réznowartosciowe?
c) Znaleié f~1 * {0}.
d) Znalesé f~1 » {24}.
,5/59 Niech f: A% — 4" bedzie odwzorowaniem okreslonym wzorem
fKx, y)) = |x®—32|.
a) Czy odwzorowanie f jest ,,na“?
b) Czy odwzorowanie f jest réznowartoSciowe?
c) ZnaleZé 1 * {0}.
d) Znaleié [ [(A —Par) x Par].
&) Znalezé f* (AN x {oD.
~‘5.60. Niech f: A — A4 bedzie przeksztalceniem zadanym wzorem
(G, Y= max(x, y).
a) Czy przeksztalcenie f jest ,,na™?
b) Czy przeksztalcenie f jest réznowartosciowe ?
¢) Znalezé 1 « {0}.
d) Znalezé -1 * {k}.
e) Znalezé f = (Par x A7),
5.61. Niech f:% —+ % bedzie przeksztalceniem zadanym wzorem
fx4yi) = x—yi.
a) Czy przeksztalcenie f jest réznowartosciowe?
b) Czy przeksztalcenie f jest ,na“?
c) Znalezé f* 2.
d) Znalezé f~' » {x+i: x e #+}. Niech X bedzie dowolnym podzbio-
rem zbioru €. Znalezé f~1 » (fx X).

5.62. Niech f: # — # bedzic przeksztalceniem okreslonym wzorem
f(x) = x24-x=-2.

a) Znalezé f* 4.

b) Znalezé f* &+,

c) Znalezé f~1 * (#—g¢+).

d) Znalez¢ f~1 »«{(—1,0).

e) Znalezé -1 = {0}.
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§;‘63‘,, Niech f: 4% — # bedzic przeksztalceniem zadanym wzorem
f(x) = x*—5x+4.

a) Znalezé f* &.

b) Znaleié f* (% —R).

¢) Znaleié f~1 = &+,

d); Znalezé f1 %<2, 3).

¢) Znalezé f-1 * {0}.

'5‘;64!,_.Niech f:% - A& bedzie przeksztalceniem zadanym wzorem
fix) = 2™,

a) Znalezé = A,

b) Znalezé f~1 * {0, 1).

¢) Znalezé f* {0, 1.

d) Znaleié 1 * {2, 3).

c) Znalezé f~1 = {4}.

'5 653 Niech f: 2 — <0, 1) bedzie przeksztalceniem zadanym wzorem
f(xi‘— x—E(x).
ﬁ\a),,- Czy przeksztalcenie jest ,na*?
b) Znalezé f~! + {0}.
¢y Znaleze f* <0, 1).
d) Znalezé f~1 % (0, 1).
5.66. Niech f:% — # bedzic przeksztalceniem zadanym wzorem
f(x) = x¥=x?—x+1,
a) Czy odwzorowanie f jest ,na“?
b) Znalezé f#* {3, c0).
c) Znalezé 1 » 2.
d) Znalezé f~ » {0}.
e) Znalezé 1 = {—1,2}.
5,67. Niech f:# — W bedzie przeksztalceniem zadanym wzorem
f(x) = 22+ 1
a) Czy przeksztalcenie f jest ,,na”?7
b) Czy <L, 2> n W < f+W?
¢) Znalezé -1 {I5*}.
d) Znalezé [~ « {1}.
e) Znalexé 1 » %7, 2).
5.68. Niech f: % — ®° bedzie odwzorowaniem zadanym wzorem
f(x) = |x2=5x+6i
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a) Czy odwzorowanie f jest ,na“?

b) Znalezé /-1 * {0}.

c) Znalezé f*(2,00).

d) Znalezé f~* = (0, 1).

e} Znalezé f+ {0, 1,2, 3}.

5.69. Niech f:# — # bedzie przeksztalceniem danym wzorem
() = —x%2+4+Tx—12.

a) Czy odwzorowanie f jest ,na“?

b) Znaleié -1 « {0}.

c) Znalezé¢ f~1 = {—1, 1).

d) Znalezé f* {1, 2, 3, 4}.

¢) ZnaleZé f* #.

Niech f bgdzie przeksztalceniem zbioru X w zbiér ¥ (f: X - ¥), Niech
A, B beda podzbiorami X (zad. 5.70-5.74):

5.70. Udowodnic, ze (f* A) U (f*B) = f»(4d v B).

5.71. Udowodnié, ze fx(AnB)c (f*4) Nn(f+*B)., Znaleié przy-
ktad Swiadczacy o tym, Zze znak inkluzji nie moze byé zastapiony réw-
nofeig. -

5.72. Udowodni¢, ze (f* A)—(f+B) c /% (4A—B). Znalezé przyklad
‘wiadczacy o tym, ze zmak inkluzji nie mozZe byé zastapiony réwnosci.

5.73. Udowodnié, 2e A =« B— f* A < fx B,

5.74. Udowodni¢, ze 4 <= f~! * (f'» A). Znalezé przyklad $wiadczycy
o tym, ze znak inkluzji nie moze by¢ zastapiony réwnoscia.

Niech f bedzie przeksztatceniem zbioru X w zbiér ¥, Niech 4, B beda
podzbiorami Y. Udowodnié, ze (zad. 5.75-5.79):

575. (f 1+« A) u(f1*B) = f1%(4 uB).

576. (f~*4A) o (f~'*B)=f1%(4nB).

5.77. f1 % (A—B) = (f * A)—(f! * B).

57. AcB=f1xAd < f1xB

579. f(f1x4) = An(f*X).

5.80. Udowodnié, ze dla dowolnej rodziny {4,}, . + podzbioréw zbioru X:

a fx(U4) =U#4).

teT reT
by f* (QAr) < ﬂT(f* A).

Udowodnié, Ze znak inkluzji we wzorze b) nie moze byé zastapiony
1Ownosciy.
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5.81. Udowodnié, ze dla dowolnej rodziny {B}; r podzbioréw zbioru ¥
a) fe(UJB)=UU*B).
1eT teT
b) f1% (MNB) =N (f=*8).
teT teT
5.82. Udowodni¢, ze warunkiem koniecznym i dostatecznym na to,
by we wzorach rozwazanych w zadaniach 5.71, 3.72, 5.74, 5.80 b mozna

bylo znak inkluzji zastapié réwnoscia jest, by f bylo przeksztalceniem

réinowartosciowym.

5.83, Udowodnié, ze warunkiem koniecznym i dostatecznym na to,
by przeciwobraz dowolnego zbioru niepustego byl niepusty jest, by f bylo
przeksztalceniem ,,na™.

5.84. Udowodni¢, ze jesli f: X = ¥, to dla dowolnego 4 < Y zachodzi
Fe(f1sd)=A wtedy i tylko wiedy, gdy f jest przeksztalceniem
Sna.

5.85. Udowodnié, ze fjedli f: X» Y, A< X, Be Y, to:

a) frAnf1xB)=(fxA) Nnas,

b) AnflxBc f1x[(f+A) Bl

5.86. Udowodnié, ze zapis f~! * B jest poprawny, tj. jesli f: X =Y
i istnieje odwzorowanie g : ¥ — X odwrotne do f, to g * B=f1xB

5.87. Udowodnié, ze jesli f= 4 xB jest funkcja, to Df jest najmniej-

szym zbiorem X takim, ze f = X'x B, za§ W najmniejszym zbiorem Y takim,

ze fo AxY.
5.88. Rozwazamy przeksztalcenia f; : A XN = A (i = 1,2), okreflo-
ne wzorami

fllm B) = 2@k +D =1, fidn, k) = Hx+y+DE+A1+x.

Dowieéé, ze sa to odwzorowania réznowartosciowe.
W zadaniach 5.89-5.92 znale#¢ superpozycig f ¢ g oraz obraz (gof) x A,
(gef)=B. ;
5.89. : # — 9% okre§lone jest wzorem fX)=x+1,g: &% okres-
lone jest wzorem g(x) = E[x—1], 4 = 0,1}, B = R,
5.90. f: #% - ¥ okreslone jest wzorem f({X, W) = x-+iy, g: 6> R
okreslone wzorem g(x) = |x|+1, 4 = (0, 1)x <0, 1}, & = (Cx,p) : X242
< 2}
591. f: A — % okreflone jest wzorem f(n) = Ji g R - & okres
&lone wzorem g(x) = x1—x2, 4 = {2,4,6,8, 10}, B = {0, 1}. ‘
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3.92. f: & — Fokreslone jest wzorem f(k) = k2, g2 = A okredlone
jest wzorem g(x) = ¢, 4 = A, B = {2k : ke &),

5.93. Udowodni¢, ze a) 0¢ ¥, b) *v c Xy,

5.94. Udowodni¢, ze zbiér XY jest zamkniety ze wzgledu na dzialanie
iloczynu teoriomnogosciowego,

7.95. Udowadnié, ze na to, by X¥ byt zamknigty ze wrgledu na dziatanie
sumy mnogosciowej potrzeba i wystarcza, by byl zamkniety ze wzgledu
na uzupelnienie.

5.96. Niech X = {1,2,3}, Y= {2, 3, 4}. Zbadat, czy nastepujace relacje
sq funcjami cz¢éciowymi z X w ¥:

a) {<1,33, <2, 4), <3, 3p},

b) {<1,4),42,5), (3,3},

©) {<3,23, <3, 4>, ¢2, 2},

d) {<1,2>,<1,4), <4, 23},

e) {<1,3), <2, 4},

) K1, 4>, <2, D).



Rozdzial VI

DZIALANIA NIESKONCZONE

Niech dana bedzie funkcja f, ktdra kazdemu elementowi zbioru T przy-
porzadkowuje zbiér A4, Jedli T jest zbiorem par, to zamiast pisaé np.
A¢nmy Piszemy po prostu Ay Zbiér f(T) nazywamy wowezas indekso-
wang rodzing zbiordw 1 czgsto oznaczamy jako {4}, 7- Dla indeksowanych
rodzin zbioréw okresla sie dzialanie uogélnionej sumy (U 4)) i uogdlnio-

teT
nego iloczynu ([} 4) w nastepujacy sposob:
teT
xel 4=\ xe4, xe4,<> \xeA,.
teT teT teT te T

W przypadku, gdy 7 = 47, zamiast L 4, i N 4, piszemy nickiedy
ne 4" het”

odpowiednio

@
A, i N4
n=0

iCs

Kiedy znamy juz zbior indekséw T mozemy zapis uprosci¢ piszac zamiast
( 4, po prostu {1 4, i podobnie dia sumy U 4.
teT t 3
Dla indeksowanych rodzin zbiorow okresla sig tez uogdlniony produkct
kartezjmiski P A,. Jest to mianowicie zbiér wszystkich funkeji f o argu-
teT
mentach z T i wartodciach z |J 4, takich, Zze fi7) € 4,.
teT
6.1. Dowiesé, ze jezeli T = {ny, ..., m} 1 {4} e Jest indeksowang ro-
dzing zbioréw, to
a)y U 4=4,v.. v,
teT
b)) ) Ay =4, 0. N4y,
teT
Znalezé sume 1 iloczyn zbioréw dla re A, 1€ R, pdzie A, = 9 okre-

&lona jest nastgpujaco (zad. 6.2-6.15):
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6.2. A, ={x:1t<x<t+1L
6.3. 4, = {x.—r<x<r}.
64, A, = {x 1< x}
6.5. A,={x:0gx<i}.
t+1

1 1
6.6. A = x:—— < x<—*".

1+1 t+1
6.7. 4, = {x 1/t <x<J21).

6.8. A, =

6.13. A = {x <y < (1417
6.14, A, = {x: —(t+1)? < x < 2¢2—5¢+5}.
6.15. 4, {x sinx = t}.
O)bliczyé sumg i iloezyn zbiordéw dla te & (zad. 6.16-6.23):
6.16. 4, = {x:tgx =1},
6.17. A, = {{x,¥> 1 x24-p2 < 12},
6.18. 4, = {{x, ¥> 1 B4y = 12,
619, A, ={(x, ) 1 x=1-y).
6.20. A, = {{x,¥) 1x =1y},
6.21. A4, = {{x,¥) 1 x41 = y}.
6.22. A, = {{x, 0 ix< -y}
6.23. A, = {{x, > 132 < 2 y2}
Zadozmy, e 4,,, = R (Zad 6.24-6.27):
6.24. A,, ={x m*<x< m?, nmed, znaleé
rIU An,ms ﬂ Agy I Augs [N Ao
6.25. A, ={x:in<x<m] (n,med), aleié
U -Arz s ﬂ An.m! U ﬂ An.m: ﬁ U An.m-

X i—
t+1

A, = {Y,tl,’t-fl
- ' B S

1+1
<x <\
t+2

1
=i € 2 ——
1+1

1

<x<{1+1)

1
t+1}'

1
t+1}'

me—<x < - —
1+1

1/1+1 }

1
=0 < x < 2:2—6t+1}.
t+1
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6.26. A, = {x P <x<mi+(@m+1)?} (n,med), znalezé

U ﬂ An,m’ ﬂ U An.m: U ﬂ An,ms ﬂ U An,m‘

6.27. Ay ={x:0"<x} (m,med,n+#0), znaleic
UmAu.:m2 -UnAn.m: m UAn,ms _mUAn,ms

m

m U An,m: ﬂ U _An,ma U m An,mv U ﬂ _-An,m'

6.28. Dowiesé, ze [ A, jest najwigkszym (ze wzgledu na relacje inkluzji)
teT

zbiorem zawartym we wszystkich zbiorach A,.

6.29. Dowieéé, ze | ) 4, jest najmniejszym (ze wzgledu na relacje in-
teT
kluzji) zbiorem zawierajacym wszystkie zbiory A,.

6.30. Dowieé¢, ze przy dowolnie ustalonej przestrzeni X

a) —U Al =n _AU

teT teT
by N 4=U —4..
teT teT

Dowiedé, ze (zad. 6.31-6.41):
63l. N (4, nB)=[ 40 B.

taT talT teT
632, U A4 uB)=1 4 vl B,.
teT teT teT
6.33. ) (A, uB)=Bu() 4,.
teT teT
634. |J (4B =BnlJ A,.
teT teT
635. |J (4 nB)c U 4,0 U B.
teT te T teT
6.36. () 4, v NB < (4,0B).
teT teT teT
637. U U 4,,= U U 4
teT se8 seSteT
6.38. (N M) Aa=1) N Apse
teT sc8 seS tel
639, U A n U B=U U(nB).
teT ses teT 58 .
640. N A4, v B,= NN (4uBy.
teT ses teT sa§
641, | N 4. N U 4.
teT sef se§ teT

Sprawdzié, czy prawdziwe sg réwnoéci (zad. 6.42-6.44):
642. M 4, wB)= 4v ) EB.

teT teT teT
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643. U (4 nB)= U 40 U B,

teT 1eT teT
644, | N 4= N U 4.
teT s=8 s=SteT

Dowies¢, ze (zad. 6.45-6.46):
6.45. | (4,nB) = U (d;nB)= 1 4, I B,.

sel stes sef [teS§
('zy znak inkluzji moZna zastapi¢ réwnoscia?

6.46. [(N 4) V(N B)= N (A VB) <) (4uB).
teT teT tseT . telT
Pokazaé, ze znaku inkluzji nie mozna zastapié rownodcig.
6.47. Zbadaé, czy zachodzi inkluzja
U 4,— :)C[UA M Bl

tel feT
¢'zy znak inkluzji mozna zastapi¢ réwnoscig?
Dowiesé, ze

6,48, [(— U 4) v (N Bl = ) (=4, B).

teT tel teT
Czy znak inkluzji mozna zastapi¢ réwnoscig?
6.49, Dowies¢, ze jezeli 4, o 4, > ... >4, >.. oraz B; 58, >
.28, o .., to

(AnUB)"ﬁ(r] An)U(m B,).

an

6.50. Dowiedé, ze jezeli dla ka.ﬁdego nmamy 4, © A4,, to

e

Ay = (Ag—A) U (4—A) U ... U

n

4,

0

1

6.51. Dowiesé, ze jezeli 4y 2 A, 24, > ..., 1o
o

(A —A) U (A—Adgp v ... v (:]0 Ay = Aa— U (Aan—Agira).

n=0
6.52. Dowied¢ nastepujgcego twierdzenia zwanego uogdlnionym pra-
went przemiennodei:
, 1-1 - - . .
Niech f- T'——T i niech {4}, .+ bedzie indeksowang rodzina zbio-
iw. Wiedy

") UTA = U A_r(r),
re

b} ﬁTA & ﬂ Ay
1e
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6.53. Dowiesé nastgpujacego uogdlnionego prawa lacznosci:
Iegi T= U T, to

ses
a) U S U U Ay,
1eT seSteTs
B NA=N N4
teT seS 1leTs

6.54. Dowieéé nastgpujacego uogélnionego prawa rodzielnoscei:

Niech K bedzie zbiorem wszystkich odwzorowan zbioru S w zbiér T.
Dla dowolnej rodziny indeksowanej zloZonej ze zbioréw A, majq miejsce
rownosei:

2) M U A= U (M Aeree

seSteT fekK sel§
b) U m Asl— m U A.rf(s]
seSt1eT fekK ssS

6.55. Dowiesé, ze jezeli T'= [J T, a zbidr K jest pewng rodzing pod-
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zbioréw T, ktére z kazdym T, maja przynajmniej jeden element wspalny, to:

a) () U 4= U M A,

seSteTs YeKte¥
Und4a=n U4
seS teTs YekKtel

6.56. Dowiesé, ze

a) (LUJ A‘JX(U By= U U (4,xBy),

teT 1=T seT
b) (ﬂ A)X(ﬂ By = ﬂT () (4, % By).
tsT seb
Znalezc P A, dla nastepujacych zbiordw T' i A,: (zad. 6.57-6.65):
teT

657. T =N, A ={l}.
6.58. T = A, A, ={0,1}.

6.59. T=A, A,=1{0,1,...,1).
6.60. T =2, A, =<0,1).
661, T =&, A, = 0,15
6.62. T = @&, A, = {—1,1).
663. T=R, A ={1}

6.64. T= %, A, ={—t1}.
6.65. T= R, A, = {r*+1}.
6.66. Dowiesé, ze jesli zbiér T jest skonczony i dla kazdego te T zbior 4,

nie jest pusty, ta P A4, # 0.
teT
6.67. Dowiesé, e jesli 4, # O dla kazdego teT, to P A, # O.

teT



Rozdzial YII

TEORIA MOCY

Zbiory X i Y nazywamy réwnolicznymi, jesli isinicje odwzorowanie
X —%?—» Y. Piszemy wowczas X ~Y Iub X1l ¥.

Moina latwo pokazaé, ze dla kazdych zbiordw X, Y i Z jesli X ~¥
1 Y~Z, to X~Z; jesli X~¥, to Y~X 1w koficu X ~X,

Kazdemu zbiorowi przyporzadkowujemy pewien obiekt zwany liczbg

hurdynaing. Liczby kardynalne oznaczamy zazwyczaj literami gotyckiego
lub hebrajskiego alfabetu (ew. z mdeksaml) Jedli zbiorowi X jest przypo-
izgdkowana liczba m, to piszemy X = m. Zbiorem rownohcznym PIZypO-
readkowunjemy e samg, liczbe kardynalng. Tak wice X = V<= X ~7.
liczbe kardynalna X nazywamy mocg zbioru X. W przypadku, gdy XiY
wii zbiorami skoficzonymi, X ~ ¥ wtedy i tylko wtedy, gdy ilog¢ ele-
mentdw w zbiorze X jest rowna ilosci elementéw w zbiorze Y.

Pojgcie rownolicznodei traktujemy jako $cisty odpowiednik intuicyjnego
pojecia posiadania tej samej liczby elementéw. W zwiazku z tym, jesli X
st zbiorem skoficzonym, to X jest po prostu liczba jego elementéw.

Dla zbioréw nieskoriczonych wprowadzamy nowe liczby. I tak moc
/hioru liczb naturalnych okreslamy liczbg kardynalng ¥, (alef zero), moc
sbioru liczb rzeczywistych oznaczamy przez ¢ (continuum).

Zbior X jest skoriczony jedli jest pusty lub istnieje taka liczba naturalna
h>0, ze X~{0,..,k~1}. Zbiér {0, ..., k—1} = {n: n < k} nazywamy
e whasciwym odcinkiem poczatlowym zbioru A (por, str. §4),

Zhbiory skonczone lub mocy ¥, nazywamy zbiorami przeliczalnymi.

Mdéwimy, ze liczba kardynalna n jest wigksza lub réwna m, (co zapisu-
|y przez m < n), jesli istnieja takie zbiory X i Y, Ze

I'Xes Y. -

2°X=m,Y=n.

Piszemy natomiast tm < 1, jeslim < nim # n. Mozna pokazaé, ze dla
dowolnych liczb kardynalnych m i n mamy
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1°m<m,

2° thy <M AT, << My => My S N,

3° M, < MeAtly <My, =0y =My
(twierdzenie Cantora-Bernsteina).

W pewnych rozwazaniach dotyczacych mocy, zachodzi niekiedy po-
trzeba korzystania z tzw. pewnika wyboru, ktory mozna sformutowac w na-
stepujacy sposdb:

Jesli A = {4}, jest rodzing zbiorow takich, Zze

1° 4, # O dla dowolnego teT,

2° A, n A, = O dla dowolnych 1, € T, ty # 1g,

3°T#0,
to istnieje zbiér S taki, ze SN A4, =1 dla dowolrego fe T.

Dowieéé, ze nastgpujace zbiory 4 1 B sq réwnoliczne (zad. 7.1-7.3):

71. A={1,2}, B={5"T}

2. A={xeN1x< T} B={xed 11< x2 < 70}

73. A ={xe®:x*-2x+1=0}, B~ {03.

7.4. Dowiesé, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C mamy

a) A~A, by A~B=B~A, ¢) A~BAB~C= A ~C.

7.5. Dowiesé, zc jesli 4 i B sa zbiorami skoficzonymi, to 4 ~B wtedy
i tylko wtedy, gdy A i B maja t¢ sama ilo§é elementow.

Dowieéé, ze dla dowolnych zbiorow A i B (zad. 7.6-7.9):

7.6, JeSli Ay ~B; i Ay~DBy, to Ayx Ay ~By%xB,.

7.7. Jedli A, nAy =0, B NnB,=0 oraz A4;~B i Ay~DB,, to
AU Ay ~By U B,y

78. Jefli A~BiCn(4AdwB)=0, 1o AuC~Budl.

7.9, Jedli A ~B, to P(A) ~F(B).

Dowiedé, #e nastepujace zbiory sa przeliczalne. Podaé, kidre z nich
maja moc ¥, (zad. 7.10-7.13):

7.10. {xe A :10|x}. 711 {xe%: V x=Iny}
yet

712, {xe Nt V x =siny} 713, {xe A : V x =1gy}.
yed® yed

7.14. Dowieéé, ze zbior A jest przeliczalny wiedy i tylko wtedy, jesh
jego elementy mozna ustawié w ciag. 3

7.15. Dowiesé, Ze zbior A jest mocy N (4 = N,) wtedy i tylko wtedy,
jedli jego elementy mozna ustawié w ciag nieskoficzony o wszystkich wyra-
zach réimych.
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7.16. Dowieié, ze jedli A jest zbiorem przeliczalnym i B« A4, to B
iez jest zbiorem przeliczalnym.

7.17. Dowiesé, 7e jesli A i B sa zbiorami przeliczelnymi, to 4 u B,
AnB, A—B i A+B sa tez zbiorami przeliczalnymi.

7.18. Dowiesé, ze jesli A i B sg przeliczalne, to Ax B tez jest przeli-
czalny. Jakie nalezy uczynié zalozenie dodatkowe, by moc twierdzic, ze
A% B ma moc ¥y?

7.19. Dowiesé, ze jedli X = R,, to istnigje X, = X, X, = ¥, takie, ze
XX, m X,

7.20. Dowiesé, ze jesli {A,},. 4 jest rodzing zbiordw przeliczalnych,

lo [ A, tez jest zbiorem przeliczalnym.
ne 4

7.21. Dowiesé, ze jesli {d,),. 4 jest rodzing zbioréw skoticzonych, to

J P A, jest przeliczalny, Kiedy zbidr ten jest mocy Ny?
we A k<n
Wyprowadzié¢ stad wniosek, Ze zbidr wszystkich ciagéw skenczonych

o wyrazach naturalnych jest przeliczalny.

7.22. Dowieéé, ze zbior liczb catkowitych jest przeliczalny.

7.23. Dowiesé, Ze zbidr liczb wymiernych jest przeliczalny.

7.24. Dowieéé, ze dla kazdego n zbidr wielomianéw stopnia # o wspol-
crynnikach wymiernych jest przeliczalny.

7.25. Dowiedé, ze dla kazdego n, zbidr

xe: V .. V ax"+ .. +a,4x+a,=0}
ap e’ an €W

jst przeliczalny.

7.26. Dowieéé, Ze zbibér wszystkich pierwiastkéw wielomiandw o wspol-
rezynnikach wymiernych jest przeliczalny.

7.27. Dowiesé, ze kazdy zbior rozlgcznych, polozonych na prostej od-
cikdw, jest przeliczalny.

7.28. Dowicéé, ze zbidr ekstreméw funkeji ciaglej o wartosciach rzeczy-
wistych jest przeliczalny,

7.29. Dowiesé, ze jesli f(x) jest funkcja monotoniczna o wartosciach
reczywistych, to zbiér jej punktéw niecigglosei jest przeliczalny.

Dowiesé, ze kazdy z nastepujacych zbiorow jest meey Wy (zad.7.30-
1.36):

7.30. Zbior odcinkéw polozonych na prostej, o konicach wymiernych.
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7.31. Zbiér okregdw, ktorych §rodki leza w punktach o wspéirzednych,
wymiernych i o promieniach bgdgcych liczbami wymiernymi. l

7.32. Zbiér tréjkatéw rownobocznych o frodku cigzkodci w poczgtku{
ukiadu i jednym wierzchotku o wspdtrzgdnych wymiernych.

7.33. Zbiér zlotony z rozigcznych sze§ciandéw przestrzeni tréjwymm-
TOWej.

7.34. Zbiér zlozony z rozlacznych kot polozonych na plaszczyZnie.

7.35. Zbior macierzy o wyrazach wymiernych.

7.36. Zbior {xe®: V x"e# '}

ne 4 —{0}

7.37. Niech A bedzie zbiorem przeliczalnym. Dowiesé, Ze zbidr wszyst-
kich skoficzonych ciggdw jakie dadza sig utworzyé z elementéw zbioru A4
jest przeliczalny. Kiedy taki zbior ma moc ¥,7?

7.38. Znalezé moc zbioru ciagdw o elementach calkowitach zbieznych
do zera.

7.39. Znalei¢ moc zbioru ciggéw o wyrazach wymiernych, statych od
pewrepgo migjsca.

7.40. Dowie§é, Ze niepusty zbiér A jest przeliczalny wtedy i tylko
wiedy, gdy istniefe funkcja g: A" —> 4.

7.41. Dowiesé, ze A = N, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja funkcje
giftakie, ze A 2 g 34

7.42. Dowieéé, ze zbidr punktdéw na prostej jest mocy .

Dowiesé bez pomocy tzw. Cantora-Bernsteina, ze 4 ~ B (zad. 7.43-7.50):

7.43. A, B— dowolne dwa odcinki otwarte.

7.44, A, B— dowolne dwa odcinki domknigte.

7.45, 4 — odcinek otwarty, B — odcinek z jednym koncem.
7.46. A, B— dowolne dwa okregi.

7.47. A, B— dowolne dwa kola.

7.48, A — prosta, B-— odcinek otwarty.

7.49. A - prosta, B— odecinck domkniety.

7.50. A — potprosta domknigta, B-— prosta.

7.51. Dowicéé, ze zbiér punktéw plaszezyzny jest mocy c.

7.52. Dowie§é, 7e jesli 4 i B sa zbiorami mocy ¢, to AV B 1 AxB
sa réwniez zbiorami mocy C.

7.53. Dowiesé, ze je§li A jest zbiorem przeliczalnym, a B zbiorem
mocy ¢, to A v B, B—~4, B=A4 sa zbiorami mocy ¢
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7.54.

Co mozna powiedzie¢ o mocy zbioru 4 x B jesli wiadomo, ze

{ ¢, a B jest zbiorem przeliczalnym?

7.55.

Dowicsd, ze jesli {4}, e Jest rodzing mocy ¢ zbiordw przeliczal-

nyeh, rozlgeznych i niepustych, to | A, ma moc ¢,

7.56.

teR
Dowiesé, ze jesli moc kazdego ze zbiordw A, (re &) wynosi c,

o zbiér ) 4, ma réwniez moc

e

Sprawdzi¢, czy nastepujace zbiory maja moc ¢ (zad. 7.57-7.74):

7.57.
7.58.

7.59.
7.60.
7.61.

7.62.

7.63.
7.64.

(xed: —l<x< I}
{xe®: v xe¥}.
ne.4”

{xe® :0< )
{xedk: x <0}

{{x, > :xe RAyeRAx? =y}

{{xe, > :xecBAyeZRnx =y}

{3 X2+t = lAaxec RAyER).

£, 1> i xeBAyeB Ay = f(x)), gdzie f jest dowolna, ale usta-

long funkcja taka, ze f: & — 4.

7.65.

7.66.
7.67.
7.68.
7.69.

7.70.

7.71.
7.72.

773
7.74.
7.75.

7.76.

nwe ¢,

7.77.

x, ¥y i xe@Bryeddn V x—p=wh

weH"
{{x,yp :xe@Bavedax< I}
(X, i xeZAryeRnax? =4},
{{x,y> :xeBAayeW nxt =4}
{{x, 0 1 xeBnrye@ax<0any <0}
{{t, 3 ixeBAryeZalsx<]lalgy< 1}
{x,>edR* x-y< 1}
{x, yped? X2+ < 1}.
Kx,myzyed®: x =y =z}
Kx, 3, 0e@:0<<x<1algy<lald=szz< 1L
Dowiesé, ze dla dowolnego n > 0, zbiér " ma moc c.
Dowiesé, ze jedli dla kazdego ne A, 4,=4{0,1},to P A, ma

ne 4

Dana jest rodzina zbioréw przeliczalnych A, taka, ze wszystkie

<biory 4, z wyjatkiem skonczonej iloSci sa skericzone.
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Dowiesé, ze P A, <¢
ne A .

7.78. Dowiesé, Ze jeSli X = ¥, to X <Y

7.79. Dowiesé, 2e dla dowolnych liczb kardynalnych m;,m, i m,:

a) mp << m.

b) Ny KM AT, << M => 1 <M.

7.80. Dowicié, ze X < ¥ wtedy i tylko wtedy, gdy istnigje taki ¥; < ¥,
Ze X ~Y;.

7.81, Dowiesé, ze X < ¥ wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje f takie, ze
f: X 23 ¥,

7.82. Dowiesé, z¢ X < Y wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje / takie,
ze f: ¥ X

7.83. Dowmsc 28 jesli X jest zbiorem takim, ze X > n dla dowolnego
n, to m X dla dowolnego a.

7.84. Dowieé, ze jesli X = N,, to dla dowolnego @ mamy X U {a} = X.

7.85. Dowiest, ze jesli {A,,},,E - jest rodzing zbiordw mepustvch mkq,
ze zbior {na A A, <WyA A, =2} nie jest skoficzony, to P A, >=c

ne#”

Kiedy P 4,=c?

ne s

Przypomunijmy, Ze przez “B oznaczamy zbi6r odwzorowan f: 4 — B. Tak
wice fe“B <> f: A — B. Czesto zbior ten oznacza sig takze jako B™.
W szczegolnosei, gdy B = {0, 1} zamiast B (ew. *B) piszemy 24,

7.86. Dowiesé, ze 2% ~P(4).

7.87. Dowie§é, e jesli 4 skoficzone i B > N,, to "4 ~2°

7.88. Dowiesé, ze jesli 4y ~B, i Ay~ By, to "4, ~ 'B,.

7.89. Dowiesé, ze jesli 4 i B sg rozlaczne, to dla dowolnego € mamy
(Au B)c N(AC) X (BC)

7.90. Dowies¢, ze (A x B) ~(4) x (°B).

7.91. Dowiesé, ze TN = ¢.

7.92. Dowiesc, ze _]f:bll {Al},sﬂjest rodzing zbiorow takich, Ze A =2

dla kazdego te®, to F A4, >c
teT

7.93. Czy istnigje zbior X taki, ze P(X) = ¥,?
7.94. Dowiesé, 7e jesli X = Ny, to 2(X) = ¢

7.95. Dowiei¢, ze nie istnieje zbior X i funkcja ftaka, Ze f: X — 2(X).
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7.96. Dowieié, 2¢ X < P(X).

7.97. Dowiedé, ze nie istnieje zbidr wszystkich zbiordw.

7.98. Dowies¢, ze liczb kardynalnych jest nieskoficzenie wiele.

1.99. Dowiesé, ze jeSli Ay = Be Ay i A, ~ Ay, to A, ~B 1 B~A4,.

7.100. Dowies¢, ze jedliistnigje taka funkceja réznowartosciowa /' A X A
e frdc BAB< A, to A~B.
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Rozdzial VIII

RELACJE PORZADKUJACE

Relacjq czesciowo porzqdkujgeq zbidér A nazywamy relacje R < A2
spelniajaca warunki:
a) Zwrotnosé

AKxxeR, (A (R

xed

b) Antysymetria
A N [Kx 9> e RAy, x) e Ry = x = ],

xedyed

(A A [(xRya yRx) = x = y]).

xedyed

¢) Przechodnio$é

A N N Kxy)eRaly, 2> eR) = (x,z)>eR],

xedAdysAzed

(A A A [(xRya yRz) = xRz]).
xedyedzed
Jedli relacja R spelnia dodatkowo warunek spojnosci: -
d) Spdjrosé
A A KxpeRv{y,xpeRvy =Y),

xesAysAd

(A N\ xRyvyRxvzx = y)),

xedyed
to nazywamy ja relacja liniowo porzadkujgcq.
W dawniejszej literaturze czesto relacja liniowo porzadkujyeq nazy-
wano relacje asymetryczng, przechodnig i spojna (por. zad. 4.18 i 4.19).
Sposréd relacji liniowo porzadkujacych wyrozniamy relacje dobrze
porzqdkujgee, to znaczy takie, ktore spelniaja dodatkowo warunek e:
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€) /'\{X;é0=>\/[yeXA/\(zeX=>(_v,z)eR)}],
XcAd ¥ z
(AX=#0=\ A (RI).

XcA yeXzeX
Zbiorem czesciowo (liniowo, dobrze) uporzqdkowanym nazywamy pare
{4, R) taka, ze R czesciowo (liniowo, dobrze) porzadkuje A.
Elementy wyréznione:
a) Element ae A nazywamy maksymalnym w zbiorze {4, Ry jefli
/\ (aRx = x = q).

xed
b) Element a e 4 nazywamy minimalnym w zbiorze (A, R) jedli

/\ (xRa = x = a).

xed

c) Element ae 4 nazywamy najwickszym w zbiorze (A, R jedli

/\ (xRa).

xed

d) Element a € A nazywamy najmniejszym w zbiorze {A, R) jesdli

A\ (aRx).
xeAd
Laricuchem w zbiorze czeiciowo uporzadkowanym {4, R} nazywamy
kazdy podzbiér niepusty B < A taki, ze (B, R n B%) jest zbiorem liniowo
npnm;dkowanym.
Zanwazmy, e R n B? jest to po prostu relacja R ograniczona do ele-
mentéw zbioru B,
Antylanicuchem w zbiorze czeiciowo uporzadkowanym {4, R} nazy-
wamy kazdy zbiér B < 4 taki, ze

A [x#y= ~xRyA ~yRx].
xye b
A wigc jesli B jest lanicuchem, to kazde dwa elementy zbioru B sg po-
rhwnywalne (w sensie relacji R), natomiast jesli jest antytancuchem, to
karde dwa elementy zbioru B sa niepordwnywalne.
Kazdy zbiér jednoelementowy jest laricuchem i antylancuchem.
Jedli zbibr X zawiera sic w A, to ograniczeniem gornym zbioru X na-
rywamy kazdy taki element ce 4, ze A (xRa). Podobnie definiujemy

xeX
apraniczenie dolne zbioru ¥ < A.
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!

LEMAT KURATOWSKIEGO-ZORNA: Niech {A, R) bedzie zbiorem upo-
rzadkowanym takim, te dla kaidego laricucha istnieje w A gdrne agmni—i
czenie. Wiedy w A istnieje co najmniej jeden element maksymalny. Co wi@—%
cei, dla kazdego x € A istnieje element maksymalny a taki, ze xRa. |

8.1. Niech relacia R = (A" —{0})® bedzie okreslona nastgpujaco:

xRy=\/ (xz=17)
zeA"
(tradycyinie relacje t¢ oznaczamy symbolem x|y).

a) Udowodnié, ze | jest relacja czeSciowo porzadkujaca,

b) znalezé wszystkie elementy minimalne,

¢) udowodni¢, ze w zbiorze (A"—{0}, |> nie ma elementow maksy-
malnych,

d) znalezé ogblng posta¢ laicucha w zbiorze {A"—{0}, >,

e) znalezé ogblna posta¢ antylancucha w zbiorze (A — {0}, 17,

f) udowodnié, ze relacja inkluzji w zbiorze wszystkich tafcuchow
zbioru (& —{0}, |> jest czgSciowym porzgdkiem, znaleZé postac tancu-
chéw minimalnych 1 maksymalnych.

8.2. Niech X bedzie zbiorem, za$ 2(X) bedzie rodzing wszystkich pod-
zbioréw zbioru X. Udowednié, Ze relacja < czgSciowo porzadkuje zbidr
2(X). Znalezé element najmniejszy i najwigkszy w zbiorze {P(X), =).

8.3. Zalozmy, ze zbidr X ma co najmniej dwa elementy. Rozwazmy
sbior U = P(X)—{0}—[X}, oraz relacje = ograniczony do elementéw
tego zbioru, zbada¢

a) czy w zbiorze (U, =) istnieje clement najmniejszy,

b) czy w zbiorze (U, <) istnieje element najwigkszy,

¢) znalezé posta¢ elementéw minimalnych i maksymalnych w (U, =),

d) jaka jest moc zbioru elementéw minimalnych i maksymalnych
w (U, =). Rozwazyé szezegdlny przypadek, gdy X jest zbiorem dwuele-
nmentowym.

8.4. Udowodni¢, ze jesli (X, R) jest zbiorem czesciowo uporzadko-
wanym i ¥ = X, to zbioér {¥, RN Y2 takie jest zbiorem czedciowo upo-
rzadkowanym. Czy twierdzenie jest prawdziwe, jesli zbi6r (X, R) jest Ii-
niowo (bgdZ dobrze) uporzadkowany ? Co mozna powiedzie¢ o stosunku
clementéw wyréznionych w (X, R) i (¥, R n ¥#)?

8.5. Zhior (X, R~Y) nazywamy dualnym do (X, R>.

a) Udowodnic, Ze jezeli (X, R) jest zbiorem czgéciowo uporzadkowa-
nym, to {X, R™%) takze jest zbiorem czgéciowo uporzadkowanym.
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b) Czy analogiczne twierdzenie jest prawdziwe, jesli {X, R> jest zbio-
rem liniowo uporzadkowanym?

¢) Czy analogiczne twierdzenie jest prawdziwe, jesli (X, R)> jest zbio-
em dobrze uporzadkowanym ?

d) Jaki jest zwiazek elementow wyrdznionych w (X, RY iw (X, R-1)?

8.6. a) Udowodni¢, ze jezeli w zbiorze czgSciowo uporzadkowanym
st element najwigkszy, o jest on jedynym elementem maksymalnym.,

b) Udowodnié, ze jezeli w zbiorze czgSciowo uporzadkowanym jest
clement najmniejszy, to jest on jedynym elementem minimalnym,

¢) Jaki zwiazek pomigdzy punktami a i b sugeruje zadanie 8,57

8.7. Czy dla danego X # O mozna tak okreili¢ relacje R, by réwno-
crednie:

d) Zbior (X, B> byl czgiciowo uporzadkowany.

b) R byla relacja rownowaznosci w X

8.8. Czy dla danego zbioru X takiego, e X =2 mozna okreslié re-
Luwije R taka, by réwnoczesnie:

a) Zbior (X, R} byl liniowo uporzadkowany.

b) R byla relacja réwnowaznosci.

8.9. Zatdzmy, Ze zbidr (X, R» jest dobrze uporzadkowany. Znaleié
warunek konieczny i dostateczny na to, by zbidr (X, R~ byt takze dobrze
npnrzqdkowany.

8.10. Udowodni¢, ze jeSli X jest zbiorem skofczonym, za§ (X, R)
shiorem liniowo uperzadkowanym, to zbiér (X, R) jest dobrze uporzad-
Lowany.

8.11. Znalezé przyktad zbioru czeiciowo uporzadkowanego (X, R)
akicgo, ze w zbiorze (X, R} jest dokladniec jeden element maksymalny
« nic ma elementu najwiekszego.

8.12. Znalez¢ przyklad zbioru czgiciowo uporzadkowanego (X, R)
(akicgo, ze w zbiorze (X, R) jest dokladnie jeden element minimalny i nie
my clementu najmniejszego.

8.13. a) Udowodnié, ze jezeli zbidr X jest skoiiczony, to w zbiorze cze-
viowo uporzadkowanym (X, R) istnigje co najmnigj jeden element maksy-
mnlny,

) Udowodnié analogiczne twierdzenie dla elementéw minimalnych.

R.14. Udowodni¢, ze jezeli zbior X jest skoniczony i w X, R} jest do-
l.tadnie jeden element maksymalny (minimalny), to jest on elementem naj-
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wiekszym (najmniejszym). Czy zalozenie skonczonodci zbioru X jest
istotne?
8.15. Udowodnié, ze warunkiem koniecznym i dostatecznym na to,

by czeéciowo uporzadkowany zbiér (X, R) byt liniowe uporzadkowany |

jest, by kazdy antylaricuch byt jednoelementowy.

8.16. Udowodnié, ze w zbiorze liniowo uporzadkowanym element mi-

nimalny (maksymalny), o ile istnigje, jest elementem najmnigjszym (nay
wiekszym).

8.17. Co oznacza fakt, ze A jest laficuchem w zbiorze czgéciowo upo-
rzadkowanym <{A4, R>?

8.18, Dowiesé, ze w zbiorze liniowo uporzadkowanym kazdy skori-
czony podzbiér niepusty ma element najwigkszy i najmniejszy.

1
1

8.19. Udowodnié, 2e¢ w zbiorze czgéciowo uporzadkowanym kazdy

skoficzony podzbior niepusty posiada elementy minimalne imaksymalne.

8.20. Dia kazdego ne 4 skonstruowaé przyklad zbioru czgsciowo
uporzadkowanego, majacego dokiadnie # clementéw minimalnych. Ana-
logicznie dla elementéw maksymalnych.

8.21. W zbiorze T wszystkich ciagdw skonczonych o wyrazach nalezq-
cych do zbioru A" (a wigc w zbiorze | A *} wprowadzamy relacje R jak

ket
nastepuje: xRy <> ciag x jest odecinkiem poczatkowym {niekoniecznie wla-
Sciwym) ciagu y.

a) Udowodnié, Ze relacja R jest czeéciowym porzadkiem.

b) Czy w zbiorze (T, R) istnieje element najwiekszy ?

c) Czy w zbiorze {T, R) istnieje element minimalny?

d) Jaka jest moc zbioru tancuchéow w zbiorze (T, R)?

8.22. Rozpatrujemy zbiér T = {2" :ne A"} U {3} wraz z relacja po-
dzielnoéci (poréwnaj zadanie 8.1).

a) Czy w rbiorze (7, |> sa clementy minimalne, maksymalne?

b) Czy w zbiorze (T, !> jest element najmnicjszy ?

¢) Narysowaé diagram relagji.

8.23. Rozwazamy zbiér T = {2, 3, ..., 15} wraz z relacja podzielnosci
ograniczong do elementéw tego zbioru.

a) Narysowa¢ diagram relacji.

b) Wskazaé elementy wyréznione.

¢) Wskazaé wszystkie laficuchy diugodci 3.

8.24. Niech T bedzie zbiorem wszysikich funkcji okreslonych na od-
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cinku (0,1) o wartociach w @+ (T = ¢1g+), Definiujemy relacje R
wzorem

fRg < \\ [flx) < g(x)]-

a) Udowodni¢, ze R jest czefciowym porzadkiem.

b) Wskazaé elementy wyréznione w (T, R).

8.25. Dany jest zbior czgsciowo uporzadkowany (X, S) oraz zbidr
I'# 0. W zbiorze Fwszystkich funkcjizT w X (tj. ' X) okreslamy relacje R
WZOTem

fRg < ’\/T L) S g(0)].

a) Udowodnic, Zze relacja R jest czgsciowym porzgdkiem,
b) Znalezé warunek konieczny i dostateczny na to, by w (¥, R> byl
clement minimalny (maksymalny),
¢) Znalezé warunek konieczny i dostateczny na to, by w (F,R> byt
clement najwickszy (najmniejszy).
8.26. Niech 4, dla t{0, 1, 2, 3, 4, 5} bedzie rodzing zbioréw okre-
‘lona jak nastgpuje:
Ay ={zeC:k+1 <imz < 1+2},
pdzie
0 diar=0,2,4,
ki=<+1 daz=1,
—1 dlar=3,5.

a) Rozpatrujgc powyisza rodzing jako zbidr czeéciowo uporzadkowany
pzez telacje zawierania znaleZd elementy wyrdznione.
b) Czy istnieja elementy najmniejszy i najwigkszy?
c) Sporzadzi¢ diagram tego czgéciowego porzgdku,
8.27. Niech 4, dla 1€ {1, 2, 3,4, 5, 6} bedzie rodzing zbioréw okre§lona
ik nastepuje:
A ={ze¥: |z-k,| < 1},

mlzie
2 dlat =1,
P 0 dlar=22386,
T l=1 dla =4,
1 dlat=
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Rozpatrujemy rodzing te jako czesciowo uporzadkowang przez relacje
zawierania.

a) Znalezé elementy wyrdznione,

b) Sporzadzi¢ diagram tego czesciowego porzadku.

8.28. Niech 4, dla 1€{0,1,2, 3, 4,5, 6} bedzie rodzing zbiordw oktre-
flong jak nastepuje:

A ={xeR k<x<t+1},

gdzie
0 dlai=0,2
L = -1 dla+t=1,3,
T )2 diat=46,
-3 dla ¢=35.

a) Rozpatrujgc powyzsza rodzing jako zbiér czgsciowo uporzadkowany -
przez relacje zawierania znalez¢ elementy wyréznione. 3

b) Sporzadzié diagram tego czgsciowego porzadku.

8.29. Niech 4, dlate{0, 1,2, 3, 4} bedzie rodzing podzbiordw zbioru %"
okreslong jak nastepuje:

A= {xeW 1< x< 2.

a) Rozpatrujac powyzszg rodzine jako zbioér ezgsciowo uporzadkowany
przez relacje zawierania, znaleZ¢ elementy wyréznione.

b) Sporzadzié diagram tego czgéciowego porzadku.

8.30. Niech «(n) bedzie liczba roznych dzielnikéw pierwszych liczby
naturalnej n. W zbiorze 4—{0, 1} okreslamy relacje R wzorem

XRy <+ [a(x) < a()]v[o(x) = a(p)ax < y].

a} Udowodni¢, ze zbiér (A" —{0, 1}, R> Jest zbiorem czeéciowo upo-
rzadkowanym,

b} Czy jest to zbiér liniowo uporzadkowany ?

¢) ZnaleZé elementy wyrdznione.

8.31. Niech f(n) bedzie liczba réznych dzielnikdw liczby naturalnej n,
W zbiorze A" —{0} okreslamy relacje R wzorem

XRy< [f(x) < )]V [B(x) = () ax <],

a) Udowodnié, ze zbiér (A4 —{0}, R) jest czefciowo uporzagdkowany,
znaleZé elementy wyréznione.
b) Czy zbidr ten jest dobrze uporzadkowany? :
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8.32. W zbiorze 4+ wprowadzamy relacje R wzolem

¥Ry < QxA2[y Ay K H)VQ2IxA ~2[P)V(~2[xA ~2|pax < »).
a) Udowodni¢, ze zbiér { 4*—{0}, R jest liniowo uporzagdkowany,
b) Czy zbiér ten jest dobrze uporzadkowany ?

8.33. W zbiorze ¥ 4 wprowadzamy realcje R wzorem

aRb< A (a, < b,).

a) Udowodni¢, ze zbior (Y47, R jest czgSciowo uporzadkowany,
malezé elementy wyrdinione,
b) Czy zbidr ten jest uporzadkowany liniowo ?
8.34. W zbiorze 4" wprowadzamy relacje S wzorem
aSb<>\/ A (a, = byna, < b)v(a = b)-

knek

a) Udowodnic, ze zbiér (¢ 438 jest liniowo uporzadkowany.
b) Udowodni¢, ze A (aRb=> aSh), gdzie R jest relacja rozwazang

ab — —

w zadaniu §.33.
8.35. W zbiorze ¥ wprowadzamy relacjc R wzorern

xRy < (Rey < Re ¥)A(Im y < Im x).

2) Udowodnié, Ze zbiér (%, R) jest czesciowo uporzidkowany.

b) Czy zbidr ten jest uporzadkowany liniowo 7

8.36. W zbiorze ¥ wprowadzamy relacje S wzorem
x5y<>(Rey < Rex)V[(Rey = Re x)A(Im y < Im x)).

a) Udowodnié, ze zbiér (€, S) jest liniowo uporzg dkowany,

b) Czy zbi6r ten jest dobrze uperzagdkowany ?

c) Udowodni¢, ze A (xRy= xSy), gdzie R jest relacjy rozwazang
&y

w zadaniu $.35.
Element xeX nazywamy (bezposrednim) nastepnikiem elementu y
w zbiorze czgSciowo uporzadkowanym (X, R} jesli spelrtiony jest warunek

YRxA A [(PRzAzZRX) = (y = zvz = x)).

8.37. Zdefiniowac pojecie poprzednika tak, by zachodzil nastepujacy
swiazek: x jest poprzednikiem y w zbiorze (X, R) wtedy i tylko wtedy,

» - Elementy Joglki i teorii mnogosci g1



gdy x jest nastgpnikiem y w zbiorze duzlnym (X, R-1) (poréownaj
zadanie 8.5).

8.38. Udowodnié, e w zbiorze dobrze uporzadkowanym kazdy element
(poza co najwyzej elementem najwickszym) posiada nastgpnik. Czy kazdy
element poza elementem pierwszym ntusi posiadaé poprzednik?

8.39. W zbiorze liniowo uporzadkowanym <X, R) kazdy element po-
siada nastepnik. Czy zbior ten jest dobrze uporzgdkowany ?

8.40, a) Wskazaé przyklad zbioru czgéciowo uporzadkowanego, w kio-
rym istnieje element najmniejszy, kazdy element ma doktadnie dwa nastep-
niki i co najwyzej jeden poprzednik.

b) Jaka jest moc zbioru laficuchéw w takim zbiorze?

Zbiory czgiciowo uporzadkowane (X, R} i {¥,8) nazywamy podob-
nymi, jedli istnieje przeksztatcenie wzajemnie jednoznaczne f: X —%Y
takie, Ze

N xRy <= f(x) S1()]-
Xy
Zapisujemy to (X, R) = (I, 5).

8.41. Sprawdzi¢, ze jezeli {X, R) = (Y, S, to XY~ Y.

8.42. a) Sprawdzi¢, Ze jezeli (X, R} jest zbiorem liniowo uporzadko- |
wanym 1 <X, Ry = (¥, 5>, to (¥, S takze jest zbiorem liniowo upo-.ﬁ
rzadkowanym. |

b) To samo dla dobrego porzadku.

8.43. Udowodnié, ze podobienstwo jest zwrotne, symetryczne i prze-
chodnie. Dlaczego nie wolno nam zastosowac zasady abstrakeji?

8.44. Udowodnié, Ze jesli f ustala podobiefistwo pomigdzy zbiorami
(R 1 (Y, S5, to

a) f zachowuje elementy wyréznione (tj. obraz elementu maksymalnego
jest elementem maksymalnym, itd.).

b) f zachowuje fancuchy 1 antylaficuchy, innymi slowy jesli T jest
faficuchem (antylaficuchem) w (X, R), to f*T jest tafncuchem (anty-
taficuchem) w <Y, S3.

¢) f zachowuje poprzedniki i nastepaiki.

Kazdemu zbiorowi cze$ciowo uporzadkowanemu przyporzadkowu-
jemy przedmiot zwany jego fypem relacyjnym TR((X, R)) tak, Ze
TR((X, RY) = TRKY, $Y)<> (X, R) = (¥, S).

W przypadku zbioru liniowo uporzadkowanego typ relacyjny nazy-
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wamy typem porzqdkowym, za$ w przypadku zbiorn dobrze uporzadko-
wanego — liczbg porzqdkowq. Jesli typem zbioru (X, R) jest o, to typ
sbioru dualnego (X, R-1) oznaczamy przez o*.

Wyrézniamy nastepujace typy porzadkowe: w —1yp zbioru (A, <D,
iy —typ zbioru {F, <), A— typ zbioru (&, <.

Zbidr czefciowo uporzadkowany (X, R) nazywamy gestym, jedli

A[xRyax # )= \/ x # zAz # yAxRzAzZRY)].
Xy z

8.45. Udowodni¢, ze dla kazdego typu o mamy o** = o,

8.46, Udowodnié, ze

a) Zbior {¥", <) jest gesty.

b) Zbiér (&, <) jest gesty.

8.47. Udowodnié, ze gestosé jest niezmiennikiem relacji podobiefstwa,
i, jezeli (X, R) jest zbiorem gestym i (X, R) = (¥, 5), to zbidr (Y, s>
I jest gesty. Wywnioskowaé stad, ze mozemy mowié o typach porzadko-
wych gestych.

8.48. Udowodnié, ze jezeli X =2 i zbidr (X, R) jest dobrze upo-
1 rydkowany, to nie jest on ggsty.

8.49. Czy jest gesty zbior (X, R) rozwazany

a) w zadaniu 8.33,

b) w zadaniu 8.34.

8.50. Czy jest gesty zbidr (X, R} rozwazany

4) w zadaniu 8.35,

b) w zadaniu 8.36.

8.51. Jedli zbiér <X, R jest gesty, za§ xe X, y€X, to czy y moie
by nastepnikiem elementu x7

8.52. Udowodnié, ze kaidy typ gesty, przeliczalny, bez najmniejszego
aii najwickszego elementu jest réwny 7.

Innymi stowy, jesli (X, R) jest zbiorem liniowo uporzadkowanym
przeliczalnym i gestym, bez pierwszego i ostatniego elementu, to
LRy = (W, ).

8.53. Udowodnié, ze zbidr (& —A", <> ma typ o*.

8.54. Udowodnié, ze n* = 7, to znaczy, e (#, <) & (W, =).

8.55. Udowodnié, ze A* = A

8.56. Udowodnié, ze kazdy zbiér liniowo uporzadkowany (X, R) taki,
v kazdy element posiada nastgpnik i poprzednik oraz jesli xRy, to
|- : xRzAazRy} jest skoficzony, jest podobny do zbioru {Z, <.
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8.57. Czy zbibér ({1—1/n:ne#+} U {l}, <) jest podobny do zbioru i
(AN, <)7 Jaka bedzie odpowiedz, jesli zbidr A uzupelnimy elementem o0, |
o ktérym zakiadamy, Ze jest wickszy od wszystkich liczb naturalnych? §

8.58. Podzbior ¥ = X nazywamy gestym w zbiorze liniowo uporzgdko-
wanym (X, R) wtedy i tylko wtedy, gdy:

A [xRyax # y=\/ (ze YAxRz AzRY)].
Xy z
Udowodnié, ze

a) X jest gesty w (X, R),

b) %" jest gesty w (&, <.

8.59. Udowodni¢, ze dla kazdego zbioru (X, R) liniowo uporzgdko-
wanego posiadajacego podzbiér gesty mocy N istnieje taki podzbior
Yo R e (X, Ry~ (¥, < | YD

8.60. Udowodni¢, ze jezeli zbiory <X, R) i (¥, §) sa uporzadkowane
liniowo, to sa one podobne wiedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje odwzorowa-
nie [ : X—%?—)- Y takie, zc

/\¥[(ny = fx)S/)]-
xye)

8.61. Udowodni¢, ze zbior (W, <) jest dobrze uporzadkowany, nato-
miast zbidr (A7, =) nie jest dobrze uporzadkowany.

8.62. Dowiedé, ze jesli (X, R) jest zbiorem dobrze uporzadkowanym
i X, eX, to (X, R X%y jest dobrze uporzadkowany.

8.63. Udowodni¢, ze kazda relacja R = X% spelniajaca warunki b
i e spelnia tez warunki a, ¢, d (str. 74). Udowodnic, ze ostabienie zalozen
przez pominigeie warunku b (antysymetria) jest niemozliwe.

8.64. Odcinkiem poczqtkowym zbioru liniowo uporzadkowanego (X, R)
nazywamy kazdy podzbiér ¥ < X spelmiajacy warunek

A(xeYayRx=yeY)
x¥

a) Jakie sa odcinki zbioru (A, <H?

b) Jakie sa odcinki zbioru (¥, <).

8.65. Niech Y bedzie niepustym. odcinkiem poczatkowym zbioru
W, <) nie posiadajagcym elementu ostatniego. Udowodnié, %
Y, <[~ F, <O

8.66. Definiujemy Og(x) = {¥ : pRxAy# x}. Udowodnié, ze Og(x) jes
odecinkiem poczatkowym. |
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8.67. Udowodni¢ nastepujaca zasade indukeji porzadkowej: Zatézmy,
s zhidr (X, R) jest dobrze uporzadkowany. € jest whasnoécig (to znaczy
podzbiorem zbioru X) takg, Ze

ANy € Oglx) = ()] = ()},

xeX

wiedy A @(x).

xeX

8.68. Udowodni¢, ze zaden odcinek wiasciwy zbioru dobrze upo-
ijdkowanego nie jest podobny do calego zbioru. Innymi stowy, jesli
X, R) jest dobrze uporzadkowany, Y jest odcinkiem (X, R) i ¥ # X,
to ~({Y, R n¥¥) ~ (X, R)).

8.69. Zalézmy, ze zbidr (X, R) jest dobrze uporzadkowany i odwzo-
rowanie 1 X Sl ¥ spelmia warunek xRy == f(x) R f(»). Udowodni¢, ze
A x RAX).

8.70. Korzystajac z aksjomatu wyboru udowodni¢ lemat Kuratow-
“hicgo-Zorna.,

8.71. Udowodnié, Ze dla kazdej relacji R = X2 takigj, ze {X, R} jest
shiorem czesciowo uporzadkowanym, istnieje relacja S taka, ze R< S
i 2hiér (X,S8) jest zbiorem liniowo uporzadkowanym.

8.72. Udowodni¢ nastepujacs mocniejsza wersje twierdzenia z zadania
% /1: Dla kazdego elementu maksymalnego @ w zbiorze uporzadkowanym
- Y, R) istnieje relacja S taka, ze R = S, zbior (X, §) jest liniowo upo-
vepdkowany 1 a jest elementem najwickszym w (X, S},

8.73. Sformutowaé i udowodnié twierdzenie podobne do twierdzenia
¢ rudania 8.72 dla elementéw minimalnych.

8.74. Udowodni¢ (korzystajac z lematu Kuratowskiego-Zorna) nastg-
pica forme aksjomatu wyboru:

Dla kazdej rtodziny {X,},.r zbiorow niepustych istnieje funkcja

= | X, taka, ze f(1) e X..
rel

8.75. Udowodnié (korzystajac z lematu Kuratowskiego-Zorna) naste-
pmgey forme aksjomatu wyboeru:

iYa kazdej rodziny {X,},.r zbioréw niepustych parami roztacznych
vanicie zbidr W otaki, ze Wn X, = 1.

8.76. Udowodnié, ze w kazdym pierscieniu z jednoscia istnieje ideat
nuilsymalny.
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8.77. Udowodni¢ istnienie bazy algebraicznej w dowolngj przestrzeni
liniowej.

8.78. Udowodni¢, 2e kazdy aniylancuch zawarty jest w maksymalnym
antylancuchu.

8.79. Rozwazmy zbiér {(P(X), <) oraz zbiér *{0, 1} wraz z relacja R
okreslong jak nastepuje:

fRg= A\ f(x) < gx)].

xsX
Udowodnié, ze
{PX), <) =~ MO, 1}, R
8.80. Zalézmy, ze {{(X,, R,y jest rodzing zbioréw czesciowo upo-

rzadkowanych 1 niepustych. Rozwazmy zbiér

(HTX:, R), gdzie [fRg< A [f(1) R g(®)]
te 13
a) Udowodnié, ze zbidr ten jest czgsciowo uporzadkowany. ‘
b) Czy jezeli wszystkie zbiory {X,, R,> sa uporzadkowane liniowo,
to {[] X.. R) jest uporzadkowany liniowo?
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Naxdzial IX

ZXSTAWY OGOLNIE SPRAWDZAJACE

9. L. 1. Niech ¢ : Z[x] - Z[x] bedzie odwzorowaniem okre$§lonym
wrorem @(f) = f(2x%):

a) Znalei¢ przeciwobraz zbioru wszystkich wielomianéw stalych.

b) Znalezé obraz zbioru wielomianéw stopnia co najwyzej 2,

¢} Znalezé przeciwobraz wielomianu x*+1 oraz moc tego przeciw-
nhrazu,

d) ZnaleZé przeciwobraz wielomianu xt+ x24-1.

2. Zbada¢ moc zbioru Z,[x], skonstruowaé¢ odwzorowanie réznowar-
tuiciowe tego zbioru na jeden ze zbioréw A7, %, &, #2.

3. Udowodnié, ie

U,0B)<= U U(4:nB).

FsES seS 1es

I'oda¢ przykiad §wiadczacy o tym, Ze znaku inkluzji nie mozna zastapié
ruakiem réwnosci.

4. Poslugujac si¢ poza symbolami logicznymi wylacznie znakami
dviatan arytmetycznych, wartodci bezwzgledne] oraz symbolami 4 i &,
sapisaé zdanie: Istnieja ciagl ograniczone, ale mie zbieZne.

5. W zbiorze Z = {3,6, 7, 8, 12, 14, 21, 32, 66, 128, 135} okreflona jest
wlicja R wzorem xRy = x|y.

a) Udowodnic, Ze zbidr {Z, R) jest czefciowo uporzadkowany.

b) Sporzqdzi¢ diagram relagji.

c) Wskazaé elementy wyrdznione.

d) Znalezé relacjs S takg, ze R = S i zbi6r <X, S) jest liniowo upo-
1 z;;dkowany.

6. W zbiorze #7[x] okreflamy relacje R nastepujaco:

¢ Rpy < \{ [p1(x) = @aolx) = ax2+bx+c].
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a) Udowodni¢, e relacja R jest relacja réznowaznosci.

b) Znalez¢ moc klasy abstrakcji wielomianu ¢(x) = 0.

¢) Znalezé moc zbioru klas abstrakcii.

9. 1I. 1, Niech P bedzie zbiorem wszystkich formul rachunku zdaf.
Wprowadzamy relacje ~ jak nastgpuje @, ~@, wtedy i tylko wtedy, gdy
wyrazenie @; <> @, jest tautologia.

a) Udowodni¢, ze relacja ~ jest relacja réwnowaznosci.

b) Jakie formuly naleza do klasy ~[pa ~p]?

¢) Jakie formuly nalezg do klasy ~[pv ~p]?

d) W zbiorze klas abstrakcji P/. wprowadzamy relacje < jak
nastgpuje [@,] < [@,] wtedy i tylko wtedy, gdy wyrazenie b, = &, jest
tautologia.

Sprawdzi¢, ze definicja relacji jest poprawna, tj. Ze jeéli @~ ¥,
Dy~ ¥y 1 @, = &, jest tautologig, to ¥; = ¥, jest tautologiy.

e) Skonstruowaé w (P[_, <) lancuch mocy N

f) Skonstruowaé w (P/_, <) antylatcuch mocy N,.

2. Poslugujac si¢ poza symbolami logicznymi wylicznie znakami:
P, x, { >, e zapisa¢ zdanie: Zbidr wszystkich podzbioréw zbioru A4 jest
rownoliczny ze zbiorem 4.

3. Dany jest n-clementowy zbiér X, Ile jest zwrotnych relacji R < X7

4. Poda¢ przykiad nieskoriczonego zbioru czeéciowo uporzadkowa-
nego, ktory ma element pierwszy, nie ma ostatniego, w ktérym kazdy
element ma nastepnik i kaidy — poza pierwszym — ma poprzednik,
przy tym zbior ten nie jest podobny do zbioru A4/,

5. Skonstruowa¢ funkcje odwzorowujaca odcinek <0, 1> na 4 taka,
Ze przeciwobraz kazdej liczby naturalnej ma moc ¢,

6. Udowodni¢, ze odwzorowanie f: A x4  okreflone wzorem

fs = (*17F!

) +x jest réznowartosciowe 1 ,na“.

9. M. 1. W Zbiorze funkcji <*<0, 1> wprowadzamy relacie wzorem
JRg=fIH n{0,1)> =g [# <0, 1):

a) Udowodnic, Ze relacja R jest relacja réwnowaznosci.

b) ZnaleZé moc klasy abstrakeji funkcji f(x) = 0.

¢) Zpalezé moc zbioru klas abstrakcii.

d) Czy kazde dwic klasy abstrakcji sg réwnoliczne ? Jesli tak, to znalezé
funkeje odwzorowujgea klase funkcji f{x) = x na klasg funkgji f(x) = 1 —x.
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2. Poslugujac sig poza symbolami logicznymi wylgcznie zukdmi
ez, € { ), —, zapisa¢ zdanie: Istnieje podzbiér X zbioru 4 taki, ze f=x
jest rownoliczny z A

3. Dany jest zbiér n-elementowy X. Ile jest relacji symetryclﬂych
R <= X7

4. Udowodni¢, ze dowolny, co najmnicj dwuelementowy zhiar oW o
uporzadkowany i gesty (X, <<} ma moc = N,

5. Skonstruowaé funkcje odwzorowujaca odeinek <0, 1) na 4 12Ka,
Ze przeciwobraz kazdej liezby parzystej ma moc ¢, za§ przeciwobray keZdel
liczby nieparzystej moc 1.

6. Udowodni¢, ze odwzorowanie [ : A4 %A — 4 dape wiorem
J(x, 3) = 2°@2y+1)—1 jest réznowartosciowe i ,na“.

9. 1V. 1. Niech f: X — Y. Przeksztalceniu f przyporzadkowujemy 16
lacjg ~, na zbiorze X zdefliniowana wzorem

Xy p Xy fx) = f(x).

a) Udowodni¢, ze ~; jest relacja réwnowaznosci.

b) Udowodni¢, ze odwzorowanie f moze byé przedstawione J4KO
e h, gdzie & jest odwzorowaniem ,,na”, za$ g jest odwzorowanjem ro#00-
wartosciowym, przy tym i1 : X > X/ _,g: X/ .= V.

¢} Udowodni¢, ze g jest odwzorowaniem ,na“ wiedy i tylko wiedy,
gdy J jest odwzorowaniem ,na’, za$ hjest réznowartosciowe weedy | tylko
wtedy, gdy f jest réznowartoiciowe. (Rozkiad f = g/ nazywa sig k@0~
niczaym rozkladem funkeji).

2. W zbiorze prostych na plaszezyZnic wprowadzamy relacje R pasle-
pujaco:

Ly RL,+> V (kat pomigdzy prostymi L i L, jest réwny w7 lub LIHLz)'
we

a) Udowodni¢, ze R jest relacja réwnowaznodei.

b) Znalei¢ moe klasy abstrakeji wyznaczonej przez o§ Ox,

c) Znalezé moc zbioru klas abstrakcji.

3. Zbidr czgsciowo uporzadkowany (X, R) nazywa sie drzewem wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdego x, zbior Ox(x) = {y: yRx} jest dobTZe
uporzadkowany przez relagjz R ograniczong do elementéw tego zbjo‘l‘u.
Okreslamy typ ¢(x) elementu x jako liczbg porzadkowg zbioru Ox(%)-

a) Udowodnic, Ze relacja ~ okreslona wzorem x; ~ x, <> t(x) =1 (x2)
jest relacja réwnowaznosdcei.
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b) W zbiorze klas abstrakeji relacji ~ 5 wprowadzamy relacje § wzo-

rem [x;]8 [x] <> #(x;) < 1(x,) udowodnié, ze < jest dobrym porzadkiem.

¢) Udowodni¢, ze kazda z klas abstrakcji relacii ~ g jest antytaicuchem.

4. Dane s rodziny {4,};.y oraz {B},.r oraz zbiory U = {J (4,—B)
tsT

V= JA4—UB,:

teT 1eT

a) Udowodnié, ze ¥V = U,
b) Znalezé rodzmy {A,,},,,E s \Bu}se 4 takie, Ze nie jest prawda, iz Uc ¥

oraz takie, ze A 4, = B, = N
nef”

3. Poslugujac si¢ poza symbolami logicznymi znakami x, L}, (e
zapisaé zdanie: Zbior wszystkich ciagdw o wyrazach 0 lub 1 jest rowno-
liczny ze zbiorem 4.

6. Dla danego zbioru X < .4 takiego, ze A — X # N, skonstruowaé
przeksztalcenie f: A" > 4 o nastepujacych wlasnosciach:

a) przeciwobraz kazdego elementu z X jest dwuelementowy,

b) przeciwobraz kazdego elementu z A4 —X ma moc No.

9. V. 1. Niech R < X%, za§ § = Y2 Definiujemy iloczyn kartezjarniski
relacji RxS = (X% ¥)? wzorem

{xpyy (RXS) {xgpp) <= Xy RXoA Yy S s

a) Udowodni¢, ze iloczyn kartezjaniski relacji réwnowaznosci jest re-
lacja réwnowaznosci,

b) Niech [x]z = m, [y]s = 1, znalezé moc 1€ ¥ ]rys

¢) Udowodni¢, Ze iloczyn kartezjarski czeéciowych porzadkéw jest
czgéciowym porzadkiem.

2. Udowodnié, ze zadne dwa spoéréd zbiordw

24
A,24,2%° .27 e sq rownoliczne.

Wyciagnaé stad wniosek, Ze istuieje nieskoiczenic wicle liczb kardynalnych
nieskonczonych.

3. W zbiorze A x A" definiujemy relacje K wrorem {k, IS R<{m, n) <>
< max (k, [) = max (m, n):

4) Udowodnid, Ze relacja R jest relaciy rdwnowainogei

b) Jakiej postaci sa klasy abstrakeji.

¢) Czy jakiekolwiek dwie réime klasy abstinkeji sy réwnoliczne?
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4, Dane jest drzewo T (por. zestaw 1V, zad. 3) zlozone z ciggéw skon-
¢zonych o wyrazach 0 i 1, przy tym 175 <> ciag ¢ jest odeinkiem poczatko-
wymm ciagu s.

a) Zbadaé moc zbioru lancuchow w drzewie T.

b) Skonstruowac antylancuch w drzewie 7, mocy Ny.

5. Dane sa rodziny {4:};c7, {B)ie r podzbioréw zbioru X oraz zbiory
U=JA4 v B, V= —-U(4—-B) '

teT 1eT teT

a) Udowodnié, ze ¥V < U,

b) Znalezé rodziny {A4.}nc 4 {By}nes nieskoficzonych podzbiorow
sbioru # takie, ze inkluzja U — ¥ nie zachodzi.

6. W zbiorze czesciowo uporzadkowanym (X, R> bgdacym drzewem
dany jest antylancuch U < X, Definiujemy relacje S w zbiorze X wzorem
Sy \V (uBRxAuRy)v(x = p).

uel .
a) Udowodni¢, ze relacja § jest relacja réwnowaiznosci.

b} W zbiorze X[y definiujemy relacje << wzorem [x] < [y]<> xRy,
udowodnié¢, ze definicja ta jest poprawna, tj. nie zalezy od wyboru repre-
zentantow, ‘

¢} Udowodnié, ze kazda klasa [¢] dla u e U jest w sensie relacji << ele-
incntem maksymalnym.

d) Udowodnié, ze jedli [x] jest elementem maksymalnym w sensic re-
lagji < oraz A (u ¢ [x]), to x jest elementem maksymalnym w sensie re-

uelf
lacji R.

c) Udowodnié, ze jedli [x] jest elementem minimalnym w sensie relacji <,
lo x jest elementemn minimalnym w sensie relacji R.

9. VI. 1. W zbiorze “4" (wszystkich ciggéw o wyrazach naturalnych)
dana jest relacja R okre§lona wzorem

{adtnes R {bn}u et /k\ (A = byg).

a) Udowodnié, ze R jest relacja réwnowaznosci.

b) Znalezé moc klasy [{2#},< 4]

c) Udowednié, Zze kazde dwie klasy abstrakcji s réwnoliczne i maja
moc <.

d) Udowodnié, Zze moc zbioru klas abstrakcji wynosi ¢

2. Okreélamy odwzorowanie f: 4" = Y4 wzorem
f({an}ne./r) = {GZn}ne.-V'
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a) Zbadaé wlasnosci relacji ~ ;. (por. zestaw 1V, zad. 1),

b) Znaleié zbiér X taki, e X ¢ fxX,

¢) ZnaleZé zbiér X taki, Ze X = fxX,

3. W zbiorze “ A4~ okreflamy relacje < w nastepujacy sposéb:

la} <{b}< VIA(n < k= (a, = b,)nb, < a)via} = {b,)].

Udowodnié, ze relacja < jest porzadkiem liniowym,

4. Zbiér A4 nazywa si¢ nieskoficzonym w sensie Dedekinda (n. D)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest réwnoliczny z jakimé swoim podzbiorem
wiasciwym:

a) Udowodnié, ze kazdy zbiér (n. D) zawiera podzbiér mocy Ny.

b) Udowodnié, ze jesli 4 zawiera podzbiér mocy Ny, to 4 jest (n, D).

5. Zbiér A jest skoficzony w sensie Dedekinda (s. D) wtedy i tylko
wtedy, gdy nie jest réwnoliczny z zadnym swoim podzbioren wiasciwym :

a) Udowodnié, ze zbidr 4 Jest (s. D) wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera
podzbioru mocy 8,

b) Udowodni¢, ze suma 4 U B zbioréw (s. D) jest tez zbiorem (5. D).

6. Zapisaé za pomoca symboliki logicznej zdanie: Zbigr YA moze
by¢ liniowo uporzgdkowany.

9. VIL. 1. W zbiorze 4 [x} wprowadzamy relacje R wzorem

(@X"+ ... +ag) R (D™ + .. +hy) e n < ma A (e < 8.
k<n

a) Udowodnié, ze R Jest relacjg czgdciowego porzadku,
b) Skonstruowaé w {AH[x], R laticuch mocy N,.
¢) Skonstruowad w Ax], B> antylaficuch mocy Nj.
d) Znalezé elementy maksymalne minimalne ewentualnie najmniejsze
i najwieksze,
2. W zbiorze %[x] wprowadzamy relacje R wzorem:
JRg <= wszystkie wspdlezynniki wiclomianu J—g sa podzielne przez 3.
a) Udowodni¢, ze R Jest relacja réwnowsznosiei,
b) ZnaleZé moc klasy zawierajacej f1x) = 3x.
3. Dane s rodziny {A)icr oraz {B}ier oraz U = [ (4,=B), V=
te?®
= ﬁ 4,— ﬂ B,:
teT tel

a) Udowodnié, ze U< V.
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b) Czy V < U? Jezeli nie, to znaleié rodziny {4,}, e | B}, » pode
zbioréw zbioru A" takic, ze U # V.

4. Postugujac si¢ poza symbolami logiczaymi tylko symbglami &,
R, g {2, | |, zapisa¢ zdanie: Kazdy ograniczony ciag liczby fze(:zywmtych
zawiera podcigg zbiezny.

S. Dane jest odwzorowanie p : Z'[x] x Z[x] — #[x] okredlone wzorer
(1. 8) =g

a) Znalei¢ obraz zbioru {{x, x2), {(x%, ¥*>, (x2+1, 23+ D).

b) Znalezé przeciwobraz wielomianu zerowego.

c) ZnaleZz¢ obraz & [x]x &, [x].

d) Znalezé moc przeciwobrazu zbioru Z[x].

6. W zbiorze A =(Z[x]-{0})x.A" okreslamy relacjec R wyuorem
{fin) R4g, nyy <> flg any|ny:

a) Udowodnié, Zze R jest czg$ciowym porzadkiem.

b) Jaka jest moc zbioru A7

¢) Skonstruowaé antytancuch mocy c.

d) Jaka moc maja fancuchy w {4, B> 7

9. VIII. 1. Udowodni¢, ze jezeli f: A~ 2(4), to
f{xed:x¢f(x)h) = 0.
{jest to tak zwanc twierdzenie o przekgtnef).

2. Niech dany bedzie zbidr czeiciowe uporzadkowany (X, R) taki:
ze kazdy jego faficuch i antylaricuch jest skoficzony. Udowodnid, e zbiér '
takze jest skoficzony.

3. ZnaleZzé¢ moc zbioru:

a) Wszystkich relacji réwnowaznoéci w zbiorze 47,

b) Wszystkich relacji liniowo porzadkujacych zbiér 47

4. Niech f bedzie odwzorowaniem zbioru 4 w siebie takim, 3o f0) =
= xAJIE./V/\{Ol (/"(x) # x). Definiujemy w zbiorze 4 relacie R wzoren

xRy \/ fUx)=y.
ue N —{0}

a) Udowodni¢, ze zbitr {4, R) jest czelciowo upormdkowany

b) ZnaleZ¢ elementy maksymalne.

c) Co oznacza fakt, Zze w zbiorze {4, R) jest element liﬂ]Wvgksyy‘?

d) Znaleié tancuchy maksymalne.

e) Dowiest, ze jebli x e A—(f % A), to x jest elementem miﬂimalnym.

9



5. Niech /i A beda zbiorami rozwazanymi w zadaniu 4. Udowodmnié,
Ze relacja § okrelona wzorem
xSy= N [ = sy
ke =(m
jest relacjy réwnowaznoscei,
6. Niech R < A3 bedzie relacjy zwrotng i przechodnia, Definiujemy
relacie 1  A* w nastepujyey sposob:

xIy< (xRyayRx).

a) Udowadnié, ze tak zdefiniowana relacja jest relacja réwnowasnosei.

b) W zbiorze klas abstrakeji relacii I wprowadzamy relacje R, wzorem
[al; B, [6]; <= aRb. Udowodnié, ze definicja ta jest poprawna, to Znaczy
nie zalezy od wyboru reprezentantéw.,

7. Postugujac si¢ poza symbolami togicznymi tylko symbolami A,
R, e, <, =, ||, zapisa¢ zdanie: clagi {a@, e 1 8.}, 4 maja te samg
granice.




Rozdzial X

ARYTMETYKA LICZB KARDYNALNYCH 1 PORZADKOWYCH

Liczbami porzqelkowymi nazywamy zbiory A4 o nastepujacych wlasnog-
ciach 1-3:
DA@Eed= X A),
X

2) AIX,Yed = (¥ = ¥YvXeTvYeX)]

XY
NANN#£0=V(I¥nX=0)]
XcA YeX

Intuicyjnie rzecz biorac, najmniejsza liczba porzadkowy jest zbidr pusty.

Kazda liczba porzqdicowa jest zbiorem wszystkich liczb od niej mniej-
szych, przy czym relacja porzadku jest po prostu relacja jnkluzji. Dla tak
okrestonych liczb porzadkowych relacja inkluzji jest nawet relacja dobrego
porzadku.

Tak okreslone liczby porzadkowe maja nastepujacy wiasnosé:

Dla kazdego zbioru dobrze uporzadkowanego (X, R) istnieje liczba
porzadkowa 4 taka, ze <X, R) = (A, &, Liczba ta jest Jjedyna i nazywamy
J4 liczbg porzadkowa zbioru (X, R)(*). Jesli zbiory 4 i B sy skoticzone, to
dla wszelkich relacji liniowego porzadku R i §

(A, R>~ {B,S)« A4 =B,

Z tego tez powodu dla zbioréw skorficzonych liczby porzadkowe utoz-
samiamy z liczbami kardynalnymi (a wige z liczbami naturalnymi). Trady-
cyjnie liczby porzadkowe oznaczamy literami greckimi o, 8, -, £, ... Jedli «
jest liczba porzadkowa zbioru (X, R), to zapisujemy to w nastgpujacy
sposdb: o = (ﬁ). Mocq liczby porzqdkowej & nazywamy moc (dowol-
nego) zbioru uporzadkowanego w typ €. Moc liczby & oznaczamy przez €.

Jesli <A, R) =0 i (B,S)=p oraz AnB=0, to a+f=
={AuvB RuSu(d4xB).

(1) W ten sposdb pojecie typu relacyjnego moze byé wyeliminowane w przypadku
dobrych porzadkéw, por. str. 84 i 85.
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Intuicyjnie: wszystkie elementy zbioru A poprzedzaja wszystkie ele-
menty zbioru B, wewnatrz zbiorow porzadek pozostaje bez zmian.

10.1. Udowodni¢ poprawnosé definicji dodawania dla liczb porzad-
kowych.

10.2. Wskazac¢ «, f, v takie, Ze f4o = ptou i B #

10.3. Udowednié, ze a+f=aty=>f =9y

10.4. Udowadnié, Ze o+ (f-+y) = (oe+ B)+ .

10.5. Znalez¢ przyklady zbioréw dobrze uporzadkowanych w typy:

a) w+1, b) wte, ¢) wtwl,

10.6. Udowodnié, ze 14 — 24w = =ptw=..=a.

10.7. Udowodnié, ze w+ # w.

10.8. Znalesé « i 8 takie, Zze ¢+ # S+

Definicja mnozenia: Jedli <4, Ry = o, (B, $5 = f, to - f =<{AXB,T>,

gdzie T jest nastgpujgcy relacjy:
KT, v USyAp # p) vy = ya * Rxyp).

109, Udowodnié, ze definicja ta jest poprawna, to Znaczy, ze nie zalezy
od wyboru reprezentantow.

10.10. Udewodnié, ze o - B=a-y=p8=y,

10.11. Znaleié a, v takie, ze f-o =94, ale By

10.12, Znalesé przyklady zbioréw dobrze uporzgdkowanych w typy:

a) o-w, b) v w+o,

¢) w w+w43, d o w- vt v 240

10.13. Udowodni¢, ze o - By)=(ep)-y.

10.14. Udowodni¢, ze 2+ @ = ¢,

1015, Znalez¢ liczby porzadkowe o 1 fi takie, 7e o - B#Ba

10.16, Znalesé liczby porzadkowe nieskonczone « i f takie, e « % 54
iaf=g-a

10.17. Udowodnié, ze @ B4y =a-pta-y.

10.18. Znalei¢ liczby porzadkowe g, B, y takie, Ze (+ )y £ o yp+f - p.

Relacje porzgdiu wéréd liczb porzgdkowych definiujemy w nastepujacy
sposob:

a) o << fle> pewien zbidr typu « jest podobny do odcinka pewnego
zbioru typu g.

b)a< fru<frazz Jif

19.19. Udowodnié, ze obydwa slowa nPewien w powyzszej definicji
mogg byé¢ zastgpione przez ,kazdy*,
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10.20. Udowodnié, ze o < f<>kazdy zbidr typu x jest podobny do
padzbioru pewnego zbioru typu f.
10.21. Udowodni¢, ze dla dowolnych «, f:

a#fl=m<fvi<a)
10.22. Udowodnié, ze dla dowelnych «, 3, y:

e faff<y=>asy.
10.23. Udowodnié, ze dla dowolnych «, f3, y:

p<faff<yp=za<y
10.24. Udowodnié, ze dla dowolnych a«, §, y:

o< f=yta<ytf.

10.25. Udowodnié, Ze dla dowolnych o, f, ¥:
oS f= oty < fiy.

10.26. Znalezé liczby porzadkowe «, f3, y takie, ie
oty < f-ky  ale a>f
10.27. Udowednié, ze dla dowelnych «, fi, y:
atf <oaty=f <y
10.28. Udowodnic, ze dla dowolnych «, B:
L faf<a=a=p
10.29, Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb porzadkowych «, fi:
a) e fleeanc ff, ba<feaef
10.30. Udowodnié, #e dla dowolnych liczb porzadkowych o, f:
o =% > istniejc dokladnic jedna liczba y taka, ze a+y = f5.
10.31. Udewodni¢ nastgpujace twierdzenie o dzieleniu z resztiy:
A AV = y+aale <Pl
>0 a e
10.32. Udowodnié, ze liczby y i p, o ktorych mowa w zad. 10.31 sy

jednoznacznic wyznaczone przez o i f.
Potegowanie liczb porzadkowych definiujemy przez indukeje (dla

w > 1) jak nastepuje:

M=1, =0 o=

1 — Elemenly logiki i leorii mnogodei a7



10.33. Udowodni¢, ze dla dowolnych e, B, v
o= ff=a’ < B
10.34, Udowodni¢, ze dla dowolnych o, B, p:
@< Byt <P
10.35. Udowodni¢ nasigpujace twierdzenie o istnieniu’ rozwiniecia:

Dla kazdej liczby porzadkowej u > 1 i kazdej liczby porzadkowej
o > 0 istnieje jedyne rozwiniecie

o= p eyt L,
gdzie
> > >, O<w<p (i=0,1,..n.

Liczbq porzqdkowq graniczng nazywamy liczbg porzadkowy f nie po-
siadajgcy poprzeduika (a wige taka, ze dla kazdego o mamy «+1 # .

Liczbg porzgdkowq poczatiowg nazywamy taka liczbe porzadkowa A,
ze A (x< fea< f).

(-3

10.36. Co oznacza znak < w poprzedniku, a co w nastepniku impli-
kacji z zadania 10.357

10.37. Udowodnic, ze jesli o jest liczbg graniczng i § < o, to f+1 < a.

10.38. Udowodnié, ze jedli @ jest liczbg poczatkowy i f < =z, to BB < a,
B-B-p<uoitd.

Liczby porzadkowe poczatkowe sg dobrze uporzadkowane przez re-
lagje = i wobec tego mozemy je numerowa¢ kolcjnymi liczbami porzad-
kowymi, np. liczbe poczatkowa o numerze o OZNACZUMY PIZEZ .

Moc liczby @, oznaczamy przez N, (alef-alfu). Takie liczby kardy-
nalne nazywamy alefam.

10.39. Udowodni¢, ze dla dowolnego o istnicjc fi takie, ze @ = N;.

10.40. Znalezé dobre uporzadkowanic zbioru WX W, W typ w,,

10.41. Udowodnié, ze dla dowolnego o 1 N, - K, = N,

Niech A =m, B=nidnB=0. Sumi meb e (ilvezynem m - n,
potgga m") liczb kardynalnych w i 1 wzywamy moc zbiorn 4 w B
(AxBi®a.

10.42. UdOWOdﬂié, Ze dla d()thlL‘}"n EARTIRUTTEY

Na_l-] =Na+NU=Nm-2 Nu'Nu N-.Nu’ = Nm'
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10.43. Udowodni¢, Ze dla dowolnych «, f# mamy
Nty =N Ry = Roapy

10.44. Udowodni¢ nastgpujace prawa arytmetyki liczb porzadkowych:
a) "7 = of v o,
b) ((a)ﬂ)? = gh,
10.45. Udowodnié, ze jezeli y > 1, to dla dowolnego ¢ mamy & < 3%,
Funkcj¢ o dziedzinie bedgcej liczba porzadkowa nazywamy ciggiem.
Niech {g.}:;.. bgdzie ciagiem rosngcym liczb porzadkowych (a wige
¢ < = @< g,). Definiujemy granicg tego ciggu w nastgpujacy sposdb:
lim @, = U .

f<a &<
10.46. Udowodni¢, ze granica ciagu liczb porzadkewych jest liczba
porzadkowu.
10.47. Udowodnié, Ze granica ciggu liczb porzadkowych {¢.}_, jest
najmniejsza liczby porzadkowa f taka, Ze

N ge<B.
f<u

10.48. Funkcje ¢ okreslona dla liczb porzadkowych i przyjmujaca
wartosci bedace liczbami porzadkowymi nazywamy funkcjg cigelg jesli:
o(lim g = U P(py).

d<a E<u
Udowodaic, ze kazda funkcja ciagla i rosngca ¢ (to znaczy spelniajgca
warunek & < = @(f) < p(y)) ma punkt krytyczny, to jest taki, ze
¢ = ().
10.49. Podaé zaleznosci pomiedzy liczbami kardynalnymi:
a) e+ i @+f,
ya-f i a-f,

&,

c) of 1

10.50. Udowodnié, ze liczby porzadkowe nie tworza zbioru.

10,51, Udowodnié, ze liczby kardynalne nie tworzq zbioru.

10.52. Udowodni¢, Ze nastgpujace zdanie: Dia kazdego X istnieje
relacja R = X%, ktora jest dobrym porzadkiem X, zwane twierdzeniem
Zermelo jest rownowazne zdaniu: Kazda liczba kardynalna jest alefem
(oczywidcie nie korzystajac z pewnika wyboru).

# 99



10.53. Udowodnié, ze twierdzenie Zermelo Jest réwnowazne aksjoma-
towi wyboru.

Kazdej liczbie kardynainej przyporzadkowujemy zbior Z () =
= {a: & < ml.

10.54. Udowodni¢, ze Z(im) jest liczba porzadkowsy poczatkows.

10.55. Definiujemy N(m) = Z(m). Udowodnié, ze ~ R (m) < m.

10.56. Udowodnié, ze m < M-8 ().

10.57. Udowodni¢ (bez pomocy aksjomatu wyboru), ze X (m) < 224",

10.58. Udowodni¢ (bez pomocy aksjomatu wyboru), ze ¥(m) < 22™,

10.59. Udowodni¢ (za pomoca aksjomatu wyboru), ze N(m) < 2™,

10.60. Udowodnié, (bez pomocy aksjomatu wyboru), ze jeéli m X (m)=
= m-N(m), to m jest alefem.

10.61. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby kardynalnej m istnieje liczba
kardynalna 1 taka, Ze m <1 in = n.

10.62. Udowodnié, ze jesti dla kazdej liczby kardynalnej m, m2 = m,
to kazda liczba kardynalna jest alefem,

10.63. Udowodnié nastepujacy lemat Sierpinskiego: Jedli m +n = 22,
to n = 2"

10.64. Uogdlniona hipoteza continuum oznacza zdanie:

A A~ (m<n<2™. Udowodnic, ze z uogélnionej hipotezy continuum |
m o on

wynika aksjomat wyboru.
10.65. Udowodnié, ze dia kazdego o mamy N¥ = 2%,

10.66. Udowodni¢, ze jesli dla kazdego 7 € 4 mamy 2% = N,i1, to §
QNM = Nm +1- I




Rozdzial XI

LLEMENTARNE SYSTEMY FORMALNE
i ICH PODSTAWOWE WELASNOSCI

Niech T, T, T3 bedg zbiorami parami rozlacznymi. Elementy tych
sbiorow nazywamy odpowiednio symbolami predykatywnymi, symbolami
funkcyjnymi oraz zmiennymi.

Zaktadamy ponadto, ze zbidér zmiennych T, ma nieskorczenie wiele
clementéw oraz, ize istnieje funkcja & okre§lona na elementach zbioru
+y w1, o wartosciach naturalnych taka, ze je§li Re Ty, to §R # 0.

Mowige intuicyjnie, funkcja 9 informuje nas ile argumentéw ma mieé
relacja, cwentualnie funkcja opisana przez symbol predykatywny, badZ
przez symbol funkcyjny.

Zbior termow okre§lamy indukcyjnie jako najmmniejszy zbiér & taki, Ze

DT,

2) Je§li FeT,, 9F =nity, .., t,eT, to Flty, - ) €T .

Z definicji wynika, ze jesli 8F = 0, to Fe 7. Takie symbole funkcyjne
nazywamy stalyini.

Zbior formul okre$lamy réowniez indukeyjnie jako najmniejszy zbiér &
laki, ze

1) Jeili Re Ty, SR=nit, ... 1,e T, to Ry, ... .1,)eF.

2) Jesli 1, 1, T, to 1y = e F.

3) JeSli O, VeF todvVPeF, ~beF, AV eF, &= ¥YeF oraz
dla dowolnego x e Ty mamy ANdPeF oraz VP €F.

X x

Jezykiem nazywamy zbior J = (T}, T, Ty, 3,2 zbiory 7 ;i #; odpo-
wiednio zbiorami jego terméw i formul.

Uwaga. Jedli ReT, i 9(R) = 2, to bardzo czgsto zamiast R(x;x,)
piszemy x, R x,.

Przez L bedziemy oznaczali zbiér wszystkich takich formul, ktore
powstaja z tautologii rachunku zdan, badz rachunku kwantyfikatoréw
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przez podstawicnie dowolnych funkeji zdaniowych w migjsce zmiennych
zdaniowych, bad? zmicnnych predykatywnych.

Do zbioru L zaliczaé bedziemy rowniez wszelkie wyrazenia, ktérych
prawdziwos¢ wynika bezpoérednio z wlasnodci telacji réwnosci, a wiec
np. Xy = xy, [x = yA &(x)] = &(») itp. W koiicu do L dolaczamy takie
zdania, ktorych prawdziwosé wynika bezpoérednio z faktu, ze dany sym-
bol jest symbolem funkeyjnym, a wiec np. zdania

d=x=fz) = fx) b BLfx), ¥ = Ve, ).

Taki zbiér L nazywaé bedziemy logikq z réwnosciq i z Sunkcjami Jub kré- |
cej — logikq.

Niech dany teraz bedzie pewien jezyk J i niech % 5 bedzie zbiorem
jego formut. Cigg {DPyy ooy @ bedziemy nazywali dowodem Jormuly W
W oparciu o zbidr X < F jedli

a) ¢, = V.

b) Dla kazdego m < n, P, € X U (L N &F,) lub istnicjy takie k, s <m,
e @, = (&, = @, ).

Jesli dla formuly ¥ istnicje dowdd w oparciu o zbidr X, to formulg ¥
nazywamy konsekwencjq zbioru X, Zbiér takich formul  oznaczamy
przez Cpn X,

Systemem  fornalnym (teoriq) zbudowanym w Jezyku J nazywamy
taki zbi6r formut S, 7e $ = Cn S,

System S nazywamy niesprzecznym, gdy S # F .

System .S nazywany zupelnym, jesli dla dowolnego zdania & e & T
albo ¢ eS8, albo ~@ e S.

Zbidr X = F; nazywamy zbiorem aksjomatéw dla systemu S, jezeli
§=Cnlx

Z powyzszych definicji wynika, Ze jezyk, w ktérym zbudowany jest
system S jest wyznaczony jednoznacznie przez zbibr formul tego systemu.
Z tego tez wzgledu czgsto przy okreélaniu systemu definicjg jezyka po-
mijamy.

11.1. Udowedni¢, ze dla danego jezyka J = (I, Ty, Ty, 9):

a) Ty = max (T, T,), b) Z, = max (7, T).

Udowodni¢, ze operacja Cn X okreélona na zbiorach formut pewnego
ustalonego jezyka J ma nastgpujgce wilasnosci (zad, 11.2-11.16):

Uwaga. W ponizszych zdaniach litery alfabetu lacinskiego 0zZnaczajg
zbiory zdan, a litery greckie — pojedyncze zdania.
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112. Yc¥Y=ChXcCn't.

113. YeCn¥YaYcCnZ=Xc CaZ

11.4. CnCn X = Cn X,

11.5. Cn O = L #Fy.

11.6. Cn {@, ¥, 0} = Cn {PAY, O} = Cn {P AV AL}
11.7. Cn {@} n Cn {¥} = Cn {d v ¥}.

11.8. (¥ = ¥)eCn X< ¥ e Cn(X v {@}).

11.9. (Pv¥)eCn X< ¥YeCulXu(~P)]

11.10. Cn[®(x)] = Cn[A P(x)].

111, ¥(x)eCn X = V¥(x)eCn X.

1112, YeCn(X v {PPAPeCn(X v {@))= PeCn(Xu {Pdve)).

11.13. Co(X¥u ¥)=Co(Cn XY uCnY) = Ca(X v CnY)

11.14. Cn X = |J CnY, gdzie Fin = {¥ X: Y< N

YeFin

11.15. Cn(X¥—L) = Cn X.

11.16. dv¥eCnXa@eCn(Yu{d)=>¥v@eln(Xul).

11.17. Dowies¢, Ze dla dowalnego X zbior Cn X jest systemem (teoria).
Czy jest systemem zbior Fy7

11.18. Czy sa teoriami nasigpujace zbiory formul:

a){y, ¥}, b)) O, c)LnF,

11.19. Czy prawda jest, ze jesli X C 5, jest teoria, to kazde Y takie,
e X = ¥ < F; tez jest teorig? A co mozna powiedzieé o zbiorze ¥ = X?
Podaé odpowiednie przykiady.

11.20. Niech dany bedzie jezyk J = (7}, T,, T3, §) oraz symbole
ay, ay €T, takie, ze 9a;) = Hay) = 0.
Dowies¢, ze @(a,) e Cn O< P(a,) € Cn O dla dowolnego & € F;.

11.21. Niech S, {x < p) bedzie rodzing systeméw taka, Ze o< § =

= 8, = §;. Dowies¢, ze [J S, jest tez systemem.
a<lpy

11.22. Niech S; oznacza zbidr systemdéw (teorii) danego jgzyka J.
Dowiesc, 7c

a)CnX = () Y.
XcYely

b) Jezeli O # K= 8y, to ) Xe&;.
XekK

11.23. Dowiesé, ze jesli X, Y €Sy, to
YuYeSj=Xul=X)vXuY=Y)
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11.24. Dowies¢, ze jesli Xe Sy oraz @, ¥eX, to Xu {Oov ¥} =
=XU{PAV} =X oraz X = X U {0 = ¥} dla dowolnej formuly @.

11.25. Dowiesc, ze jesli X Jjest systemem w jezyku J, to X jest filtrem
w algebrze Lindenbaiima zdag Jgzyka J.

Rodzing zbioréw aksjomatdw Systemu § bedziemy oznaczali przez Axg.

Uwaga. Z definicji wynika, 7e Ue Axg<sCo U = §.

11.26. Dowiesé, ze Jesli X e Axg, to X—Le Axg.

11.27. Dowiesé, ze jeSli Xe dxg, to dla dowolnego zbioru Y <= §
mamy X' u Y e Ax;,

11.28. Dowiesé, ze jesli X,edxs i X,e Axs,, to X, U X, e AXcags, usy-

11.29. Co mozna powiedzieé o systemie S jedli wiadomo, ze O € Axg?

11.30. Dowiesé, ze jezeli X, e dxs i X, e dx, to

N (PeX,= @ECan)A(d?EXzza-(DECnXl).
PeF

11.31. Udowodnié, ze Jesli X jest systemem niesprzecznym i ¥ X,
to CnY % &,

11.32. Dowiesé, e jesli X e Sp, YeS;oraz Xi Y 54 niesprzeczne, to
XY jest systemem niesprzecznym,

W dalszym ciagu zamiast pisa¢ deCny bedziemy  ezesto pisali
X+ @ lub L . W szezegdlnosei, jezeli X = O oznaczenie przyjmie po-
sta¢ |- @ i oznacza to wowezas, ze & jest o prostu tezg logiki,

11.33. Dowiesd, ze Jjesli X jest systemem nicsprzeczoym, to formuty
ze zbioru X tworzy filir whasciwy (patrz zad. [1.25) algebry Linden-
bauma,

11.34. Dowiesc, ze Jjeli istnieje skoiiczony zbiar ¥ taki, Ze Ye Ax,,
to formuly zbioru X tworzg filtr gtowny.

11.35. Dowiesé, e Jesli X jest zbiorcm aksjonutdw sprzecznego sy-
stemu, to istnieje skotticzony zbiér ¥ o ¥ tiky, 2e Cn Y jest systemem

sprzecznym.
11.36. Pokazaé, ze jesli X jest zbiorem sk sjomatow systemu zupelnego
i®¢Cn X, to system o aksjomatach X v/ (o) Jest sp1zeczny.
Niech dany bedzie Jezyk J = (1, 1, Lo dnieeh Se ;. Bedziemy

moéwili, ze formula D(xg, +.-5 X,) jost mozliwg w8 delinicjy symbolu funk-
cyjnego zmiennych X1y veny Xy Jedeli:
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ﬂ) IS_ A A V dj(ICI: dieg xn)’
b) A A A A [Py oo Xa) A D(Xgs oy X,) = Xg = Xg)-

Niech #7% oznacza zbidr formut jezyka J o m zmiennych. Jesli @ egf"}
(tj. @ jest formuty jednej zmienncj) i @ spefnia warunek a i b, to méwimy,
7e ¢ jest mozliwq definicig stafej (j. funkeji zera zmiennych).

11.37. Rozwazmy system §’, ktéry powstaje z S przez dolgczenie no-
wego symbolu funkeyjnego f 1 nowego aksjomatu

@ = N oo \ BLI(Xs ooy Xady Fas -oos Xns

gdzic ®eF3* i @ jest mozliwa w S definicja symbolu funkcyjnego.
Tak wice system S’ zbudowany jest w jezyku
(T, Tyu{f}, 15,8, pdzie 3= YTyuTl,, §f=n
Dowiesé, 7e S = 8§ nFF,.
11.38. Dla systemu S moZenyy utworzyé system S’ przez dodanie no-
wego symbolu predykatywnego R i nowego aksjomatu
@ = [\ o N\ ROy, oo Xa) s (X5 ons Xl
gdzie @ € F§. Nowo utworzony system S’ zbudowany jest w jezyku
(Ty U Ry, Ty, Ty, &), gdzie 3=¥T,ul,, FR=n

Dowieéé, ze S =S 0 F .

Uwaga. Systemy, ktore powstajg na drodze dokonania pewnej ilosel
kolejnych rozszerzed opisanych w zadamjach 11.37 i 11.38 nazywamy
Hieistotnymi rozszerzeniami systemu S,

11.39. Dowiesé, ze jezeli S’ jest nieistotnym rozszerzeniem S, to §
zupelny wtedy i tylko wtedy, gdy " zupetny.

11.40. Nicch S, < S, oznacza, ze system S, jest nieistotnym rozsze-
rzeniem systemu S;. Czy relacja <C jest czgSciowym porzgdkiem?

11.41. Dowicsé, ze jesli S, (@ < p) jest rodzing systeméw taka, Ze

o <oy =S, <8, to LS, jest systemem i dla kazdego f < u mamy
a<<p

S U S,

®<p
11.42. Dowicsé, ze jezeli S, <S8, 1S, <8,, to istnieje §, takie, Ze
58 18£8
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11.43. Czy relacja < ma elementy minimalne j maksymaine ? Czy ma
clement najmniejszy ?

11.44. Niech dany bedzie system S zbudowany w Jezyku ¥ i jego nie-
istotne rozszerzenie — system 8", Dowiesé, 2¢ § = §' A F.

Rozwaimy pewng  ilosé  formut zapisanych w jezyku J =
=<}, 0, {x, -3y 83, gdzie NL) =2, 1 mianowicie:

a) A x; < %,

I'
b) AN A [(x1 < xa)’\(x2 5 X) = (x < X1,

) AA [(x < xp) A (o < ) = Xy = Xy,
d VA X<,

) VI~V (o <x)a(x # a),

#

g) AV A [(xl < Xg A Xy xz) = ((x1 = xs) V(.:Cs = xz))],
h) A A [x; < Xo) V(2 2],

i‘) VAx2"‘<-.‘x1;

J) ~V A X1 \{xz
K) A Alx; # xnx, gxz==—\/(xlaéxs/\xlSxa)A(xaaészxagxg)].

11.45. Niech S bedzie systemem zbudowanym w jezyku J o aksjo-
matach a, b, ¢, d. Dowiesé, ze.formula A X < x, jest mozliwg definicja

stalej w .
Czy jest mozliwa w tym systemie definicja formula Vx < x,7

11.46. Niech § bedzie systemem takim jak w zadaniu 11.45 z dodat-
kowymi aksjomatami f j g Dowiedé, ze formula

A\ (2 S XAl < X)) = (x, = X)) V(xg = x,)

jest mozliwa w S definicja symboly funkeyjnego zmiennej Xy,

11.47, Dowie$é, ze w systemie z zadanin 1145 mozna zdefiniowaé
tylko jedng stalg,

11.48. Dowiesé, ze system o aksjomatach 4, b, ¢, d, f, h, k jest zu-
peiny.
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11.49. Dowies¢, Ze system o aksjomatach a, b, ¢, f, j, h, k jest zu-
petny.

11.50. Dowies¢, ze system o aksjomatach a, b, ¢, d, h, i, k jest zu-
petny.

11.51. Dowies¢, Ze system o aksjomatach a, b, ¢, f, h, j, k jest zu-
peiny.

11.52. Dowiesc, ze w systemie z zadania 11.48 mozna zdefiniowad
tylko jedng stala.

11.53. Dowicéé, ze w systemie z zadania 11.5] nie mozna zdefiniowaé
zadnej stalej.

11.54. Dowiesé, ze¢ w systemie z zadania 11.50 mozna zdefiniowaéd
tylko dwie stale.

Niech dane bgda dwa systemy S, i S, zbudowane odpowiednio w jg-
zykach JU i J2, JL = (T35, T3, T3, 3O, 32 = (T} T2, T2, §%). Zalézmy
ponadto, ze T3 = T3,

Rozwazmy teraz funkcj¢ gy € "7 oraz @, & 7'} takie, Ze @; 3%[pi(x)] =
= gy [9Yx)], gdzie x e T} dla i = 1, 2. Majac dane takie funkcje mozemy
skonstruowaé funkeje ¢y € 787 jak nastepuje:

a) Jesli F'e Ty, 8YF) = n, to @l (g, vy %) = (@uF) (Xgs veey X,).

b) Jesli ~FeTy, OWF)=nty, .nt,€Ty, to @, .ut)=
= (92F) (p3y, .., @ut,). Obierajac teraz formute O(x) & # 1 0 jedne] zmien-
nej wolnej x mozemy skonstruowaé funkcje ¢ w sposéb nastgpujacy:

a) JeSli ReTHLO(R)=mty,...,t,€Tpn, 1o @Rty . t,)] =

= (9B (g4t - 7).

b) Jesli 1y, e T3, to ¢'(ty = 1) = (9'ty = ¢'ty).

c) Jesli &, Y e Fp, to gi(@VP) = (¢1®) v (g ¥),

PPAY) = (DA (@), 9@ = ¥) = (9@ = g} ¥),

Pi(~D) =~ @B, @p =(A D(x)) =e/(\)¢£¢(x), g1 =(V &(x)) =9\(f)¢1¢(x)-

Tak skonstruowans funkcje @ nazywamy interpretacjq jezyka J
W Jgzyku J2 Interpretacja jest wigc wyznaczona przez podanie funkcji
®ys @y 1 formuly ©(x). O systemie X, €Sy méwimy, ze jest interpreto-
walny w systemie X, jeli istnieje takie nicistotne rozszerzenie Xj oraz taka
interpretacja ¢ jezyka J' w jezyku J2 systemu X,, ze dla dowolnego @
mamy

de X, = pdeX,.

Bedziemy to zapisywaé X Int X,.
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11.55. Udowodni¢, ze relacja Int jest zwrotna i przechodnia. Czy re-
lacja Int jest stabo asymetryczna ? Czy relacja Int Jest symetryczna?
11.56. Niech (X; : iel} rodzina systeméw zbudowanych w jezykach
I = 1, T3, TS, 9% takich, ze T3 = 7Y dla dowolaych ;, JeL,MNT 0.
iel

Okreflamy relacje
X,““-’Xj@ X,g Int XJA Xj Int ‘X}.

Dowieéc, ze relacja ~ jest zwrotna, symetryczna i przechodnia.
Dowiesé, Ze relacja Int/_ jest relacja czgsciowego porzgdku, Czy relacja
Iny/,. ma elementy minimaine? Czy ma ona element najmniejszy ?

11.57. Niech 81 €85, 5, € S, Dowiesé, ze S, Int S, wtedy i tylko
wtedy, gdy istnicje taka interpretacja ¢ Jezyka J* w J? oraz taki zbidr for-
mut X e Axg, 2e X W

11.58. Udowodni¢, ze jesii Xy Int X, i X, jest systemem niesprzecznym,
to X, tez jest niesprzeczny.

11.59. Niech S, bedzie systemem o nasigpujacych aksjomatach:

a) A x < X1

b) A A (x < MAXy KX = Xy = Arh
Xy X,

) AAA [ < x)A (¥2 < x3) = (x, < X1,

Xy Xy xy
A A A [0 < x) v, < 1)),
a 8, — systemem o aksjomatach:
) A~ x Rx,,
b} A A A (¥ RxpA Xy Rxy = % Rx,),

X, X, x,

C) A Al Rxy,vix, R VX = x,),

X x.

Dowies¢, ze S, Int S, i S, Int S,.

11.60. Niech §, bedzie systernem o nastepujacym zbiorze aksjomatow:
2) VA x < x,,
x!

Xy

b) A x < x,,
*3

) AAA [(x1 < xz)/\(xz < Xxg) == (XL =< )],

X X
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d) A A I S xp)alg < x) = (0 = X)),

XX

) A A [(x; < x)Vx, < X)), |

W i\‘ xv f\ (rp # X Allx < Aaxg < xp) = (4 = X5) V(x5 = Xl

& /\ [=\;""2 X AKXy KXy = Y i\ (g 7 XaA Xy K XA Xy K Xp) =
= (X =I )fu)i’(x3 = )], "

h) ~V A x, < x.

X, X

Dowiesc, ze S, jest systemem zupelnym.

11.61. Niech S, bgdzie systemem o aksjomatach b-h z zadania 11.60
1 dodatkowo:

l) ~\ /\-\'_1 £ Xy,

Xy X3

D Ax <L0v0 < Xy,
Dowies’.él, Ze §, jest zupelny.

11.63. Dowicéé, ze S, Int.S,.

Teorig mnogosci Zermelo-Fraenkla nazywamy system (oznaczany
w skrocie przez ZF) o jednym dwuargumentowym symbolu predykatyw-
nym € i nastepujacych aksjomatach:

a) Ekstensjonalnoéci

/'\/\{(/\xeyv»xez)::ay=z].

b) Zbioru pustego

\V Axéy.
y x

Z aksjomatu ekstensjonalnosci wynika, Ze istnieje tylko jeden zbidr
pusty.
c) Sumy

AV Alwens\/(zexawez)]

z

d) Nieskonczonosci
Vx#0A Npex=\/(zexay #zAy c 1)),

¥

gdzie y < z oznacza formule A (uey = uez).
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e) Wyboru
Alx # OA~0exa A Almexay,ex=
x Mo
=>(V(ZEJ”1AZEJ’2)©J’1=}’2)]=°' Vihzex= Vyezayew)),
z W = ¥y

gdzie V@(y) jest skrétem zapisu V@A A(DP(z) =z = M.
¥y ¥ =
f) Zbioru potggowego ‘
AV Azeye:zc ),
x y z

2) Zastepowania

Jesli @ jest formula, to formula
AV e, p, )= AVAlzewe=\/xeun D(x, z, ...)]
x ¥ ¥ ow oz x

jest aksjomatem,

Tak wiec aksjomatyka ZF skiada si¢ z nieskoriczenie wiclu zdar.

Przez ZF' oznaczamy system powstajacy z ZF przez odrzucenie aksjo-
matu d.

Arytmetykq Peano hazywamy system oznaczany przez Ar o dwu
dwuargumentowych symbolach funkcyjnych + i  Jednym  symbolu
funkeyjnym Jednoargumentowym S, oraz jednej stalej 0 (zeroargumento-
wym symbolu funkcyjnym) i o nastgpujacych aksjomatach:

h) ~ VS(x) = 0,

X

1) 8(x) = S(p) = x =y,

J) x40 = x,
k) x+S(y) = SGx+),
I} x-0 =0,

H x-S0} =x+@y),
m) dla kazdej formuty @ przyjmujemy nastepujacy aksjomat:

LO)A N\[B() = B[S} = A D).

11.64. Dowiesé, ze S, Int Ar, gdzie 8, jest systemem z zadania 11.59.

11.65. Przyjmujac, ze do Ar naleza wszystkie znane twierdzenia aryt-
metyki, ktére dadza sic wystowié w Jezyku Ar dowiesé, ze ZF Int Ar.

11.66. Przyjmujac, ze do ZF naleza wszystkie poznane dotad twier-

dzenia teorii mnogosci, ktére mozna sformutowaé w jezyku ZF dowieic,
ze ArInt ZF,



ozdziat XN

EORIA MODELI

Systemem relacyjnym nazywamy parg a = {4, v}, gdzie o jest funkejy
okreSlona na sumie rozilacznych zbioréw 7, i 7, (zakladamy przy tym,
i Ty W T, # 0). Funkcja o przyporzadkowuje kazdemu elementowi ¢
«bioru T, rclacjg n,-argumentowa, okreslona w zbiorze 4 (a wige pod-
biér zbioru 4™), za$ kazdemu elementowi s, zbioru 7, funkcje m~argu-
mentowa, to znaczy element zbioru 4™:4, W szezegélnosci jesli m,, = 0,
o funkcja mu przyporzadkowana jest staly.

Moze tez sig zdarzyé, ze zbior Ty lub T;, jest pusty. W pierwszym z tych
przypadkéw system nazywamy algebra.

System relacyjny a wyznacza nam (pordwnaj rozdzial XT} jezyk J,
mianowicie taki, w ktorym dla kazdej relacji R, mamy symbol relacyjny
P, (opowiednio n-argumentowy), za$ dla funkcji /; symbol funkeyjny ¢,
(odpowiednio  m-argumentowy).

Procz opisanych symboli jgzyk J, ma przeliczalng ilo$é zmiennych v,
(feA”) oraz zwykle spojniki logiczne (a takze symbol = oznaczajacy
identycznosc).

Odwrotnie, jesli dany jest jezyk J z symbolami relacyjnymi 2, (odpo-
wiednio n~argumentowymi} i symbolami funkeyjnymi ¢, (odpowiednio
m-argumentowymi), to rozwazaé bedziemy systemy relacyine a =
={A, s Ry ooy S5y 00D, gdzie Ry < A™ 0 f A™ = 4 i zaktadad be-
dziemy, ze symbolem P, i @, przyporzadkowane sa relacje R, i funkcje f,.

Majage w ten sposéb ustalone przyporzadkowanie symbolem odpo-
wiednich relacji i funkcji w systemie a, wprowadzamy relacje F:

aF@X], gdzie X g,

(Czytamy: ciag X speilnia w systemie a formule @).

Uprzednio indukeyjnie definiujemy warto$¢ ¢°[X] termu ¢ jezyka J,
w systemie a nastepujgco:

a) Ui[X] = X,

b) (@, ..o 4, [X] = f(21[X], ..., 75 [X]D).
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Relacje F definiujemy (dla ustalonego systemu a) przez indukcje ze
wzgledu na stopieri komplikacji formuly ¢:
dla formut atomowych:
a I: Pl(th vely tn) [E] = 'R{(t‘lj[i]! St ] t:[&])’
aFh = 5[X] = [X] = r3[x];
dla formul utworzonych za pomocy Spéjnikdw zdaniowych:
akF @[X] =nonak ®[X],
aFPAV[X] = (ak D[X]iak YIX));
dla formut utworzonych przez dolgczenie kwantyfikatora egzysten-
cjalnego:

ak\/ ®[X] = istnieje « takie, 7e ak ‘ﬁ[}‘(l)]
i e s -

i :
gdzie X( ) oznacza ciag powstaly z X przez zastapienie w nim ¥, przez 4.
it =0

12.1, Autorzy wlatwili sobie zadanie skracajae definicje spetniania,
podajac ja wylacznie dla spojnikow ~, A i kwantyfikatora egzystencjal-
nego V. Dlaczego mogli tak uczynié ?

Xt
12.2. Korzystajac z tautologii pvg <> ~(~pA~g) rozszerzyé definicje
spelniania na wyrazenia zawierajace takze spéjnik v .
12.3. Dlaczego autorzy piszg =, ,non", ,,i* zamiast @, o~ A Y
12.4. Rozszerzyé definicje spelniania na wyrazenia zawierajgce spoj-
niki: =, < { kwantyfikator ogblny A. Z jakich tautologii nalezy sko-

x;
IZysta¢?
12.5. Rozwazmy system relacyjny a = (A", +,°,0> oraz formulg @
Jezyka J, taka, ze & = v/ (" v3 = vy).

a) Czy ciag {Xe}ne s OkreSlony wzorem Xn = n+2 spelnia formule @7
b) Czy ciag % - okreslony wzorem X, = n spelnia formule &2
12.6. Rozwaimy formute @ jezyka J; (por. zadanie 12.5)
D=\ Vg vy = v4u;
vy vy
a) Czy ciag X} e okredlony wzorem *p = 1 spelnia formule @7
b) Czy ciag {x,},. « okreslony wzorem x, = 0, LZ=n—1({dlan=1)
spelnia formute @2
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12.7. W jezyku J, dane sg formuly:
@, = /\ ~ [+, = vy, [_v‘pz = \/[v1+.92 = 1y " U]

a) Czy ciag {Xdwesn ¥, = n+4 spehia @, ¢, @, = @,.

b) CZy ClELg {xn}ne.ﬁ’s Xy = Hz_i-:; Sp&!nia @1, (Dg, CDIV@Z.

C) CZy ClE[,g {xn}n (=39, & xn = 2 Spehﬁa (13.[, @2, V (d’lf\‘pz).

12.8. Udowodni¢, #e jezeli zmienne wolne w formule @ maja numery
fys ves Iy, Za8 Xi, = Yigs =25 Xiyy = Vigs to

ak #[X}= ak [y,

12.9. Korzystajac z wyniku zadania 8 udowodni¢, ze jedli formula @
jest zdaniem, tzn. nie zawiera zmiennych wolnych, @ = (A, Ry yenerJgs ooy
A#£ 01X, XE'MA, to

aF@[X]=akF (Y],

12.10. Udowodnié, Ze przy zalofeniach zadania 12.9 mamy

A aF@[Xl= \ ako[x]
Xet'4 xeta -

Powiemy, ze formula & jest prawdziwa w systemie a (przy ustalongj
interpretacjt symboli relacyjnych i funkcyjuych) wtedy 1 tylko wtedy,
gdy dla kazdego ciggu X €4 mamy ak P[X]. Zapisujemy to nastgpu-
jaco: a F @,

12.11. Udowodni¢, ze jesli @ jest zdapiem, 4 £ O, to

akF®= \/ ak[x)
{E"‘VA -

12.12. Niech zmienne wolne formuly @ majq numery fgy ey Ins Wtedy

mamy

GFQDEC[I:/\/\.,_/\@_

G CT (™
12.13. Udowodni¢, ze ak A V @(v,0) wiedy i tylko wtedy, sdy
istnieje funkeja f: 4 — A taka,pnzepl
a b (o, 1) [x0, flx), ]
12.14. Udowodni¢, ze dla kazdej formuly ¢ i kazdego ciagu Xe'4
ak @[X] lub aF~p[x].
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12.15. Niech a bedzie systemem relacyjnym, zaé a* zbiorem tych zdad
Jezyka J, ze a k @, Udowodnié, ze a* jest niesprzecznym i Zupefnym
zbiorem zdan.

12.16, Znalei¢ algebry a = <A, 4,00 1 b ={B +, 0> takie, ze
ak\ (x+x=0A\(x 2 MAN x4y = p+x)A
x Xy x,r

AN Bet(r+2) = (x+) +2]

X, 9,T
oraz

bEA (e4+x 2 0)AN {x # AN (X+y = y+x)a
x Xy Xy

AN x+(y+2) = (x+y)+2].

X042

12.17. Udowodnié, ze jezeli @ e Cn S i A [PeS=aF "], toakd
Ifl

12.18. Korzystajac z wyniku zadan 12.16 i 12.17 udowodnié, Ze zdanie
A (x+x = 0) ani jego negacja nie moga byé wyprowadzone ze zbioru
zdan

V&r#y), AG+y=p+x, \/ xs(+z) = (x+¥)+2].
XY £y X,z

Zdanie ¢ nazywamy niesprzecznym ze zbiorem zdan S, jezeli istnieje
system relacyiny a taki, ze Su {®} = a* (por. zadanie 12.15).

Zdanie nazywamy niezaleznym od zbioru zdan §, jesli zaréwno @
jak i ~@ s niesprzeczne ze zbiorem S,

12.19. Uzasadnic nastepujacg metode dowodu niezaleZnodc): Jesli
istnieja dwa systemy relacyjne a i b takie, ze S = a®* i § < b* oraz a k &
ibF ~®, to zdanie & jest niezalezne od zbioru zdan S,

12.20. Udowodnié, ze zdanie

A3 =\ A {les = vo)Vivy = vV (o5 = v,)]A

Vg, Uyl Dy
Aoy # o) Aoy # m) A (Y, # Ug)}
jest niezaleine od aksjomatyki ciat.
12.21. Zbadaé, czy zdanie

As= N/ Al = vp)v... V(g = v)]A

VauPrseas Oy
Aoy # DIA A (g # ) A (L, # VAL Al # 0s))
Jest niezalezne od aksjomatyki cial,
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12.22. Zbadaé, czy zdanie
A= N Ay = v V... vy, = vyl
PPy D,
jest niezalezne od aksjomatyki cial.
12.23. Udowodnié, e zdanie
A (v-vy =0 +9) (przemiennoi¢ dzialtania)
Vg, tly
iest niezalezne od aksjomatyki grup.

12.24. Udowodni¢, 7e zdanie

/\ {luy # vpan, <o) = \/ [(vs # vyA Vs 5 Al < oyn vy < o)1}
Jest niezalezne od aksjomatyki porzadku liniowego.

12.25. Zhadad, czy zdanie stwierdzajace istnienie elementu najmniej-
szego Jest zalezne od aksjomatyki porzadku czesciowego.

System relacyjny b = (B, S8, ..., g;, ...) nazywamy podsystemem sy-
stemu a = (A, Ry, LSy D, JeSlE R BT =8, g, =fi1B (a wiec
w szezegolnosei funkeje f, musza dla argumentéw z B przyjmowaé wartodci
v B, za$ wszystkic stale nalezqg do B). W takigj sytuacji piszemy b < a
I jednoczed$nie mowimy, ze a jest rozszerzeniem systemu b,

12.26. W zadaniu tym rozwazamy wylacznic formuly znajdujgce sig
w kwantyfikatorowej postaci normalnej (por. zadanie 3.197 i 3.198).

Formule ¢ nazywamy orwartq, jeSli nie zawiera kwantyfikatorow,
uniwersalng — jeéli wszystkie kwantyfikatory w niej wystepujace sa cgolne,
cgzystencjalng — jesli wszystkic kwantyfikatory w niej wystepujace 53
szezegolowe,

a) Udowodni¢, ze jesli b = a, formula @ jest otwarta lub uniwersalna
iTak®, tobk @,

b) Udowodni¢, ze jesli b = a, formuta & jest egzystencjalna i b F ,
to ak ¢,

12.27. Udowodnié, ze jeéli a jest pierScieniem i b = a, to b jest takze
pierécieniem.

12.28. Udowodnic, ze jeSli a jest grupa i b < a, to b takze jest grupa.

12.29. Dowieé¢, ze jesli formula @ jest réwnowazna formule otwartej
lub uniwersalnej, to takze ma wiasnoéé opisang w zadaniu 12.26 a. Udo-
wodni¢, Ze zdanie 4, (por. zadanie 12.22) nie jest rownowazne zdaniu uni-
wersalnemu,
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Systemy a [ b nazywamy elementarnie réwnowaznymi, co zapisujemy
= b, jedli a* = p* (por. zadanie 12.15), czyli dla kazdego zdania @
mamy aF P =bk P (w szezegolnosei J, = Jy).
12.30. Udowodnic, ze relagja = jest relacjy rOWnowaznosci, tj.:
a) a = q,
bya=b=b=aq
a=bab=c=a=c
12.31. Udowodnié, ze system (%", <{) jest elementarnic rownowazny
systemowi (%, <y, gdzie & — zbisr liczb rzeczywistych.
12.32, Udowodnié, ze jeslhi relacja R porzadkuje liniowo zbidr 7" w typ
@+ (w*+w), ta AW, <> =LT, R,
Podsystenm1 b = q nazywamy elementarnym podsystemem  systemu a,
co zapisujemy b < a, jeéli

FANAN Y P[X] = bk B[X]).
XEJFA @

Méwimy wiedy tez, 7¢ a Jest elementarnym rozszerzeniem systemu b,
12.33. Udowodnié, ze JeSlia<biaso, toaqx=p,

12,34, Znalei¢ a i b takie, ze ac b, q = b, ale nona < b,

12.35. Udowodnié, ze relacja < jest relacja czedciowego porzadku, {j:
a) a < a,

b) a<bab<a=q =D,

) a<bab< ¢c=a < _

12.36. Udowodni¢, ze jfliacbecia<e oraz b < ¢, to a<< b,

12.37. Dla danego ciagu X e B oznaczmy przez X c") ciag po-

wstaly z X przez zastapienie wyrazu x, przez t.

Udowodnié nastepujace kryterium Tarskiego:

Niech a < b, Wtedy a < b<dla kazdej formuty & i kazdego ciggu
Xe¥djesli bE v D[X], to istnieje ae 4 takie, ze b k @ I;g Cf)]

12.38, Niech {asts . bedzie rodzing systemdw relacyjnych spetniajgeych
warunek n < £ = a4, < a;. Niech b bedzie sumg rodziny {a,} e<x (W SzZCZe-
golnodei B = (J 4,, 5, = (J R, gy = UJ)). Udowodni¢, 3¢ A a; < b,

f<a <z

é<a s<n
12.39. Uogélnié zadanie 12.38 na dowolne zbiory skierowane.
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Niech a = (A, R;, ..., f;, .0, b= (B, S}, v &y -+ bpdg systemami
iclacyjnymi. Niech ¢ : 4 2. bedzie odwzorowaniem réZnowartoscio-
WY, :

Odwzorowanic ¢ nazywamy izomorfizmem ,,w® | zapisujemy ¢ :a — b,
|eéli spelnione sq nastgpujace warunki:

R!(al‘s savy au) @ Si(q:]ﬂ]_:r reay ?’an),
fp[j—j(al) vy an)] = gj(‘pat: vams (}f"an]'

Jedli przy tym o jest odwzorowaniem ,na®, to nazywamy go izomor-
Jizmem.

12.40. Udowodnié, ze jesli a = b, to odwzorowanie identycznosciowe
a w b jest izomorfizmem ,,w*.

Niech a, = {4,, R, ..., &y, -..» bedzie rodzing systeméw relacyjnych
indeksowang elementami zbioru I, za§ F— ultrafiltrem na zbiorze 1.

W zbiorze [] A; rozwazamy relacje ~p (przypommijmy, Ze elementami
iel
HA; sq funkcje okreSlone na zbiorze [ takie, ze f(t) e 4,).

tel

S~pg<={t:f(t) = g(t)} eF.

Relacja ~p jest relacja réwnowartosci (por. zadanie D2.61). Rozwazamy

B = [] 4)/F. Na zbiorze B wprowadzamy relacje S, (i e 1y) oraz funkcje
iel

g;(jeT,) jak nastgpuje:
SlAL s D<= {t - Ry(AW, . L))} € F,
gAY s 1)) = B {1 2 g (A, o, f,(1)) = A(1)} e F.

System relacyjny b = (B, S,, ..., g;, ...) nazywamy produktem rodziny q
zredukowanym modulo F, albo w skrocie ultraproduktem. Zapisujemy to
wzorem b = []a,fF.

ierl
12.41. Udowodnié Ze definicja funkcji i relacji w ultraprodukcie jest
poprawna.
12.42. Udowodni¢, ze jezeli vltrafiltr F jest giéwny, tzn. (N F = {i,},
to produkt []ay/F jest izoformiczny z a;.

iel

12.43. Udowodni¢ nastgpujace twierdzenie Losia: Niech (v, ..., v,)
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bedzie dowolng formuty, zas (Sl - [ .. dowolnym ciggiem ele-

mentow | | a,/F. Wéwezas
el

H ar'/F}: (p(UOs ey vn)[Lf'D]s [fi]' -“}

iel

wtedy 1 tylko wtedy, gdy .
ra kb @y, 0G0, A(0), .. T eF.

12.44. Niech X < I. Sladem wltrafiltru F na zbiorze ¥ nazywamy zbidr
{(XnU:UeF}=FX. Jeili Xe F, to F[ X jest ultrafiltrem na X.

iel

Udowodnié, ze jesli XeF, to ]_[ a;/F jest izomorficzny zsystemerm H aF | x.
i Jjex

Jaki jest zwigzek tego twierdzenia z zadaniem 12,427
12.45. Niech dla kazdego iel a, = a. Przez ajp oznaczmy ]ayr.

igl
Udowodnié, z¢ odwzorowanie Pia- u,f,.- okreslone wzorem o(a) = [a],

gdzie ¢ jest funkcjy stala, przyimujaeq wartodé g Jjest izomorfizmem AW,
Udowodnié, Zze p+a< n}F.

12.46. Niech ¢ : a — b bedzie izomorfizmem »W* takim, Ze g« q < b,
Udowodni¢, 7e a = b.

12.47. Udowodnié, ze jesli system a jest skonczony, to dla kazdepo
I'i F zbidr ajp jest zbiorem skofczonym i izomorficznym z q.

12.48. Udowodni¢, ze jesli wszystkie systemy q, (iel) s skoniczone,
i dla pewnepo n mamy {i : 4, = n} e F, to [T ai/F jest zbiorem skoriczonym,

12.49. Znalezé rodzing a; systeméw relacyjnych skoniczonych, zbisr 7
b ultrafiltr F na I takie, e ] ai/F nie jest systemem skoficzonym,

el

W zadaniach 12.50-12.56 badamy wlasnosci ultrafiltréw,
12.50. Niech S bgdzie podrodzing zbioru (1), majacq whasnosé skof-
czonych przecieé, ti. A @, N, ..., A a, # O (dla kazdego » € A7). Udo-

Gyitin e S

wodnic, Ze istnieje ultrafiltr F na zbiorze taki, 78 S < F.

12.51. Ultrafiltr Fna zbiorze J nazywamy gléwnym, jeéli 4, = NF# o,
Udowodni¢, Ze istnieje wtedy ip € I takie, Ze dp = {i,).

12,52. Udowodnié, 7e rodzina No={XcH AV _Xe N} moze
by¢ rozszerzona do ultrafiliru niegléwnego.

12.53. Niech A = Ry, zas F o P(4) bedzie ulwafiltrom niegldwnym,
Dowiesé, z¢ A7 JF = 2%o,
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12.54. Niech dana bedzie rodzina {4;}; ., zbioréw parami roztacznych,
niepustych. Dla kazdego zbioru 4, niech dany bedzie ultrafiltr F; na zbio-
rze 4; oraz ultrafiltr G na zbiorze I. Udowodnié, e rodzina

UFIG={Xc U4 :{i: XA eF)ecG
iel

iel
jest ultrafiltrem.

12.55. Niech mocg zbioru 7 bgdzie m = Ny. Udowodnié, ze moc
zbioru wszystkich ultrafiltréw na zbiorze 7 rowna jest 2™

12.56. Niech F i G beda ultrafiltrami na zbiorze T, Mowimy, ze F jest
izomorficzne z G jesli istnieje permutacja ¢ (tj. przeksztalcenie réznowar-
toSciowe i ,,na“) zbioru 7 takie, ze G = {p =« X : X e F}.

a) Udowodni¢, ze kazde dwa ultrafiltry gléwne sa izomorficzne,

b) Udowodni¢, ze dla dowolnego zbioru nieskoficzonego X istnieja
ultrafiltry F i G na X nieizomorficzne.

12.57. Zaldimy, 7e A @; = b,. Udowodnié, ze [] afF = [] b,/F.

iel iel iel

Jak mozna oslabi¢ zalozenia takiego zadania nie ostabiajge tezy?

Systemy a i b nazywamy podobnymi, jesli J, = Ji. Klasa K systemow
relacyjnych podobnych wyznacza zbi6r zadan K* w nastepujgey sposab:
K* = (") a* (por. zadanie 12.15) innymi stowy de K*< A ak .

ns K nek
Podobnie, zbiér zadan S wyznacza klase §* systeméw relacyjnych

podobnych, mianowicie a € §* < S = a*, a wigc a & $* wtedy i tylko wiedy,
gdy wszystkie zdania ze zbioru S sq spelnione w q. Powiemy wtedy, e a
jest modelem dla zbioru zdan §.

12.58. Udowodni¢, ze dla kazdego K mamy K c K*¥,

12.59. Udowodnié, Ze jesli zbidr § ma model, fo § = §**,

Klasa K nazywa si¢ elementarng w wezszym sensie (w skrocie K e EC),
jedli istnieje & takie, ze K = {@}*. Podobnie K jest elementarne w szerszym
sensie (K € EC,), jedli istnieje S takie, ze K = S*,

Twierdzenie Gddla o pelnosci:

Skd< A (aeS*=ak ).
a
Twierdzenie to méwi, ze formuta @ jest logiczna konsekwencjy zbioru

formut § wtedy i tylko wtedy, gdy @ jest prawdziwe we wszystkich modelach
zbioru S.
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12.60. Udowaodni¢ nastepujace twierdzenie o niesprzecznodci: Zbidr
zdan S jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy $* %« 0.

12.61. Udowodnié nastepujace twierdzenie o zwartosei: Niech S bedzie
zbiorem zdaf. Jesli dla kazdego skonczonego podzbioru §, = § mamy
Se # 0, to §* £ 0. Innymi  sfowy, jeli kazdy skoriczony podzbigr
zbioru § ma model, to § ma model.,

12.62. W zbiorze A wszystkich skoriczonych podzbioréw zbiorg T
rozwazamy podrodziny B, = {W:Uc ),

a) Udowodni¢, ze By n By = By, up,

b} Udowodnié, ze rodzina {By: U jest skonczonym podzbiorem
zbioru T} moic byé fozszerzona do ultrafiltru na zbiorge A.

¢) Uzy¢ wyniku uzyskanego w punkcie b do dowody twierdzenija
0 zZwartosci,

12.63. Udowodni¢ nastgpujace twierdzenia Frayne’eo:

Niech a = b, Wiedy istnieje zbisr 1, ultrafiltr F ng, zbiorze [ oraz jzo-
morfizm w* o :q— b/ takie, ze P *a< b/

12.64. Udowodnié, ze Jezeli a i b s3 skoficzonymi systemami relacyj-
nymiia=h, to g Jest izomorficzne z p.

12.65. Niech q = {4, R .1 bedzie systemem relacyjnym, w ktérym
wszystkie relacje sy Jednoargumentowe (to znaczy R 4)i WyCzZerpuja
wszystkie podzbiory 4 (a wige w szczegdlnodei I:“ = 9’—(7_)). Niech a’ =
= {4, R}, o+ bedzie rozszerzeniem elementarnym wlasciwym systemu q.
Niech wreszcie x & 4'— 4. Udowodnié, ze zbisr Fe={R, :xeR)} jest
ultrafiltrem niegtéwnym na zbiorze «.

12.66. Niech X bedzie klasa wszystkich systemow ustalonego typu,
Udowodnié, ze Jesli K< X, o KeECe X—KekcC,

12.67. Niech Y jak w zadaniu 12.66, Dowiei¢, ze jesli KeEcC,
i X-KeFC,, to KeEC.

12.68. Udowaodnié, ze jezeli ¥ € £C,, to istniejg klasy K, s K, € EC
takie, ze X = N K.

teT
12.69. Udowodni¢, e kazda klasa elementarna w SZerszym sensie
Jest zamknicta ze wzgledu na:
a) operacje brania ultrapotegi swych elementéw,
b) operacje brania ultraproduktu swych elementow,
c) elementarng réwnowaznose,
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12.70. Udowodnié, ze jesli klasa K jest zamknigta zc wzgledu na ope-
racj¢ brania ultraproduktu i ze wzgledu na elementarng réwnowaznoéé,
to KeECy.

12.71. Udowodni¢, ze jesli klasy K i X—K s zamknigte ze wzgledu
na operacje brania ultraproduktu oraz obrazu izomorficznego, za§ X jest
ramknigte ze wzgledn na elementarna réwnowaznoéé, to K e EC.

Klasa K nazywana jest uniwersalng (w ustalonym jezyku J) (K& UC,),
Jesli K = 5* dla pewnego § zlozonego z formut uniwersalnych tego jezyka
(por. zadanie 12.26).

12.72. Udowodni¢, ze jezeli Ke UC,, acK ibca, to beKk.

12.73. Udowodni¢, ze warunkiem koniecznym i dostatecznym na to,
by Ke UC, jest, by zachodzita konjunkcja a i b i ¢, gdzie

a) K jest zamknigte ze wzgledu na izomorfizm,

b) K jest zamknicte ze wzgledu na branie podsystemu,

¢) K jest zamknigte ze wzgledu na branie ultraproduktu.

12.74. a) Czy klasa wszystkich grup jest UC,?

b) Czy klasa wszystkich pierécieni jest UC,?

©) Czy klasa wszystkich cial jest Uc,?

12.75. a) Czy klasa K wszystkich systeméw relacyjnych (A4, 42y, gdzie
A jest zbiorem skonczonym jest EC,7?

b) Czy klasa K wszystkich systeméw relacyjnych {4, 42>, adzic 4
Jest zbiorem nieskoficzonym jest EC,?

c) Cazy Idasa wszystkich systeméw relacyjnych (4, RS, gdzie R jest
relagja liniowo porzadkujaca zbibr A jest £C,?

d) Czy klasa wszystkich systeméw relacyjnych {4, R), gdzie R jest
relacja dobrze porzgdkujaca zbiér 4 jest EC,?

TWIERDZENIE SKOLEMA-LOWENHEIMA-TARSKIEGO:

1) Gérne: Niech a bedzie systemem relacyjnym nieskoriczonym, m mocg
Jezyka J,n = m+a. Wtedy istnieje b takie, ze b=nia<b,

2) Dolne: Niech a bedzie systemem relacyjnym, m mocy jezyka J,,

s

azm. Wtedy dla kazdego n takiego, Ze m =< n < a istnieje b takie, Ze
b<ai b =n. Mozna zakiadaé ponadto, ze b zawiera zadany podzhidr 4,
zbioru 4 o ile 4, <n.
12.76. Udowodni¢ gomme twisrdzenie Skolema-L&wenheima-Tarskiego
za pomocy dolnego twierdzenia i konstrukeji odpowiedniej ultrapotegi.
12.77. Zbiér zdari X nazywa sie kategoryezny, jesli dowolne dwa jego
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modele s3 zomorficzne, Udowodni¢, ze jesli zbidr zdan X ma maode] nie-
skoriczony, to nie jest kategoryczny.

12.78. Udowodni¢ nastepujgce  kryterium Losia-Vaughta zupelnodel
zbioru zdani: Jedli dia pewnej liczby kardynalnej m > .Tkaide dwa modele
zbioru zdan § Jezyka J mocy m sa izomorficzne, za§ § posiada modele
nieskoriczone, to zbiér § jest zupelny,

12.79. Udowodnié, ze teoria gestego liniowego porzadku bez pierwszego
I ostatniego elementy jest zupena.

12.80. Udowodni¢, e tearia cial algebraicznie domknietych ustalonej
charakterystyki jest zupelna,

12.81. Udowadnié, 7e teoria przestrzeni liniowych ustalonego wymiary n
nad cialem algebraicznie domknietym ustalonej charakterystykj P jest
zupelna,

12.82. Udowodni¢, ze zbisr zdaii § jest zupetny wtedy i tylko wiedy,
ady

A /A a=b.

nesS* hes*

12.83. Cige zdasn {9} nazywamy rosngeym, jesli

a) n << m pociaga za soba, fe @, = @, jest zdaniem prawdziwym,

b) n < m pocigga za sobg, ze ~(@, == @) jest zdaniem prawdziwym.

Udowodnié, ze jesli ciag 1P} e 4 jest rosngcy, to nie istnieje zdanie ¥
takie, ze {@_ : n EANPF = [y

12.84, Udowodni¢, ze klasa wszystkich cial o charakterystyce 0 nie jest
skonezenie aksjomatyzowalna,

12.85. Wykorzystaé wynik zadania 12.83 do dowodu faktu, ze sa takie
Klasy EC,, ktére nic sa EC,

12.86. Udowodni¢, ze klasa wszystkich systeméw (4, 4%, gdzie
Az Ny nie jest skoniczenie aksjomatyzowalna,

12.87. Niech g = {4, R;, s Ji5 o> bedzie systemem relacyjnym. Dila
kazdego g e 4 wprowadzimy nowg stala ¢, (rozszerzajae jezyk o te stale)
z interpretacja e, jako a. Powigkszamy w ten spos6b zbiér T,, otrzymujge
nowy system relacyjny a’, réznigey sie od a tylko nowymi statymi. Dowies¢,
i a% < q'F,

Zbi6r D(a) — wykres Systentu @, jest to zhidr zdag Jezyka J., zlozony
ze zdan Pie,,, s Ca)y JeSli Rya,, wis @), Oraz ze zdan ~ PR 0, ),
ieéli non Rlay, ....a) i analogicznie dla réwnosci terméw,
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Zbior zdad X nazywamy modelowo zupelnym, jesli dla kazdego ae X
zbidr X U D(a) jest zupelnym zbiorem zdan.

12.88. Znalezé zbidr zdan modelowo zupelny, ale niezupetny.

12.89. Znalezé zbior zdan zupelny, ale nie modelowo zupeiny.

12.90. Udowodni¢, Zze na to, by zbiér zdan byl modelowo zupeiny
potrzeba i wystarcza, by

A (acb<wa<b).
mbe X

12.91. System relacyiny u, nazywa siec modelem pierwszym dla zbioru
zdan § wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego beS* istnicje ¢ bedace
izomorfizmem a w b. Udowodnié, ze (A", +, -, 0, 1) jest modelem pierwszym
dla arytmetyki.

12.92. Udowodnié, ze (", 4+, +, 0, 1 jest cialem pierwszym o charak-
terystyee 0.

12.93. Udowodni¢, e (& ,, +,-,0, 1) jest cialem pierwszym o cha-
rakterystyce p.

12.94. Udowodnic, ze (%, +,-,0, 1, <) jest pierscienicm pierwszym
uporzgdkowanym z jednoscia.

12.95. Udowodnié, ze jesli zbidr zdad X jest madelowo zupelny i ma
maodel pilerwszy a,, to

a) X jest zupelny,

b) Cn X = (q,)*.

12.96. Podac przyktad teorii, nie posiadajagcej modelu pierwszego.

12.97. Tzomorfizm ¢ :a _]n_:i+ a nazywamy automorfizmem. Zaloimy, ze
a < b oraz, ze dla kazdego skofczonego podzbioru 4' < 4 i dowolnego
b € B istnigje automorfizm f systemu b taki, ze fy,[ A = 1 fg4(b) € A
Dowiesé, ze wtedy a < b.

12.98. Niech zbior zdai X bedziec modelowo zupehy i niech dla dowol-
nych a, b e X* istnicje ¢ € X¥, @ 1 @, izomorfizmy ,,w* takie, Ze ¢, : a — <,
2 1 b— ¢ Dowiedé, ze wtedy X jest zbiorem zupelnym.

12.99. Dla danego @ & J niech Ug bedzie zbiorem tych niesprzecznych
zupelnych zbiordéw zdan jezyka J, e ¢ S,

Niech w zbiorze 2 wszystkich zupelnych niesprzecznych zbioréw zdan
zadana bedzie topologia za pomoca bazy {Ugp : ® & J}.

a) Udowodni¢, Ze rozwazana przestrzen jest O-wymiarowa.



b) Udowodnic, ze Tozwazana przestrzefi jest Zwarty przestrzenia Haus-
dorffa,

¢l Zbadaé, czym s3 zbiory domknicte w lej przestrzeni,
Uwaga. Nie rozrézniamy zdan @ i W takich, ze |- <
12,100, Udowodnig, ze twierdzenie Skolema-Léwenheima réwnowazne

jest pewnikowi wyboru (na gruncie aksjomatyki Zermelo-Fraenkela, por.
aksjomatyka opisana w [3D).

12.101. Udowodnié, ze jezeli K e EC i K, e EC, to Ky n K, e EC,
K VU K,eEC.

12,102, Udowodnié, ze jezeli K, €EC, i K, & £C,, to K, n K, e EC,,
K v K, EEC,.

12.103. Jaka interpretacje topologiczny maja zadania 12,100 i 12.102
(poréwnaj zadanie 12.99).

12.104. Udowodnié metodami teorij modeli, Ze kazdy czgsciowy po-
rzadek moze byé rozszerzony do liniowego,




ltozdzial X111

FUNKCJE REKURENCYJNE

Niech f: Ay x...xd,— 4. Jesli 4, c A dla i< n, to mbbwimy, ze
J jest okre§lona na liczbach naturalnych. W szczegolnosei, jesli 4, =
= A, = ... = 4, = A, to mbwimy, ze [ jest okreslona na catym zbiorze
liczb naturalnych.

W rozdziale tym zajmowaé si¢ bedziemy wylacznie funkcjami okreslo-
nymi na liczbach naturalnych,

Moéwimy, Ze zbidr funkeji Fjest zamknigty ze wzglgdu na n-argumentows
operacje & jesli z faktu, ze f;eF dla << n wynika, ¢ 3(f, ..., L) eF.

Niech teraz f bedzie dowolna n+1 argumentows funkcja. Funkeje
glxy, ..., x,} okreSlona w sposéb nastepujacy:

g(xy, ..., X,) = najmniejsze x takie, ze f{x, x;, ..., x,) =0

oznaczamy przez (ex)[f(x, x4, ..., x,) = 0].

Tak wigc zdefiniowana zostala pewna operacja na funkcjach zwana
operaciq minimuni.

Jezeli funkcia fjest taka, ze A ... A V f(x, Xy, ..., X,) = 0, to 0 operacji

x Xn X
minimum zastosowanej do funkcji £ méwimy, Ze jest efektywna. Operacje
minimum ograniczona jedynie do funkcji majacych powyisza wlasnosé
nazywamy operdcia minimum efektywnego.

Pewna modyfikacja operacji minimum jest operacia minimum ograni-
czonege, ktora funkeji f(x, x,, ..., x,) przyporzadkowuje funkcje g =
= (ux < Y[fx, %, ..., x,) = 0] okreslona w nastepujacy sposob:

g(yr Xy oveny xn) =

(O, %0 . x) =0A x <yl jeli takie x istnieje,
10, w przeciwnym wypadku.,

Inna operacja okreslona na tej samej klasie funkeji jest operacia zwana

125



definiowaniem przez indukeje, Cresto tey nazywa si¢ to operacje rekursjg
prosiq.

Majac dane dwie tunkcje Sy ey xy) i 8(xy, oy X, 9, 2) mozemy
mianowicie zdefiniowag funkeje A nastgpujgco:

h(_oz xIs AN xn) =f(x1: 5wy xn)’
;i(n+l! "t]'_’ ey -rn) == g[xl’ "'9~¥n5 1, h(n) “:1) ...,)—")].

Szezegélnym przypadkiem tej operacji jest tzw. schemat czystef iteracyi,
ktéry prowadzi od funkeji g(x) do funkeji f(x) okreslonej przez réwnosei

J©0) =0,
S+1) = glf(n)].

Zbiér funkeji pierwomnie rekurencyjnych jest to najmniejszy zbiér fun Kcji,
ktéry zawiera funkeje

S(x) = x+1, fx)=x, I(x » =y, O(xy=10

i jest zamkniety ze wzgledu na operacjg rekursji prostej i superpazycji.

Zbidr funkeji rekurencyinych (ob!icza!nych) okreflamy jako najmniejszy
zbidr zawierajacy te same funkcje wyjsciowe, tj. funkcje S(x), i(x), Iy(x, »)
1 0(x) oraz zamkniety ze wzgledu na operacje superpozycji, rekursji pro-
stej 1 minimum efektywnego.

Zbidr funkcji czesciowo rekurencyjnych jest to najmnicjszy zbior zawie.
rajacy funkcje Stx), I(x), Ix, » i 0(x) oraz zamknigty ze wzgledu ng
operacje Superpozycji, rekursji prostej i minimum,

Relacje R o polu 4 nazywamy pierwotnie rekurencyjng (rekurencyjng,
wzglednic obliczalng), jesli istnigje funkcja f pierwotnie rekurencyjna (obli-
czalna) taka, ze

Rimy, ..., )<= fmy, ... ,m,) =0,

W szczepbinosci zbisr Ac & MAZYWAMY pierwotnie rekurencyjnym
(obliczalnym), Jezeli istnigje taka funkeja f pierwotnie rekurencyina (oblj-
cralna), ze

med<fim) = 0.

Zbibtr A = ¥ Jjest natomiast zhiorem rekurencyjnym przeficzalnym, jesii
istnieje taka funkcja obliczalna Soze fe A = 4.

13.1. Dowiesé, ze kazda funkcja pierwotnie rekurencyjna jest okredlona
dla wszystkich liczh naturalnych.
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13.2. Dowie$é, ze kazda funkcja obliczalna jest okredlona dla wszystKich
liezb naturalnych.

13.3. Dowies¢, e kazda funkcja pierwotnie rekurencyjna jest funkeiy
nhliczalna.

13.4. Dowiesé, ze kazda funkeja obliczalna jest funkcja czedciowo
n-kurencyjna,

13.5. Dowiesic, Ze zbiory funkcji pierwotnie rekurencyjnych i ezeiciowo
rekurencyjnych maja moc N,

Dowiesé, ze nastepujgce funkeje sa pierwotnic rekurencyjne (zad.
13.6-13.11):

13.6. f(x, y) = x+y.

13.7. fx, ) = x- y.

13.8. fi{x) == n.

13.9. f{x, y) = .

13.10. f(x) = (x+1)!

x—y, dy x = y.

13,01, f(%, ) = x2p= {0: ) gdi x<i_

Dowies¢, ze nizej wypisane relacje sg pierwotnie rekurencyjne (zad.
13.12-13.14);

1312, x < y.

13.13. x = .

13.14. x < y.

13.15. Dowiesé, ze jesli R(x) i Ry(x) sq relacjami pierwotnie rekuren-
cyjnymi (obliczalnymi), to Ri(x) v R(x), Ri(x)A R.(x) oraz ~ Ri(x) sa tez
relacjami pierwotnie rekurencyjnymi (obliczalnymi).

13.16. Dowiesé, ze jedli R(x, y) jest relacja obliczalna, to A R(x, y)

xX<n

1V R(x,y) tez sa relacjami obliczalnymi.
X«<Zh

13.17. Dowiesé, 76 4 = 4" jest zbiorem pierwotnie rekurencyjnym
wiedy 1 tylko wtedy, gdy istnicje taka funkcija pierwotna rekurencyjng
foze fi A" = {0, 1} i HE A< fln) = 1.

13.18. Dowiesé, ze gdy 4 i B sa zbiorami obliczalnymi, to 4 w 5.
ANB i1 A —A4 sy tez zbiorami obliczalnymi.

13.19. Dowiesé, ze Jezeli £ g sy funkejami pierwotnie rekurencyjnym;
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a R(x) jest relacjy pierwotnje rekurencyjna, to funkeja A(x) okreslona
jak nastgpuje:

F(x),  gdy R(x),

gty = {g(x), gdy ~R(x)

Jest funkeja pierwotnie rekurencyjna,

13.20. Dowiesé, ze kazdy zbigr skoriczony jest plerwotnie rekurencyjny, |
13.21. Dowiesé, ze kaidy zbi6r obliczalny jest rekurencyjnie przeli-

czalny.

13.22. Dowiesé, ze jesli £(x) jest taka funkcjy, ze fx) # ny dla skori- |

czenie wielu wartoécei x, gdzie n, jest dowolna, ale ustalong liczba nafuralng,
to f jest funkcja pierwotnie rekurencyijng.

13.23. Dowiesé, ze kazdy zbiér rekurencyjnie przeliczalny i nieskop-
czony zawiera nieskoriczony podzbiér rekurencyjny.

13.24. Dowiesé, ze nieskoriczony zbiér 4 = 4 Jest rekurencyjny wiedy '
i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja rosngca f taka, ze f jest rekurencyjna |

1+ 4 = A,

I-1

13.25, Dowiedé, z¢ jesli £ —ai A0 fest obliczalna, to /=1 tes Jest 5

obliczalna.
13.26. Dowiesé, ze jesli 4 jest zbiorem rekurencyjnie pizeliczalnym,
a fjest funkcja obliczalng, to /144 jest zbiorem rekurencyjnie przeliczal nym,
13.27. Dowiesé, ze Jesli R(x, ) jest relacja obliczalng taka, ze

AV R p),  to fx) = (B)R(x, y)

jest funkcjy obliczalng.

13,28, Dowieié, ze Jezeli R(x, y) Jest relacjy obliczalna taka, ze
AV R(x,p), a g(x,) jest funkcja obliczalng, to J(x) = () R [g(x), ] jest
f'unykch obliczalna, natomiast hx) = (uy) R[x, g(v)] jest funkejg czesciowo
rekurencyjng.

Dowiesé, ze nastepujgce funkeje i relacie sz pierwotnje rekurencyjne
(zad. 13.29-13.32):

13.29. 1 [—f]
y
13.30. x|y.

13.31. EL/x].
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13.32. x—E[/x]%
13.33. Dowiesé, ze zbiér funkcji pierwotnie rekurencyjnych jest zam-
knigty ze wzgledu na operacjg minimum ograniczonego,
13.34. Dowies¢, ze jezeli R(x, y) jest relacjqy pierwotnie rekurencyjna,
to relacje
ARy i VR
x<n x<n
ez sq pierwotnie rekurencyjne.
13.35. Dowiesé, 7e dla kaidego »n > 2 istnieig takie pierwotnie rekuren-
cyjne funkcje J,, JL, ..., J", Ze
Q) Jud" s g By T e, Q) LT, ., JH] =
13.36. Dowies¢, ze jesi R(x, x;, ..., x,) jest relacja pierwotnie reko-
rencyjng, to istnigje relacja pierwotnie rekurencyjna R'(x, y) taka, ze

V.V R, xp, 0 xR (x, ),
Xn ¥

xy

N\ R, xq, e, x0) < AR, 9).

13.37. Dowies¢, ze zblér funkeji rekurencyjnych moze byé okreslony
jako najmniejszy zbior zawierajacy funkcje 0(x), S(x), f(x), L(x, y) oraz
J,, J i zamkniety ze wzgledu na superpozycje oraz uproszczony schemat
rekursji, ktory funkeji g(x) przyporzadkowuje funkejg f(x, y) okreslong
rownosciami:

fx,0) = x,
ftx, n+1) = g[f(x, »)]

Niech & bedzie najmniejszym zbiorem funkcji zmiennej naturalnej
zamknigtym ze wzgledu na operacje dodawania, funkcji superpozycji
i czyste] iteracji. Dowie$é, Ze nastcpujace funkcje naleza do S (zad.
13.38-13.43):

13.38. sq(x) = {
13.39. x2%

X
13.40. E[—:I.
2

13.41. E[/x].

1, jesli x jest kwadratem liczby naturalnej,
0, w przypadku przeciwnyim.
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S(x) = x+1i O(x) = x~[/x]? i zamknicty ze wzgledy na operacje doda-
wania funkgji, SUperpozycji i czystej iteracji.

1345, F unkcje f(x, *15 .15 X,) Nazywamy uniwersalng dla n argumento-
wych funkcjizbioruﬂjes’li dlakazdegog € Fistnicje takie u, 2e 8(xy, i, x,) = |

= flu, x,, -3 X,) dla kazdego Xis oo X Dowiedé, ze istnicje funkcja
ucniwersalna dla zbjoru jednoargumentowych funkeji pierwotnie rekurei-
cyinych, ktdra Jest funkcjg obliczalng.

13.46. Dowiesé, ze Jjezeli zbiér funkeji F jest zamknigty ze wzgledu na |
superpozycie i zawiera funkeje S(x), to nie zawiera swojej funkeji uniwer- |

salnej.

13.47. Dowicié, se istnicja funkcje obliczalne, ktére nie 53 pierwotnje
rekurencyjue.

13.48. Dowiesé, ze dla kazdej funkcji obliczalnej £ istnieja takie relacje
pierwotnie rekurencyjne R, i R,, ze

Sm) = ne\/ Rm, n, x) <= /\ Ry(m, n, x).

13.49. Dowiesé, 2e dla kazdej funkgji obliczalnej f istnieje relacja
pierwotnie rekurencyjna R taka, ze

f) = J3lux) R(x, n)).

1'




Dodatek I

INDUKCJA MATEMATYCZNA

Zasade indukcji matematycznej formuluje sie w nastepujacy sposdb:
Niech Z bedzie zbiorem takim, ze
I)y0DeZ.

2) Dla dowolnego naturalnego n, jeéli neZ, to n+1eZ. Wéwczas
¥ zawiera wszystkie liczby naturaine.

W szezegdlnosei jezeli Z jest zbiorem zlozonym z liczb naturalnych,
to Z =4,

n n
2. a;, iloczyn @y...a, przez [] a.
=1 =

i=1
Oto kilka dalszych definicji:

Sumg a,+...-+a, oznacza sie przez

nl=1-2-...-n 0 =1

AN n!
k) kln—k)! -~

D1.1. Udowodnié, Zze w kazdym niepustym zbiorze liczb naturalnych
istnicje liczba najmniejsza (jest to tzw. zasada minimum).

b4

D1.2. Udowodni¢, ze w kazdym niepustym ograniczonym od gory

zbiorze liczb naturalnych istnieje liczba najwicksza (jest to tzw. zasada
malksimum).

D1.3. Udowodni¢ nastepujaca tzw. zasade indukcji uogdlnionej:
Jeéli Z jest zbiorem takim, Ze
1) keZ.

2) Dla dowolnego naturalnego # >k jesli neZ, to n+leZ, to
ZoN—{0,..,k—1}.

D1.4. Udowodni¢ nastepujaca tzw. zasade indukeji porzadkowej:
Jesli Z jest zbiorem liczb takim, Ze jesli dla wszystkich m >k im < n,
meZ, toneZ to Zo 4 —{0, ..., k—1}.

g+
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D1.5. Udowodnid zasadg indukcji za bomocy zasady minimum,
DI1.6. Udowodnic zasade maksimum za pomoca zasady mainimum,

D1.7. Udowodnié zasadg indukcji uogélnionej za pomocy zasady
minimum,

D1.8. Udowodni¢, ze w kazdym ograniczonym od dotu zbiorze liczb
catkowitych istnicje liczba najmniejsza.

D1.9. Udowodni¢, ze w kazdym ograniczonym od gory zbiorze liczb
catkowitych istnieje liczba najwicksza,

D1.10. Udowodnig, ze jesli Z jest zbiorem liczb calkowitych takim, ze

) 0ez,

2) dla dowolnego calkowitego » jedli €EZ, to n+leZ i n—1 eZ, to
Z jest zbiorem wszystkich liczb calkowitych,

Udowodnié, ze (zad. DL1I-D]1.15);
n{n+1)
2

DLIL. 142434+ .. +n =

1) 2n+1
DII2, 13422432 4,2 o @gﬂ)

n%(n41)2
DLI3. 134294334 403 = (1424 .. +m2 = %(_44

n(n+1)

D1.14. 12-22432_42, H=1D"n? = (=gt

nn+1}yn+2
DLIS. 1424234 . tn-(ai]) = ﬁt_;i"_)

D1.16. Jakie musi by¢ k, zeby dla wszystkich n spetniony byt wzdér
1-442-74 .. +n(3n41) = n(n+1) (n+k).

D1.17. Jakie musi by¢ k, zeby dla wszystkich n spetniony byt wzér

t+1) (n+2) 3n-+-k
2-1243-224 a(n—1)24(n4-1) - nt = n(’—*)(‘lz—)_(—_j :
Dowies¢, ze (zad. D1.18-D1.33):

D1.18. =2 = o
iG+1)  nrl
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1 n
D1.19, E = .
(2i-1)(2i+1) 2m+1
i=1

L

]
D1.20. E = .
(Bn=2)3n+1) 3n+1
i=1

1 n
D1.21. E - . a>0.
(@+i—1) (@+i) a@a+n)’ °
i=1

- 1 1[1 1
P32 Z i(i+1) (i+2) _'E[E T (n+1) (n+2)]'

=

D1.2 1 _ nln-41)
o Z (2i—-1)Qi+1)(2i43)  2@a+1)@2n+3)"
= _

DI.24, H Z (idjm1) = ﬂ’“%"_“*ﬂ

=

i=1 =1
D1.25, Y (2i—1) = n2.

i=1

D1.26. ¥ (2i—1)% = n’(2n2~1).

i=]1

D1.27. Zn: (4i—3) = n(2n—1).

i2'=24(m-1)-27%L,

M: u

D1.28,

i

1

2 R L

M:

D1.29.
i

DL30. (x+3)" = Z (’:) X

i=0

o () (4)- (22

it
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m n m-+n
w3 (0)(2)-7)
i=0

D1.34. Udowodnié, ze jesli [(n) jest funkeja rosnicy o warto$ciach cal-
kowitych, a zbior Z ma nastepujgce whasnoséei:

1) f(m) eZ dla kazdego ne 4.

2) Dla kazdego & catkowitego jedli ke Z, to k—| eZ,
to zbiér Z zawiera wszystkie liczby catkowite,

Dowies¢, ze (zad. D1.35-D1.45):

D135, Y i-il = (n-+1)! —1.
=1

18

Z 1 i +4) 8
D1.36. cosiﬂ=—+m 2) .

2 2sinlp
i=0
‘ in 210
D1.37. cos (2i—1)p = 2B 1Y
2sin 0
I=1

a-1
D138, x"~1 = (x—1) ¥ x'.
i=o

n

2;' 1 2111'1
D1.39, Z =T dla ozl
x2

14x2 7 x— 1—

D1.40 " B . x| # 1
40. = . . a  |x .
1—x¥ =y [ —x2

i —(n 1 5 n+1 xzz+2
D1.41. i = XD X 4n dla  x+ 1.
(1—x)*

i=1
D1.42. ]EI (n4i4) =27 f[ 2i—-1).
i=1

i=1

D43, [T(14x%7") = [+ []x¥"",
i=1 i=1
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n

) s‘ 2]'1""1_
D144, I | cos(2F - gy = SBET - 0)

2" ging

g n
| - l:[(a,+l) H(ﬂi+1)
D1.45. 1+ 4 E B e B

a j+1 - r+1l
=1 [1a {1l a

i=1 =1
Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej » (zad. D1.46-D1.53):
D1.46, 2" > a. D147. vl > nn > 2.
D1.48. 2|n® 4n. D1.49. 6{n*—n.
D1.50. 30|n°—n. D1.51. 42|n" —n.
D1.52. 43{6" 37312, D1.53. k2 4+-k+ 1K™ 2+ (k4 1),

Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n i dla kazdej liczby pierwszej p
(zad. D1.54-D1.60):

D1.54. pln¥—n.

D1.55. 6|+ 5m.

D1.56. 120(#%—51%4-4n.

D1.57. 24|nf =305+ 6nt— T34 5% —2n.

D1.58. 133|117 24 122%2,

D1.59. 25/2"*%- 3" L 5p—4,

D1.60. 64[3%*14.40n—67.

Dla jakich liczb naturalnych n prawdziwe sq nieréwnoéci (zad. D1.61-
D1.68):

D1.61. 2n+1 < 2", D1.62. n% < 3",
D1.63. n® < 2", D1.64. »® < n!.
D1.65. {(n+1)" < n™**1, D1.66. #2-2" < n¥4n—2.
D1.67. 3° < n®+2n—4. D1.68. n2+1 < 2"1,
DL.69. Dowies¢, ze dla naturalnych n > 2

2t o o

Dowies¢, ze dia naturalnych » > 1 (zad. D1.70-D1.71}:
1 n
D1.70. n! < (%) .

4
. (2n)!-
n+l ()2

D1.71.
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Dowiesc, ze dla dowolnego x > 0, dowolnego naturalnego n i % <H
(zad, Dl.72~D1.73):

DL.72. (14x) > 1 +nx.

k 1) k k\?
DI73. 1+ — <& (142 <l+—4 (2.
n n n ]

Dowiesé, ze (zad. Dl.74—DI.76).'

"

1
D1.74. —=>n danza
Ji
i=1
h
!
DL75. > — <1 dia »n>q
7
i=2
n
1 13
D1.76. —_—

= dla »n> .
a+i 24

i=1

D1.77. Dowiesé, ze Jezeli @) =0, s @y 220, to
a.

R ! L
§ 4
—_— ll a. K
= . bt

n \/i=1 ' #

D1.78. Dowieéé, ze dla dodatnich «,, .

i

- @, Mamy

n—1 1
a, a; f
— -+ —Z=n. i
a Qi :
i=1

DI.79, Udowodnié, ze dia dodatnich q,, iy @ IDAMY
n
1 n?
a n
=l Z a;.
=1
wp . I
D1.80, Dowiesé, ze sin 2nx-+cos 2nx > i
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+1)1.81. Udowodnié (bez pomocy zadania D1.77), ze dla dodatnich

i ey Ay
n

n
esliJ[Jai=1,to Ya=n
i=1 i=1

Kiedy zachodzi réwnosé?

»D1.82, Dowieid, ze dla nieujemnych a,, ..., a,

n 3 n

Zﬂz z a?

i=1 < =1
n n

Wykazaé, ze réwno$é zachodzi tylko wowczas, gdy a, = a; dla wszyst-

kich i, j < n.
D1.83. Dowies¢, ze dla @ i b takich, ze a+b > 0 zachodz nierdwnosc

a'+b" = a+b "‘
2 2

n o In
— + — Jest

D1.84. Dowieié, ze dla kazdego n naturalnego ERENET

liczbg naturalng.
D1.85. Dowieid, ze jedli wyrazy ciagu a, spehiiaja nastepujace warunki:

iy =2, @ =3, G,41 = 3a,—2a,_,, to a,=2"+1.
D1.86. Dowiesé, Ze jezeli wyrazy ciagu a, spefniajg nastepujace wa-
ranki: ay =1, @y = 2, a, = a,_1+a,_,, 1o a, < (I
D1.87. Dowieéé, ze jezeli wyrazy ciagu @, spelniaja warunek:

1 Ao
p=———, 10 an=rf——.
2,141 2nay+-1
D1.88. Dane sa dwa ciagi an i by takie, ze @, = 1, b, = | oraza,,, =

= a,+2b,, b, 1 = a,+b,. Dowie$c, ze
a, = {1+ +(1=y2", b, = /20 +/2"-(1-2)1.
D1.89. Dane sa ciagi a, i b, takie, Ze @) = 3, by = 2, a,4; = a,+2b,,
bys1 = a,+b,. Nic korzystajac z zadania D1.88 dowiesé, 7e a"—25% =1.
D1.90. Dany jest ciag a, taki, ze a; = 0, a; = 1 oraz a,4, = a,+a,_,

Dowiedé, ze jesh n > 0, to
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n—1

El) pty = 1+_Zoai:
i=

b) a: = I‘r"an-lan-!-l’

€) Gyp4q = a5+l

D1.91. Wyrazy ciagu a, spelniaja nastepujgce  warunki: a =2,
% = 34,41+ 1. Znalesé Y. a.

=1

D1.92. Wyrazy ciagu a, spetniaja nastepujacy warunek a1 —2a,+
+a5.; = 1,

Warazié a, za bomocy a4, a, oraz .

D1.93. Wyrazy ciggéw a, i b, spelniaja nastepujace warunki: g, = 2
by =1, a,,, = 2a,45b,,b,., = a,+2b,.
Wyrazi¢ a, i b, w zaleznoséci od n,

D1.94. Dowiess, ze kazdy n kat mozna podzieli¢ na n—2 tréjkaty nie
przecinajgeymi sie przekatnymi,

D1.95. Dowiesé, ze obszary wyznaczone przez n prostych na plasz-
Czyznie mozna pokolorowaé dwoma kolorami tak, by zadne dwa o tym
samym kolorze nie mialy wspélnego boka,

D1.96. Dowiesé, ze n kwadratéw mozna zawsze pociaé prostymi
W ten sposéb, by z uzyskanych kawalkéw mozna bylo zlozyé jeden nowy
kwadrat.



ivodatek IT

KRATY I ALGEBRY BOOLE’A

System relacyjny € = (L, A, v) nazywamy kratq (ang. dattice), jesli
dzialania A, v s3 dzialaniami dwuargumentowymi © nastepujzeych
wlasnodciach:

Ll a) ara=a, b) ava = a.

L2 a) anb = baa, b) avh = bva.

L3 a) an(brce) = (anblac, b) av(bve) = (avb)ve.

L4 a) an(avb) =a, b) av(ianb) = a.

Jedli dziatania A i v maja dodatkowo wlasnosci:

L5 a) an(bve) = (anb)vianc),

b) av(bac) = (avhalave),
to kratg nazywamy rozdzielng.
Krata bywa tez nazywana struktura.
D2.1. Udowodnié, ze w dowolnej kracie

(a=avh)<(anb = b).

D2.2. Wprowadzamy relacje dwuargumentowa < wzorem g < <«
<= avbh = b, Udowodnié, ze relacja < jest czgiciowym porzadkiem.

D2.3. Niech € = (L, A, V) bedzie krata, za§ < cz¢ciowym porzad-
kiem okreSlonym w zadaniu D2.2. Udowodni¢, ze system relacyiny (L, <)
jest zbiorem skierowanym, innymi stowy, Z¢ spelnia on  warunek
A V@<<enb<eo)

ab ¢

D2.4. Rozwaimy podobnie jak w zadaniu D2.3 system relacyjny
(L, <>. Udowodnié, ze w zbiorze L kazde dwa elementy maja kres dolny
i gorny, to znaczy, Ze

) AVAIMd<and<b)sd<cl,

ab ¢ d

b) A VA [l@a<<dab <d)<c<d]

ab ¢ d
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D2.5, Udowodnié, ze w dowolnej kracie:

a) anb < qa,

by (@< bae <d)={anc < bad),

c) a<avh,

d) (a<bare gd}:@wgbvd}.

D2.6. Rozwazmy system relacyjny (A —{0}, A, v), gdzie xAy =
= NWD (x, ), za§ «» vy = NWW (x, »). Udowodnié, ze system ten
Jjest krata. Czy krata ta Jjest rozdzielna ?

D2.7. Udowodnié, ze Je8li <X, <) jest zbiorem liniowo uporzadko-
wanym, to mozna w nim wprowadzic dzialania A oraz v W ten sposob,
ze (X, A, V) jest krata, a porzadek (por. zadanie D2.2) Wyznaczony przez
te dziatania jest identyczny z <.

D2.8. Jesli (L, A, V) Jest kraty, to kresem dolnym zbioru X < I
nazywamy te L, spehniajace warunek

/\/\[(}"EX=>X~<__}')¢xgt].
x y

Udowodnié, ze dia kazdego skoriczonego podzbioru zbiory I, istnieje
kres dolny.

D2.9. Sformulowaé (analogicznie do zadanja D2.8) pojecie kresu
gornego. Udowodni¢ analogiczne twierdzenie,

bylby skoriczony?

D2.11. NieechN X, U x oznaczajg odpowiednio kres g6érny i dolny
zbioru X = L (o ile istnieja). Niech X | ¥ beda skonczonymi podzbiorami
zbioru L. Udowodnig¢, ze:

a) ﬂXA(']Y:ﬂ(XUY), b) UXviJy = U@ur.

D2.12. W zbiorze P(A) Wprowadzamy relacje ~ wzorem X~ ¥
wiedy i1 tylko wtedy, gdy (X¥— Y)u(¥-x) jest zbiorem skofczonym,
Jest to relacja réwnowaznosci, w zbjorze Jjej klas abstrakcj wprowadzamy
relacje < wzorem (A1 < [Bl<s A-F jest zbiorem skoriczonym. Udowod-
ni¢, Ze w zbiorze A /~ moZna wprowadzié dzialania A i v tak, ze otrzy-
mamy krate, a czesciowy porzadek Wwyznaczony przez dzialania A j v jest
identyczny z <. Udowodni¢, ze definicja relacji < Jest poprawna, to zZnaczy,
ze mnie zalezy od wyboru reprezentantdw.

D2.13. Niech £ = <L, A, v} bedzie kraty. W zbiorze I, okre$lamy
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dziatania A’ 1 v’ wzorami aAa’b = avh, av'b = anb. Udowodni¢, ze
=L, A, V') jest krata.

D2.14. Niech (X, D) bedzie przestrzeniy topologiczng, D ~— rodzing
domknigtych podzbioréw X, W zbiorze D okreslamy dzialania A i v
wzorami AAB=ANB, AvB = AuUB. Udowodnié, ze system rela-
cyjny {D, A, v jest kratg rozdzielna.

D2.15. Krata {L, A, v) nazywa sig kratg modularna, jesli spefniony
jest w niej warunek: L4 1/2 a<<c=av(bac) = (avb)ac. Udowodnid,
Ze kazda liczba rozdzielna jest modularna.

D2.16. Udowodni¢, ze warunkiem koniecznym i dostatecznym na to,
by krata byla modularna jest, by nie zawierata podkraty piecioelemento-
wej {{a, b, ¢, d, e}, A, V), w ktorej porzadek < posiada diagram (rys. 45,
str. 253).

D2.17. Wskazaé przyktady kraty rozdziclnej, kraty nierozdzielnej. Jaka
wlasnos¢ aksjomatu LS jest w ten sposob udowodniona?

D2.18. Wskazaé przykiady:

a) kraty niemodularnej,

b) kraty modularnej ale nierozdzielne;.

D2.19. W zbiorze 2(X?), tj. wszystkich relacji w zbiorze X relagja <
Jest czgsciowym porzadkiem. Udowodnié, Ze w zbiorze tym mozna tak
okreslié dzialania A i v, by wyznaczona przez nie relacja << byla iden-
tyczna z <.

D2.20. W zbiorze T wszystkich relacji réwnowaznoéei o polu X re-
lacjg & wyznacza czgéciowy porzadek. Udowodni¢, 2e mozna tak okre-
sli¢ dzialania A i v w zbiorze T, by Wyznaczony przez nie porzgdek <
byt identyczny z <,

D2.21. Udowodni¢, ze uklad aksjomatéw L1-L5 jest zbyt obszerny,
na przyklad:

a) L1 jest zalezne od pozostatych,

b) L5 a i L1 b jest zalezne od pozostalych,

¢) L5 b jest zalezne od pozostalych.

D2.22, Zaléimy, ze O # X = L ma oba kresy. Udowodnié, ze

a) (X<x daxex,

b)x<{JX daxex,

o NA<Ux

D2.23, Udowodnié, ze jezeli niepusty zbior X = L ma kres gérny,
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to zbiér elementéw w postaci avx (gdzie g Jjest ustalonym elementem,
x€eX) tez ma kres gorny i zachodzi réwnoéé

avUX = {Jlavx:xe X}
D2.24, Przy analogicznych zalozeniach jakwzadaniuD2,22 udowodnié, ze
an(1X =N{arx: xeX}

D2.25. Niech {g,: te T}, {b,: t e T} beda rodzinami elementow zbioru

L. Niech A a, < b, i niech istnicja kresy dolne i gorne obu zbioréw,
teT
wtedy

a)ma:§mb:: b)Uangb!s

teT teT el teT

gdzie M a, = {a,: te T}, zas Ua=U{g:teT).
teT teT

D2.26. Przy zatozeniach zadania D2.25 udowodnié, ze Jezeli rodziny
{avb . teT}, {an b :teT} majy odpowiednie kresy goérny i dolny, to:
a) Ur(arvba) = Uﬂ,VU by,
Ta’]

teT teT
b) M (a:/\b:) = mar/\mbr:
reT teT te¥
¢} MNav b < (avs).
teT teT teT

D2.27. Krata (L, A, V) nazywa sig zupelng wtedy i tylko wtedy,
gdy kazdy jej podzbisr niepusty posiada kres goérny i dolny. Znalezé przy-
klad kraty zupelnej i kraty niezupelnej. Udowodni¢, ze kazda krata skofi-
czona jest zupeina.

D2.28. Element ae I, nazywa sig zerem ( Jjednoicig) w kracie CL,A, VD
jesli spelnia on warunck

A@ax =a)[Afavx = a)].

a) Udowodnié, 7e w kracie Jest co najwyzej jedno zero.

b) Udowodni¢, 7e w kracie jest co najwyzej jedna jednosé.

¢) Znalei¢ krate z Jednoicia, ale bez zera,

d) Znalezé krate z zerem, ale bez jednofei.

e) Czy w kracie zero moze by¢ réwnoczeénie Jjednoscia ?

D2.29. Niech krata &’ bedzie kratg okreSlong w zadaniu D2.13.

a) Udowodnié, ze jedli krata ma zero, to krata €' ma jednosé.

b) Udowodnié twierdzenie odwrotne do twierdzenia a.

¢) Udowodnié analogiczne do a twierdzenie w przypadku, gdy krata @
ma jednosé.
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d) Udowodnié, ze jesli € ma zero i jednosé, to £ takze je posiada.

e) Czy jesli £ jest kratg rozdzielng, to £’ takze jest kratg rozdzielna?

f) Czy jeéli € jest krata modularng, to £’ takze jest krata modularng?

D2.30. Idealem w kracie € = (L,A, V) nazywamy niepusty podzbiér
| = L spelniajacy warunki:

It aelnbel=avbel

Rasianb<a=bel
tIdowodnié, Zze L jest idealem w Z.

D2.31. Udowodnié, ze warunki 11 i 12 mogq by¢ zastapione jed-
uym Fl11/,

gelnbel<avbel

D2.32. Udowodnié, ze jesli 0 jest zerem w kracie £, to

a) {0} jest idealem w L.

b) 0 nalezy do kazdego ideatu w 2.

c) {0} jest czescia wspolng wszystkich idealéw w X.

D2.33. Udowodnié, ze jesli ae L, to zbidr (&) = {b : b < a} jest ide-
alem w kracie €. Nazywamy go idealem glownym wyznaczonym przez a.

D2.34. Udowodnié, e na to, by w kracie £ istnialo zero potrzeba
i wystarcza, by czg$é wspdlna wszystkich idealdw w £ byla niepusta.

D2.35. Filtrem w kracie € = (L,A,v) nazywamy podzbiér niepusty
/"= L spetniajgey warunki:

Fl aefFabelF=anbekF,

F2 acFrha< b=bel.
Udowodnié, ze L jest filtrem w 2.
Co oznacza znak A w poprzedniku zdania Fl, 4 co w nastepniku?

D2.36. Udowodni¢, ze warunki Fl, i F2 mogg byé zaslapione jed-
nym F1Y/,

aeFAabeF<aAbeF.

D2.37. Udowodnié, ze jesli 1 jest jednoécia w kracie £, to

a) {1} jest filtrem w £.

b) 1 nalezy do kaizdego filtru w £.

c) {1} jest czgicia wspolna wszystkich filtréw w £.

D2.38. Udowodnié, ze jesli ae L, to zbidr [a] = {b:a<< b} jest fil-
trem w L. Nazywamy go filtrem gidwnym wyznaczonymm przez 4.

D2.39. Udowodnié, ze w kracie skonczonej kazdy ideat i kazdy filtr
sa gléwne.,
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D2.40. Udowodnié, ze jesli w kracie zupelnej £ = Loa,v) e
rzadek < wyznaczony przez dzialania A i v Jest porzadkiem liniowym, tg
kazdy ideat w @ jest glowny. Wskazaé przykiad dowodzacy, e warunck
zupetnosei jest istotny.

D2.A41. Udowodni¢, ze w kracie zupelnej istnieje zero | jednosé. Wye
wnioskowaé stad, ze w kazdej kracie skonczonej istnieje zero i jednodd,

D2.42, Niech € = LA, v bedzie krata, a < porzadkiem wyznae
¢zonym przez dzialania, Udowodni¢, ze Jjezeli dla kazdego podzbioru_;;{
XL, (X, <) jest kraty (to znaczy kresy par elementéw z ¥ sz w X)i
to < jest porzadkiem liniowym. Udowodnié, ze wystarczy, by wymr'enionqg

wlasnosé posiadaly podzbiory skoficzone (2 nawet dwue]emen[owe).

D243, Udowodnié, ze Jesli w kracie rozdzielne] z zerem i jcdnos’;ci;.;iai
L=L(Lan,v, 01> spefniony jest warunek

Vilarb = 0)afavs = 1],

to element & jest wyznaczony przez a jednoznacznie. :
Algebrg Boole's nazywamy system relacyjny a = CAy AV~ 0, 1)

taki, ze (A,A,v, 0, 1) jest kratg rozdzielna z zerem j Jednoseiz, za¢'

dzialanie ~ jest dzialaniem _jednoargumentowym I speinia warunki:

an~a =0, agv~g=1.

D2.44. Udowodnié, ze jezeli avb =11 gap = 0, to b = ~g,
D2.45, Udowodnié, e ~ ~g = P g ~g < ~p.
D2.46. Udowodni¢ brawa de Morgana:

~PAG) = ~pvng, ~(pVg) = ~pan~g.

D2.47, Niech q = A, n,v,~, 0, 1. Dia kraty q = (A, v, A
przeprowadzamy konstrukcje opisana w zadaniu D2.13. Jak nalezy zde-
finiowaé dzialanja ~' stale 0" § ', by system q' = (A, A v~ 051
byl algebra Boole'a ? Jesli 7 byt idealem w a, czym bedzie w ' ? Czym w a
bedzie zbisr F, ktéry w a byl filtrem ?

D2.48. W zbiorze 2 — {0, 1} wprowadzamy dzialanja AV T~ wao-
rami:

XAy = min (x, y) AVY =max{x,y) ~x=]—x

Udowodni¢, ze system 2 = (2,A,v, ~, 0, 1> jest algebra Boole’a.
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D2.49. Niech (X,0) bedzie przestrzenia topologiczna, O rodzing
‘bioréw otwartych w X, Cl operacja domknigcia, zas Int operaciy wng-
izt wote] topologii,

Zbiorem regularnym otwartym nazywamy zbiér A taki, Ze 4 = Int
[C1(A4)]. W redzinie wszystkich zbiordw regularnych otwartych wprowa-
dramy dziatania

AnB=d4dn B, AvB=IIt[Cl{4 uB)], ~A=X-Cl4d,
0=0, |I|=2X.

Udowodnié, ic zdefiniowaliémy algebrg Boole’a.

D2.50. Algebra Boole’a {4,a,v,~, 0, 1) jest zupela jesli krata
wAd.n v ) jest zupetna. Udowodnié, Ze jesli kres gérny i dolny w algebrze
rozwazane] w zadaniu D249 okredlimy jako:

MY, =IntCI(N X)), UX,=Int[Cl(Y X)I

teT reT t=T t=eT
rdzie znaki (7} i [ po lewej stronie oznaczaja kresy, za$ po prawej zwy-
vzajne dzialanja mnogodciowe, (o rozwaZana algebra jest zupelna.

D2.51. Udowodni¢, ze jesli kres gérny {J a4 istnieje, to kres dolny

teT
[ (~a) takie istnicjc i ~|J g = (] (~@). Analogicznie dla kresu
teT teT teT
pornego.

D2.52. Filtr F w kracie € = {L,A,Vv > nazywamy pierwszym, jesli
uvbeF—-acFvheF. Udowodnié, ze w algebrze Boole’a warunek ten
Jest rownowazny nastgpujgcemu: a€F lub ~a¢ F. Wprowadzi¢ pojecie
ideatu pierwszego i udowodnié analogiczne twierdzenie.

D2.53. Filtrem (ideatem) wiaciwym w kracie € = (L,A,V ) nazy-
wamy taki filtr (ideat), ktory jest rézny od L. Filir F (ideat 1) nazywamy
maksymalnym. Filtr maksymalny nazywamy tez ulirafiltrem, jesli nie
istnicje taki whasciwy filtr F* (ideat /'), se Fe F'iF # F(I< I' 11 # I').

Udowodnic, ze w algebrze Boole’a a = {4, A,v, ~, 0, 1> filtr pierwszy
wiasciwy jest maksymalny. Udowodnié twierdzenie odwrotne.

D2.54. Udowodnic, ze dla kazdego filtru wlasciwego istnicje maksy-
malny filtr wlasciwy zawierajacy go.

D2.55. Udowodui¢, 2e dla ustalonego elementu ag e A, dla kazdego
filiru F, nie zawierajacego a istnieje maksymalny filtr G nie zawierajacy «
1 taki, ze Fe G
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D2.56. Homomorfizmem Boole'a nazywamy odwzorowanie
f: A Als gdZie a = <Aa Ay V,my D: l> ia*= <All Ags Vls“"lsola 11)
sa algebrami Boole’a | spelniajgce warunki:

S@nb) = fl@n . f6),  flavb) = fayv, 1),
A~d) =~ifl@), fO) =0, f1) = 1,.

Udowodni¢, ze jesli f jest homomorfizmem Boole’a, to f~1 « {1,} jest
filtrem, a f=! % {0,} idealem w A.

Niech a = (4, A, v,~,0,1> i A = (A, Ay, Vi, ~4, 0, 1;> beda
algebrami Boole’a. Moéwimy, Ze a izomorficzne z 4 (@~ qp) jedli istnieje
homomorfizm Boole’a fi 4 ———»1"_511 A

Taki homomorfizm nazywamy izomorfizmem,

D2.57. Udowodnié, ze jedli F jest filtrem maksymalnym wilasciwym
w algebrze Boole’'a q = Ay, A, v, ~, 0, 1), zas odwzorowanie 4 zbioru 4
w 2 jest okreslone wzorem

1, jesli xeF,

S = {D, Jjesli x ¢

to jest homomorfizmem Boole’a.

Udowodni¢ twierdzenie odwrotne,

D2.58. Udowodnié, ze kazda algebra Boole'a a zawiera podalgebre
izomorficzng z 2.

D2.59. Niech ¢ bgdzie wyrazeniem rachunku zdan, zas 7, zbiorem
zmicunych zdaniowych w ®. Odwzorowanie v zbioru T » W algebre Boole'a
rozszerzamy przez indukcje jak nastgpuje:

wpAg)=up)avla), opve) = u(p)vulg), o( ~p) = ~u(p),
op=q) = ~vp)ve(g), w(pegq)= P Av(@) v (~v(p) A ~u(g)).
Udowodnié, ze formula @ jest tautologig wtedy i tylko wiedy, gdy przy
dowolnym wartoéciowaniu v w dowolnej algebrze Boole’a przybiera war-
tosé 1.
D2.60. Udowodni¢, ze jezeli I jest idealem w aq, to {x:~xel} jest

filtrem i na odwrdt,
Udowodnié, ze analogiczne twierdzenie zachodzi dla filtréw pierwszych,
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D2.61. Niech F bedzie filtrem w a, definivjemy relacje ~r w A jak
nastgpuje:
Xe~vpye[(xvaey)alyv~x)] el
Udowadni¢, ze ~ jest relacjy rownowaznodel.
Zdefiniowac dzialania w A/_ tak, by otrzymaé algebre Boole'a.
D2.62. Udowodni¢, Ze jesli hi jest epimorfizmem Beole’a (ij. homo-
worfizmem ,na”), to Ala) = a/_r, gdzie F jest przeciwobrazem jednosci.
DD2.63. Niech a = (A, A, v, ~,0,1), a; = {4, A, Vi, ~,0, 1D
bedy dwiema algebrami Boole’a. W produkeie 4 x A, definiujemy dziatania
ATV~ 01, 1 jak nastepuje:
{a, a,) A'Kb, by = Canb,apv b,
@, 8,p V(b by = <avb aynby), ~'(a,a) = (~a, ~ ap,
0"=¢0,1,», 1"=<1,0).
Udowodni¢, ze {dx Ay, A’, V', ~", 0, 1°) jest algebra Boole'a.
D2.64. Nicch {a,},.; bgdzie rodzing algebr Boole’a a, = {4,, A,,
Mg ™oy On ]l'>

Definiujemy [[a, = ( P 4, A, v, ~, 0, 1}, gdzie dzialania A, v, ~,
1eT teT
0,1 sa okreslone wzorami:

frg=nhe \K(t)=f)A,g(t),
teT
fvg=h< N\h(1) =f)v,g),

teT

~f =g Ng(t) =~ fl1),

teT

0={¢t0):teT}, 1={41,):1eT}

lldowodni¢, Ze [] a, jest algebra Booie'a.
teT

D2.65. Element a € A nazywamy afomern, jesli

NAlarx # a=anx = 0]

Algebra Boole'a nazywa sig atomowa, jesli dla kazdego xe A istnicje
tlom a taki, ze a < x.

Udowodni¢, ze dla kazdego zbioru X algebra Boole'a (2(X), n, U, —,
(), X jest atomowa.

Podac¢ przykiad nieatomowe]j algebry Boole'a.
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D2.66. Udowodnig, ze kazda skoriczona algebra Boole’a jest atomowa,

D2.67. Niech a bedzie zupetng atomowa algebra Boole'a, zaé A7
zbiorem wszystkich atoméw algebry a. Udowodnié, ze odwzorowanie
b Ad— P(At) okreslone w nastgpujacy sposéb: Afa) = {(xedr:x<a)
jest izomorfizmem q j {P(4r), N, U, —, At

D2.68. Udowodni¢, ze jezeli q Jest skonczong algebra Boole’a, to
istnieje liczba naturalna » taka, ze 4 = 2", =

D2.69. Udowodnig, 7¢ a jest atomem wtedy i tylko wiedy, gdy filtr [a]
Jest picrwszy.

D2.70. Udowodni¢, Ze a jest atomem wiedy i tylko wiedy, gdy kazde
dwa filtry F, i £, takie, ze aef, nF, sy rowne.,

D2.71. Niech q = A, A, v, ~, 0, 1) bedzie algebry Boole’a, za§ X

bedzie zbiorem wszystkich filiréw wlasciwych w . Kazdemu g e A przy-
porzadkowujemy zbiér X, X filtréw pierwszych zawierajacych a.

Udowodnié, e

) X, NnX, = Xonbs

b) X, X, =X,,,

O X—X,=X_,.

D2.72. Udowodni¢, ze definiujgc w X topologi¢ przez zadanie bazy,
ktérej elementami sa zbiory postaci X, dla ae 4, otrzymujemy iwarta
1 Zerowymiarows przestrzen HausdorfTa, :

D2.72, Udowodni¢ nastepujice twierdzenie: Kazda algebra Boole'a jest
izomorficzna z algebra wszystkich podzbiordw otwartodomknictych pewnej
przestrzeni topologicznej.

D2.74. Algebra g nazywana jest gestq wtedy i tylko wtedy, gdy < jest
gestym porzgdkiem, Udowodnié, ze algebra gesta jest zawsze bezatomowa.

D2.75. Pierscieniem Boole'a nazywamy piericien przemicnny z jed-
noéeig, w ktérym kazdy element jest idempotentny, to zZnaczy A a® = g,
Udowodnié, ze jedli dziatanie - w algebrze Boole's g = {4, A, va, ~,0,1>
Jest zdefiniowane wzorem a = b — (~anb)vi~baa), to system rela-
cyjny {4, A, =,0,1) jest pierscieniem Boole'a.

Co jest odejmowaniem w tym pierscieniu ? Sprawdz, ze w pierécienin
Boole’a dla kazdego a mamy a=g = 0.

D2.76. Niech @ = P, +,+,0,1> bedzie pierécieniem przemiennym
z jednodcig. Udowodni¢, ze zbiér W elementow idempotentnych pierécienia
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'z dzialaniami - | 4+, gdziea -'d = a - b, a+'b = a+b—2ab jest piericie-
nicm Boole’a.
D2.77. Niech 2 = (P, 4,-,0, 1> begdzie pierécieniem Boole'a.
Definiujemy dzialania A, v, ~, wzorami:

anb=ua'b, avbh=a+b+a'b, ~a=I+%a

Udowadnié, ze a = (P, A, V,~,0, 1> jest algebrg Boolc’a.

D2.78. Zbior wielomiandw Boole'a definiujemy przez indukejg jak na-
slepuje:

a) Kazda zinienna jest wiclomianem; 0, 1 sy wielomianami.

b) Jeili £1 g sy wielomianami, to fAg, fvg, ~fsa takie wiclomianan.

¢) Kazdy wiclomian powstaje ze zmiennych 0, 1 poprzez skonczong
iloé¢ zastosowan operacji z punktu b. Wielomian f nazywamy normalnyin,
jesli ma on postaé f= V... vu,, gdzie # = v A...Av,, zas kaide
7 v; jest postaci x; badZ ~x;, gdzie x; jest zmienng.

Udowodni¢, ze dla kazdego wiclomianu fistnicje wielomian normalny f£;
taki, ze dla dowolncj algebry Boole’a b = (B, A, v, ~, 0, 1) i dowolnych
Xy ey X €H

ey, oy ) = FilXps ooy X))

D2.79. Jaki jest zwigzek zadania D2.78 i zadania 1.80?

D2.80. Nicch £ = {L, A, V,~,0, 1> bedzie kraty rozdzielna z zerem
i jednoscig. Element a e L nazywamy boolowskin, jesli istnieje b e L takie,
e anb =10, avd =1,

Udowodnié, ze podkrata zlozona z elementow boolowskich tworzy
algebre Boole’a.

D2.81. Niech b = (B, A, v,~,0, 1) bedzie algebra Boole’a b" =
=bx ... xb, wreszcie P = {{X;, ..., Xp) 1 Xy == Xy 2, uey = X}

(S —
M

Udowodnié¢, ze P wraz z dziataniami wzigtymi z b” jest kraty rozdzielny
z zerem i jednoScia. )

Udowodnié, ze algebra Boole’a elementdw boolowskich kraty p jest
izomorficzna z b,

D2.82. Czy podkrata algebry Boole’a musi by¢ algebra Boole’a?



ODPOWIEDZI, WSKAZOWKI,
ROZWIAZANIA

DO ROZDZIALU 1

1.1. Rozwazymy formule ~(~pv ~¢q), udowodnimy, ze moZe ona
stuzy¢ za definicje funktora B, wtym celu zbadamy wartescj Przyjmowane
przez te formule w zaleznosci od warto$ci p oraz g: mamy

29 ~p ~g ~pVNq ~(~pVe~g) pag
00 1 I 1 0 0
01 1 9 I 0 0
1 0 0 1 0 0
11 0 o 0 I 1

Formufa ~(~pv ~g) przyjmuje wiec przy dowolnym wartoéciowaniu
wartos¢ taka samg jak p A q i moZe stuzyé za definicje A w terminach ~ i v.

1.2, pvges ~(~pa ~q).

L3. pvg=(~p=g)

L.4. Rozpatrzy¢ wszystkie funktory, kiére mozna zdefiniowa¢ za po-
mocyg funktordw A i v.

L.5. Zbada¢ wszystkie wlasnosci WYraien p <> g oraz p<s ~g,

1.6. Udowodni¢, ze ~p = (p => Ayp), a nastepnie skorzystaé z wyniku
zadaii 1.3 1 1.2 oraz z faktu, ze p <> g réwnowazne jest (p = g)A(g = p),

1.7, Zauwazyé, ze ~p<sBy(p, p), jak réwniez By(p, @) (~pa ~g),
& zatem pag< By[By(p, p), By(g, )] Poniewaz za$ (por. zadanje 1.2)
alternatywa moze byé zdefiniowana za pomoca koniunkeji i negacji, po-
dobnie implikacja ((p = g) < ~{(pA~q)) i réwnowaznodé, zatem By wy-
starcza do zdefiniowania Spojnikéw: ~, A, V, =, < astgd i pozostatych
funktoréw. Podobnie ~p<=Bu(p, p), PN g<=By[B(p, p), Bylg, g)] itd.

1.8. Wskazéwka. Dowsd definiowalnogci dowolnego funktora
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n argumentowego przeprowadzamy przez indukcje. Przypudémy, ze dla
hezby naturalng] n potrafimy juz zdefiniowaé wszystkie funktory n-argu-
wientowe. Niech f(x;, ..., X,, X,4) bedzie funktorem n+1 argumentowym.
Wiedy f(Xy, .- 5 Xq, 0) 0122 f (X1, ..., X,, 1) 52 funklorami n-argumentowymi.
iNiech odpowiednio @(x;, ..., x,) 1 @y(x, ..., x,) beda definicjami dla
funktorow f{xys vovs Xns 1) 1 (X1, oony X, 03, wedy [0 A @y(xq, .., x)] v
v [~ X1 A Po(Xy, ooy X)) jest definicja dla f(xy, ..., x,, Xp+1)- Poniewaz
1§ za pomoca By (badZ tez B,,) potrafimy zdefiniowa¢ spojniki ~, v, A,
a zatem takZe f(xp, ..., X, Xa.p1). Autorzy spodziewaja sig, Ze reszte
Jdowodu czytelnik juz bedzie umial przeprowadzic.

i.9. 27,

1.19. Gdyby rozwazane wyraZenie nie byto tautologia, to istnialoby
warto§ciowanie, przy kiérym wartodei obu stron rownowaznosci bylyby
rozne. Wystarczy zatem udowodnié, Zze jezeli w(p=4¢) =0, to
w(vg = ~p) = 0ina odwro6t. Jesli wip = q) = 0, to w(p) = 1iw(g) =0,
i zatem

wi~g) =1, wl~p)=0 1 wl~g=~p)=0.

Qdwrotnie w(~g = ~p) = 0 pocigga za sobg w(~g) = 1 i w(~p) = 0,
cryli w(p) = 1 i w(g) = 0, a zatem w(p =g} = 0.

1.22. Gdyby przy warto§ciowaniu w bylo wl(~p=p)=p] =0, to
w(p) =0iw(~p=>p)=1,ale jesli w(p) =0, tow(~p) = liw(~p=p) =0,
co jest niemozliwe.

1.33. Tak. Jesli w(g) =0, to wlpvga~p]l=wlpvOar~p]=
=w(pa~p) =0, a stad przy zadnym wartoSciowaniu formula nasza
nie przyjmuje wartosei Q.

1.34. Tak.

1.35. Tak.

1.36. Nie. Zbadaé wartofciowanie w takie, ze w(p) =1, w(g) = 0.

1.37. Nie. Zbada¢ wartosciowanie w takie, ze w(p) = 0, w(g) = 1.

1.38. Tak.

1.39. Tak. Skorzysta¢ z tautologii ~(pag)<>~pVv~q.

1.40. Tak. Skorzysta¢ z tego, Zze dla dowolnego wartosciowania w
mamy w(ga~gq) = 0.

1.41. Nie. Skorzystac¢ z nastepujacej whasnodci warto§ciowan: w(pvgq) =
= Q< wp) =0amw(g) =0.

1.42. Nie. Rozwazy¢ wartosciowanie w takie, ze wip) =1, w(g) = 0.
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1.43. Tak. Jesli w(p - 9=0, to wp)=1 i w(g) = 0, ale wtedy
wipag) = 0.

1.44, Tak.

1.45. Tak. Jedl Wpvr=gvs) =0, 1o wg) =0, wis) =0 i albo
w(p) = 1 alba w(r) =1, ale wiedy w(p = g) = 0 lub w(r = 5) = 0,

1.46. Tak.

1.47. Tak. Przeprowadzi¢ rozumowanie analogicznie Jak w zadaniu 1 .45,

1.48. Nie. Rozwaiy¢ wartesciowanie w takie, ze w(p) = w(g) =
=w(r) =0,

1.49. Tak. Skorzystac z wyniku zadania 1.26 i tautologii PAG<>gAp.

1.50. Tak. Poréwnaé rozwazane wyrazenie - tautologia (pvg) =

1.51. Tak, Mamy pag = p; ~@=qg)=(pa ~g).

1.52. Tak. Nalezy zauwazyc, ze jesli w(gvr) = 0, to wg) = w(r) = 0,
zas w(pas) = | pociaga za sobg w(p) = w(s) =< 1, a stad w(p = q) = 0,

1.53. Tak.

1.54, Tak. Jesli wp=g)=0,to wip)=1i wigl=10,a wiedy w(pag) =
=01 w(pag<sp) =0, Jedli WpAg<p) =0, to wip) =11 w(g) = 0 itd,

1.55. Tak.

1.56. Tak.

1.57. Nie, Rozpatrzmy wartosciowanie w takie, Ze w(p) = wig) = 0,
w(r) = 1. Zauwazmy, ze szukajac kontrprzyklady musimy szukaé takiego
wartodciowania, by W(pAag) =0, zas wiry = .

1.58. Tak.

1.59. Nie. Nalezy rozwazyé wartoSciowanie 1, Przy ktérym w(p) =
= Ws) = 1, w(g) = w(r) = 0,

1.60. Tak.

1.61, Tak.

1.62. Tak, Rozwazyé tautologie p =» (~p = q).

1.63. Tak,

1.64. Tak.

1.65. Nie. Wyrazenie (pAg) = (p =) nie jest tautologia.

1.66. Tak. Skorzystaé z tautologii (p A g) = (~g = ~p),

1.67. Tak,

1.68. Tak.

1.69. Tak. Skorzystaé z tautologii ~p = (p=q).
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1.70. Tak. Skorzystaé z tautologii p <> ~~p.
1.71. Nie,
1.75. Interpretdcja funktorow jest nastgpujaca:

~p=1-p, pvg=p-'q prqg=p+q—pg p=g=(1-p.

1.76. Dowdd moze byé przeprowadzony przez indukecje ze wzgledu
wi n, badz przez prosta obserwacje, ze stosujac interpretacje opisang
w zadaniu 1.75 ofrzymujemy warto$¢ rozwazanego wyrazenia (1—wd))...

.(1—w®,)w¥. Poniewaz za$ ¥ jest stale réwna 0, zatem i cale wyrazenie
przybiera stale warto§é 0, a zatem jest tautologia.

1.77. Mozna zastosowaé interpretacje z zadania 1.75.

1.78. Dla n parzystych. Nalezy zastosowaé dowod przez indukcje badz
interpretacje z zadania 1.75.

1.79. Zastosowad interpretacie z zadania 1.75.
1.80. Skorzystaé z tautologii:

(peg=lp=rg=pl, @@=~V
palgvryslpagvipan), ~(pAag)<(~pV ~q),
~(pV @)= (~pr~g).
1.82. Skorzysta¢ z tautologii:
(p=q)<=(@=p)
= q)er]e=[p=(g=1)]

oraz z fakty, Ze jesli @ jest tautologia, to <= ¥ jest tautologia wtedy
i tylko wtedy, gdy ¥ jest tautologia.

1.83. a) (pAg)V(pA~pAr) (mozna uprocié do (pA q));

b) (gA~p)vp,

) ~pV{gn~p),

d) pv~gVv~pV(ga~p)V(~qAp) (wyrazenic to jest tautologiy).
1.84. a) pag,

b) (gvp)A(~pVp) (moze byé uproszczone do (¢V P

c) (~pVvg)A~p (moze byt uproszczone do ~p), -

d) jest wiele prostych formu} réwnawaznych, jedna z nich jest pv ~p.
1.85. Poréwnaé z zadaniem 1.82.

1.86. Dowdd przeprowadzi¢ przez indukcje ze wzgledu na stopien
komplikacji formuly @ korzystajac z praw de Morgana, tj. zadan.1.171 1.18.
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1.87. Nalezy zastosowaé rozumowanie indukcyijne.

1.88. [x—3 > 0]v[(x+3) < 0Iv(x+2) > 0A(x-2) < 0).

Korzystajge z prawa ab>0<(a - b>0nb # 0) stwierdzamy, ze
nasza nieréwnoéé jest réwnowazna nieréwnosci

(x2—-4)(x?—9) > 0AxZ—9 £ 0,
czyli
(x—2)(x+2)(x—3)(x+3) Z0A(x-3) # 0A(x+3) 3 0.
Korzystajae z  wlasnosei ab 2 0= [(a20nb =) Vi@ <A < 0)]
otrzymujemy nastepujaca funkeje zdaniows :
{¥=2) = 0A(x+2) (x—3) (x+3) > 0] v
VI(x-2) <OA(x+2) (x=3)(x+3)v < 0} A(x—3) OA(x+43)+ 0.
Przeksztatcajgc kolejno otrzymujemy funkgje zdaniows
Hx=2) 2 0A(x+2) > OA(x—3) (x+3) > 0Nv[(x-2)=0n
Ax+2) <0A(x-3) (x+3) <0]v[(x-2) < OA(x+2) < On
Alx—3)(x+3) = 0]v (x—2) SOA(x+2) =04 (x=3) (x+3) <O} A
Ax—3) £ OA(x+3) # 0
i wreszcie
{l(x-2)> OA(x-+2) = OA(x=3) = 0A(x+3) > 0]v
VI(x—=2) = 0A(x+2) > 0A(x—3) <OA(x+3) < 0] v
VIx=2)=0a (x+2)<<0nA (x=3)Z0A(x+3) < 0]v
VE¥=2) 2 0 (x+2) < 0A(x~3) < O0A(x+3) = 0]v
VIGE—2) <0A(x+2) = OA(x—3) = OA(x+3) < 0]v
V-2 <0A(x+2) = O0A(x—3) S OA(x+3) = 0]v
vix—2) < OA(x+2) < 0A(x—3) > OA(x+3) = 0]v
VI[x—2) < 0A(x+2) < O0A(x-3) K OA(x+3) <0
Ax—3) £ OA(x+3) 5 0.
Drugi, trzeci, Czwarty, piaty i sibdmy czton alternatywny sy sprzeczne;
np. trzeci; warunek x—2 =0 pocigga za soby x+3) =0 Stad tez ko-

rzystajac z wyniku zadania 1.72 a ib wnioskujemy, Ze rozwazana funkcja
zdaniowa réwnowazna Jest nastepujace; funkeji zdaniowej:
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{[{x=2) 2 0A(x+2) 2 0A(x=3) 2 0A(x+3) = 0]v
V[(x=2) < 0A(x+2) 2 0A(x—=3) 2 0A(x+3) = 0]V
VIx—=2) K 0A(x+2) < 0A(x—3) < 0A(x+3) < 0]} A

A{x=3)#£ 0n(x+3) £ 0.

Korzystajiyc teraz wielokrotnie z tautologii rozwazanej w zadaniu 1.52
olrizymujemy funkcje zdaniowy
{(x=NZ0v{x+3) <OVv[(x+2) = 0A(x—2) <O} A
Alx+3) £ 0Aa(x—3)y5# 0.

Po zastosowaniu praw rozdzielnosci (zad. .48, 1.49) i prawa z za-
dania 1.72 otrzymujemy rozwigzanie nierdwnosci: 3 < xv -2 < x < 2v
vx < —3.

1.89. (x42) <OV(x—1)=0.

1.90. Nierdwnosé zachodzi dla kaidego x.

191, (x4+2) < OV[(x—1) = 0A(x—2) < 0] v (x~5) = 0.

1.92. [(x41) > 0A(x—1) < O] v{x—3/2) = 0.

1.93. (x+/7) <OV[(x—2) = 0 (x—/7) < 0].

L9, (x+3) <0V [(x+1) > 0a(x—3) < 0]v(x—4) = 0.

1.95, (x+4) = 0A(x—4) < 0. 1.96. Cala prosta.

197, [(x+ D) > 0A(x-2) < 0]v(x—3) > 0.

Rozumowanie przeprowadzone w zadaniach 1.88-1.97 moze byé za-
stosowane dla uzasadnienia postgpowania zwanego siatkg znakdéw.

1.98. Skoro pyvp,v...vp, jest zdaniem prawdziwym, zatem istnieje
co najmniej jedno p;, ktére jest zdaniem prawdziwym. Niech i, bedzie
najmniejszym takim i, Ze p; jest zdaniem prawdziwym. Poniewaz impli-
kacja p; => ¢, jest zdaniem prawdziwym, zatem (poréwnaj zadanie 1.60)
;, jest zdaniem prawdziwym. Wnioskujemy stad, ze dla i # i, zdanie ¢;
just zdaniem falszywym. Wobec zatozenia p; = ¢; (i = 1, ..., n) mamy wigc,
/e dla i+ iy p; jest zdaniem falszywym. Zatem g, = p; jest zdaniem
prawdziwym, bo p; i ¢;, sa zdaniami prawdziwymi, a ¢; = p;, dla i # i,
feZ jest zdaniem prawdziwym, poniewaz obie strony implikacji sg zdaniami
lalszywymi.

1.99. Zastosowa nasigpujace pozorne wzmocnienie zadania 1.98;
przy tych samych zalozeniach p; < ¢; (i = 1, ..., n).

1.101. 2) p, b) pvg, <c)p<>g, d)ras.

1.102. a) CpDglINpr. Istotnie pa(gvi{~p=1r) = pa{gv(Np=r) =

: pa(gVvINpr) = paDgINpr = CpDglINpr,
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b) Iplglrp,  ¢) EpCpNENgg, d) UpgligrIN/Np,
¢) ICDpgNpg, f) CDpgINpg.
L103. a) [(pAg)v(par~q)]v (~2Aq)V(~pan~g)]. Istotnie,
DDCngquDCNquNqu =

= DDCquP(~q)DC(~p)qC(~p)(~q) =
DD(pag)(pa ~OD(~pAg) (vpAng) =
= Dl(prg)v(pa~g)] [(~pa DV (~par~g)] =
=lprg)vipa~g)]vi(~pa DV (~pa~g)].

fl

bY palgvr) < ((pag)vipar), ) (P=q)=(~g= ~p),

) (PAg)v~e(gvar), e) ~(pAg) = (~pag).

1.104. Zbada¢ wszystkic przypadki. Tylko wtedy, jedli po przeksztal-
ceniu na symbolike nawiasowa formula ma postac ~ @,

1.105. Tautologia Jjest wyraZeniem prawdziwym dla wszelkich wartosci
zmicnnych zdaniowych. Korzystajac wige z reguty podstawiania otrzymu-
jemy z tautologii 13 przez podstawienie p zamiast r

() [P=@=pl=[(p=g)=(p - 2138
Teraz korzystamy z reguty odrywania. Wiemy, ze zachodzi 2= (g = p),

bo jest to jedna z wyjsciowych tautologii, otrzymaliémy tez w wyniku
podstawienia tautologi¢ (*), wige na mocy reguly odrywania uzyskujemy
(¥%) (p=g)=(p=p).

Korzystamy znow z reguly podstawiania podstawiajge do (**) g=p
W nejsce g i otrzymujemy [p = (g = p)] = (p= p), skad Po penownym
Zastosowaniu reguly odrywania destajemy p = .

1.106. Wskazowka, Podstawié do tautologii .11 zamiast p cale wyra-
zenie z tautologii 1.13, zamiast g podstawié g = r j PO zastosowaniu reguly
odrywania ponownie dokonag podstawien g/(p = (g = ), pllg=r),
e =q)=(p=r).

DO ROZDZIAEU I

21.a,b,c. 22, ab. 23.a 24. Nie ma.
2.5. {a}.  2.6. 0. 27 {a,b},{a). 2, {{a}}, {a}, a.
2.9. {a,b,¢c},e.  2.10. {a. 8}, {{a, }},0. 2.11. 0.1,2.
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212. 0, 1,2, 2.13.0,1,2. 214.2. 2.15. 2,3.

2.16. Nie ma. 2.17. Nie ma. 2.18. 0, 1,2,3, ... 219, 2

2.20. —2,2.  2.21. Nie ma.

2.22.1,2,3,4,5,6,7. Wskazéwka. Rozwigzac nieréwnosé x?-—8x+
+1 <0, a nasigpnie ze zbioru rozwigzan wybraé liczby naturalne.

2.23. 1,2, 3, 4,5 224, 2. 225 —/2, J2. 226, —1.

2.27. Wszystkie liczby rzeczywiste z przedziatu (*\/5, \/§).

2.28. Wszystkie liczby rzeczywiste.

2.29. Pokazemy, Z¢ ~(A4 < B). Niech bowiem A — B. Wowczas,
zgodnie z definicja, kazdy clement zbioru 4 musi by¢ elementem zbioru B.
Weimy wige clement be 4. Przy zalozenin A < B mamy b B, skad
(b =ayv(b = ¢)v(b = dj. Zaden czton alternatywy nie jest jednak praw-
dziwy, gdy2 réine litery oznaczaja z zaloZenia rézne elementy 1 otrzymana
sprzecznosé dwiadezy o blednodci zalozenia 4 < 8.

Dla tak zdefiniowanych zbioréw zachodzi 8 < 4.

2.30. ~(4 = B), ~(B c A).

2.31. Pokazemy, ie A = B. W zwiazku z tym dowiedziemy implikacji

xeAd=xeh

W tym celu wystarezy na maocy tautologii (= p)es (~f =~a) i regul
wnioskowania dowiesé, ze

XEB=>x¢ A

Ta ostatnia implikacja jest jednak zawsze prawdziwa, bo zawsze praw-
dziwy jest jej nastepnik (4 = Q).

Z drugiej strony ~(B < A), gdyz np. beB ale b¢ A = O,

232, A B, ~(Bc 4). Uwaga. Z metody dowodu inkluzji 4 ¢ B
w zadaniach 2.3 i 2.32 wynika, ze dla kazdego zbioru B, mamy O c B.
Ponadto, jesli B+# O, to ~(B <= 0).

2.33. Pokazemy, 7¢ ~(4 = B). Przypuiémy bowiem, ze A = B. Wéw-
czas kazdy element zbioru 4 musiathy by¢ elementem zbioru B, Rozpatrzmy
{a} € A. Z zalozenia, e 4 = B mamy wige {a} € B i dalej {a¢} = a. Jest to
jednak niemozliwe, bo wynika stad, ze @ e a, co nie jest mozliwe. Eatwo
Jednak przekonaé sig, ze B < A.

234, ~(A <= B), B 4. 235, ~(d c B),~(Bc A

2.36. A < B,B<c 4. Uwaga. Wynika stad oczywiscie, ze A4 = B.

237. ~(A=B),Bc A, 238. Ac B, B A

239. ~(AcB),Bc A. 240. Bc 4, ~(4 c B).
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Wskazéowka, Do dowodu inkluzji ~(4 < B), skorzystaé z twier-
dzenia o tozsamoséciowej réwnosci wielomiandw.,

24l. Ac B Bc A, 242. ~(A < B), Be A

243. ~(A <= B), B A4,

Wskazdwka. Rozwigzaé réwnanie 2x%=5x%4+4x—1 = 0,

244. ~(Bc 4), ~(A < B). Wskazowka. Skorzystaé z twierdzenia,
ze pierwiastki wymierne wielomianu o wspdlczynnikach catkowitych sg
liczbami catkowitymi i dzielnikami wyrazu wolnego.

245, ~(4 < B), ~(Be= A). 2.46. ~(4 < B), ~(B < A).

Wskazéwka. Skorzystaé z faktu, 7e A jako zbiér rozwigzan réwnania
nieparzystego stepnia nie Jjest pusty i z twierdzenia cylowanego we wska-
zéwee do zadania 2.44.

2.47. ~(4d c By, BcA. 248, 4c B, ~(Bc A).

249, 4 < B, ~(B o= A4). 2,50, ~(A<=B), B A,

251. d=8 lub d = .

2,52, Réwnosé zachodzi przy wszelkich a i 5.

2.53. Pokazemy, Ze réwnosé zachedzi jedynie wowezas, gdy aq = ¢
i b = d. Istotnie, rozwazmy zbiér {{a}, {a, b}} i jego element {a}. Z row-
nosci zbioréw wynika, ze {a} e {{c}, {e.d}}, skad {a) = {c} lub {a} = {c, d)}.

Jesli{a} = {cl,toa=¢c. Z kolei jedli {a} = {c, d}, to ¢ = d, gdyz inaczej
zbiér po lewej stronie réwnodci mialby jeden element, a po prawej dwa,
Woéwcezas jednak takde ¢ = ¢ = d, a wigc zawsze a = ¢, .

Z kolei z ialoiouej rownosei zbiordw wynika rowniez, ze {a, b} e
e{{ch {¢, d}}, skad {a, b} = {c} lub {a, b} = {¢, d}. Poniewaz wiemy juz,
ze a = ¢ manmy wige, Ze {c, b} = {c} lub {c, b} = {c, d}.

Rozpatrzmy przypadek, gdy & # c. Wéwezas oczywiscie {e, b} # {c},
a wige {¢, b} = {¢, d}, skad b = ¢ lub b = di wobec przyjgtego zalozenia,
z¢ b # ¢ otrzymujemy b = 4.

Pozostaje do rozpatrzenia przypadek b = ¢, Rozpatrzmy clement
{¢,d}. Musi on byé tez élementem zbiory {{a}, {a, b}}, skad {c, d} = {a}
lub {c,d} = {a, b}. Poniewaz Jjak pokazali$my uprzednio g — ¢, mamy
wice @ = ¢ = b i réwnoéé {c, d} = {a} pociaga za sobg réwnosé {b, d} =
= {b}, skad wynika natychmiast & = p. Podobnie, jesli {¢, d} = {a, b}, to
wobec a =¢c =5 otrzymujemy {b, d} = {b, b}, skad tez wynika d = b,
Tak wigc ostatecznie mamy

a=c¢ i1 ph=d
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254. b=a. 255.a=b=4d

2.56. Rownos¢ migdzy danymi zbiorami nie moie zachodzié.

257. AuB={a,bc,dl,AnB={c}, A—B = {a, b}, B—A = {d}.

2.58. AuB={{ab),c,d},AnB=c}, A—B = {{a,b}}, B— 4 = {d}.

259, AuB={xy{z},a},AnB={xy},A—B={{z}},B—4 = {a}.

2.60. 4 U B={{a{a}},a{a}l}, AnB={da}, A—B= {{a {a}}},
B—A = {{a}}.

2.61. AvB={a{a},{b}},AB=BA4—B=1{a},B—4 = 0.

2.62. Latwo sprawdzié, ze 4 v B = {{a, {b}}, ¢, {c}, {a, b}, {b}}. Po-
kazemy, ze

AnB = {{g b} ¢

Rozwazmy po kolei clementy zbioru 4. Gdyby do iloczynu A4 »n B nalezal
element {a, {b}} musialby on byé elementem zbioru B, a wicc jednym
z elementow {a, b}, ¢, {b}. Przy przyjetych w zadaniu zaloZeniach mamy
{a, (b1} # ¢, bo ¢ nie moze by¢ zbiorem. Dalej, {a, {£}} # {b}, pdyz w prze-
ciwnym razie b = a, badZ tez b = {b}. Pierwsza ewentualno$¢ nie jest
mozliwa ze wzglgdu na zalozenic zadania, druga prowadzi natychmiast
do wniosku, ze beb, co tez nie jest mozliwe. Analogicznie rozumujgc
mozna wykazaé, Zze {a, {b}} s {a, b}. Z kolei {c} e A n B. Jesli bowiem
{c} = {a, b}, to albo ¢ = a, albo ¢ = b, co nic jest mozliwe. Podobnie
{e} # {b} (bo c# b) 1 w koncu {c} # ¢, bo jesli {¢} = ¢, to c ec.

Natomiast

A—B = {{a, {B}}, c},

bo powtarzajac podane wyZej rozwazania mozna fatwo wykazaé, ze Zzaden
z elementdéw podanego zbioru nie nalezy do B.

W koncu

B—A = {{b}},

co wynika stad, ze {b} # {a, {6}}, (@ # b) {b} # ¢ (¢ nie jest zbiorem),
{6} # {c}(b +# c), wreszcie {b} # {a, &} (b # a).

263. AUB=W,ANB=0,A-B=A,B—A = B.

204, AUB={2},AnB=0,A-B=0,B—4 =B

265. AUB=A4,4n B = B, A—B jest to zbiér liczb rzeczywistych
mniejszych od 1, z wyjatkiem 0, B—4 = O.

26060 AuUB=B,AnB=A4,A—B=0,8-4={1,2).

267.a) (AnB)NnC =0,

b) (4 n —B) n C = zbidr tréjkatéw o katach im, =, im,
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¢) (—=4)n (Bn C) = 0,

d) (~A)n (Cr -8} = zbisr trojkatéw o jednym kacie in i pozo-
statych réznych od ix,

G ANnB A ~C= zbidr tréjkatow o katach 3x.

281. 7 definicji réwnosci zbioréw wynika, ze wystarczy udowodnié
réwnowaznosé

xe(du B)—C@-xe(/!—(:‘) U (B-C).
Korzystajac z definicji dziatan na zbiorach otrzymujemy kolejno:

X€(AUB)~Cerxe 4 UBA.’CéC@(A:EAV.’CEB)AFU):EC,
Xe(A—C)yu (B—C)@xeA—CVxeBL-C@(xeAAxéC)V
v(xeBAx¢C)<¢-
%(xeAArvxeC)v(xeBwaeC).

Rozpatrzmy teraz nastepujaca formute rachunky zdani:
(aVﬁJA?‘b(M?JV(ﬁA?)-
Latwo mozemy sprawdzié, ze jest to tautologia. Zauwazmy jednak, se

podstawiajac w miejsce w«, £, ? odpowiednio Xed, xeB, ~xeC otrzy-
mujemy rownowaznoéé

(xeAVxEB')Amx\sC#(xeAA~xeC)v(xeBA~xEC),

co konczy dowéd,

2.90. Tak. 291, Tak
2.92. Nie. Niech mp. 4 ={1,2}, B= {1}, wowezas

An(duB) = {1,2} s {1} = B.
2.93. Nie. Niech np. 4 =C=1{1,2}, B = O, wowezas
(AVvBUC) (4 VB)=0%C

2.94. Niech 4 = p 1Ce D (w Przeciwnym razie poprzednik impli-
kacji jest falszywy, co sprawia, zc cala tmplikacja jest w sposab oczywisty
pPrawdziwa), Wobec iego dla dowolnego x mamy

Xxed=xeB j xeC=xep.
Wystarezy oczywiicie udowodnié, ze dla dowolnego x mamy
XednC=xeBnD.
Skorzystajmy w tym celu z nastepujgcej tautologii rachunky zdaii:

(= Baly = 5)] = feny = BAs]
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v podstawieniu za o, ff, ¥ i § odpowiednio xed, xeB, xeC i xeD
ol zymujemy

(ved = xeBja(xeC=xeD)] = [(xedaxeC) = (xeBaxe D).

/i~ wzgledu na zaloZenia wiemy, ze poprzednik implikacji jest prawdziwy,
+ wigc prawdziwy musi by¢ i nastepnik (reguta modus ponens), stad
v AnxeC=xeBaxeD. Korzystajac z definicji mnozenia zbiordow
mvzemy poprzednik i nastgpnik tej implikacji zapisac ostatecznie w zgdanej
postact:

xeAnC=xeBn D.
2.101. Dana réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
xednBu(CnB)exeh.

Zauwazmy, zejeSlive (A nB)u (Cn B),to(xe AnxeB)v(xeCaxeB),
u wige w kazdym wypadku x e B.

Waobec tego nalezy tylko zbadac, kiedy implikacja w strong przeciwng
rachodzi. Przyjmujmy wicc, ze x jest dowolnym ale ustalonym elementerm
zbioru B. Jesli x nie nalezy ani do 4, ani do C, to x¢ A nBix¢C B,
i wiee

~(xedAdnBvxeBnC)

Wynika stad, ze dowolne x € B musi naleze¢ do A lub do C, Ostatecznie
dochedzimy do wniosku, Ze rownos¢ bedzie zachodzié wiedy i tylko wiedy,
gly Be A u C,

2102, CnAc=B. 2103. Cn A< B

2.104. BN C = 0. -

2105, AuBcC, AnB=0. 2106 AnBcCc 4

2.110. Hoé¢ zbioréw w rodzinie 4 jest nie wieksza od 2"—1. Jesli
zaden ze zbioréw A; nie jest pusty i wszystkie one sg rozlaczne, to rodzina A
ma dokladnie 2"—1 elementow.

. o e
Wskazowka. Skorzysta¢ z kombinatorycznej interpretacii ()

() ()=

2.111. Ifos¢ zbiordw w rodzinic.A jest nie wigksza od 2271 Jedli

I ze wzoru
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Zaden ze zbiordw 4; nie jest pusty ; wszystkie one s rozlaczne, to rodzina
4 ma dokfadnie 2*'? clementow.

Wskazdwka. Zauwazyé, je X — ¥ moina przedstawi¢ Jako X n (v — Y),
gdzie V=4, u.. u A,, wobec czego zadanie to mozna zredukowaé do
zadania 2.108.

2.119. Tak. 2.120. Tak.

2.121. Nie. Niech np. A =Cs 0, B = O, wiedy
AVBC) =4, (4UB)~(40u C)= 0.
2.122. Wskazéwka, Przyporzadkowac kazde; skladowej Al . A A
cigg zerojedynkowy iy, i skorzystac z prostego twierdzenia, ze iloéé
takich ciggdw wynosi 2°,
2.124. Sumg skladowych jest zbiér X,
2.127. Wskazéwka, Przeprowadzié dowdd indukeyjny (ze wzgledy
na ).
2.128. AxB = {0, 13,<0,23,<1, 1), 1,23},
Bx4 = [, 0>, <1, 1, 2,0}, (2, 1>}
2,129, AxB = {0, 0, <o, 25, €0, 3>, 1,0, 1, 23, {1, 3>,
<2, 03,2, 25, {2, 3>).
2130, AxB = {1, 1), <1, 23,1, 35, <1, 4, 1, 5>}
Bxd = {1,1, 2, 13,43, 1), <4, 13, <5, 1}
2.131. A4xB = @, BxAd=0.
2.134. Ax(BxC) = €0, (1, 22, €0, <1, 3>, <1,<1, 2, <L <L 3))).
(AXB)XC = AxBxC = {<0, 1, 2), <0, 1, DL L2, 41, 1,35},
Uwaga. 4 X(BXC)# AxBxC.
2.135. Rys. 1 i rys. 2. 2.136. Rys. 3.
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2137, Rys. 4 1 rys. 5.

Rys. 5

2.138. Rys. 61 rys. 7,

h !

7 % Ax8 ¥ AxA

7 7 7 ’a : 7 P77 [
7 7 f%

) 7 "

7 7
HE B R

X g 1 2 3 4 X

~ oy o oA X
Y e
SR S .

Rys. 9



2.140. Rys. 10. 2.141. Rys. 1I.  2.142. Rys. 12.

4

Rys. 10

2.143. Niech (x, yedx(BuCQC). Wiedy xe dayeBu C, skad
xEAA(yeryeC). Z tego wynika, e (xeAAyeB)v(xeAAyEC),
a wige

{x,y>eAxB lub x,¥>edxC,

tzn. (x, p) e (A% B) U (4x Q).
Odwrotnie

yye(AxB)u (AxC) = (x,y)eAva(x,y) EAXC =
= (xeAAyeB)v(xeAAyeC) =
= (xedayeBuy C)=
=N yedx(Bu ).
Zatem réwnoéé jest prawdziwa.
2.144. Tak. 2.145. Nie. 2.146. Nie.

2.147. 2(4) = {0, {a}, {B}, {c}, {a, B), {a, ¢}, {6, ¢}, {a, b, c}}.
2158, 2(4) = {0).  2.159. 2(4) = {0, (0}).

2160. 2(4) = {0, (@), (@}, {{(a}}, {a, (), (o (@)}, {(@, (fa)}),
(& ta), ()}
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2.163. Z definicji #(A) wynika, ze 4 € P(A). Jezeli A = P(4),to d € 4,
co nie jest mozliwe.
2.164. Nie. Wystarczy wzia¢ np. X = {O, {0}, {{0}], }

DO ROZDZIALU I

31. Z=(—0o0, =1l >ul,0). 32.Z=.4".

33.Z = 0. 34.Z={l}, 35.2Z=0.

3.6. Jedli interpretujerny liczby zespolone jako punkty plaszezyzny, to
Z jest calg plaszezyzng bez kola otwartego o $rodku (0, 0) i promieniu 1.

37.Z={-%}. 38.Z=4. 39.Z={-11L

310. Z=¢-2,—-1>. 3I1l.Z,nZ,. 312. Z, U Z,.

3.13. X¥—Z,. 314. (X—-Z) v 2Z,.

315 (Z,nZ) W [(X—=Z) n(X—2Zy)]. 3.16. (¥X—Z) n(X—=Z,).

3.17. DDA D(x), 318, D(x)v Pe(x). 3,19, Dy{x) A ~Dy(x).

3.20. P(<{x, y), gdzie W({x, y)) < Oy(x) A Dy(y).

3.21. &(x) jest prawdziwa w X. 3.22. ~@(x) jest prawdziwa w X.

3.23. a) Zbiér X. b) Jesli Z = Z, = Z, jest wykresem @,(x) (a wigc
i @,(x)), to Z jest tez wykresem funkeji @,(x) A @y(x). ¢) Wykresem funkcji
zdaniowej @,(x)V~dy(x) jest X,

3.24. Niech Z bedzie wykresem funkcji ®@,: a) Z, by X, «¢) O,
d) Z.

3.25, Rys. 13.  3.26. Rys. 14.

A
r‘l .

B
P SR

b A

Rys. 13 Rys. 14
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3.27. Rys. 15.  3.28. Rys. 16. 3.29. Rys. 17. 3.30. Rys. 18.

Rys. 15

Rys. 17

Rys. 19

a
3.31. Rys. 19. Kat o taki, ze igo = 7" Uwaga. Jezelib = 0, to o = i

i prosta przecina of ¥ w punkcie —e.

3.32. Cata plaszczyzna z wyjatkiem prostej x = »

3.33. Wykres sklada sig wylacznie z punktu (0, 0).

3.34. Rys. 20.

3.35. Rys. 21. Uwaga. Wykres skiada sig z osi X i v,

3.36. Rys. 22,

3.37. Ruys. 23, Uwaga. Jest to wykres dla a < 0, Gdy a = 0 wykresem
jest prosta, gdy ¢ > 0 parabola bedzie zwrdcona w druga strong.

3.38. Rys. 24.  3.39. Rys, 25.
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Rys. 21

Rys. 20

Rys. 23

Rys. 22

AN

A

>

N

——
>

5

AN

N

i

/// \
rd

.
N
N,

AR
+, »%/

Rys. 25

Rys. 24



3.40. Rys. 26, Uwaga. Jest to wykres dla a # 0 # b,

3.41. Wykresem Jjest cala plaszezyzna,
3.42. Wykresem Jest zbidr pusty.
343, Rys. 27. 3.4, Rys. 28,

3.45. Wykresem jest cala plaszczyzna z wyjatkiem prostej x = y, ale
z punktem (4, ).

3.46. Wykresem Jest punkt (0, 0).

3.47. Rys. 29. 3.48. Patrz rys. 29,

3.49. Wykresem jest cala plaszezyzna,

3.50. Rys. 30.

3.51-53. Wykresem Jjest cala plaszczyzna.

3.54, Rys. 31. 55, Rys. 32,

3.56. Rys. 33. Uwa ga. Wykresem jest cala kula (wngtrze wraz z brze-
giem),
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il [
,; ,//;4.//,; O
= . !

700
/// 7
>%/ 7

T
-3

Rys. 31 Rys. 32

A
7

| s

Rys. 34

3.57. Rys. 34. Uwaga. Wykresem jest ptaszczyzna nachylona do osi Z
pod katem }n i przechodzaca przez prosta x = —y, tj. prosta nachylona
do ujemnego zwrotu osi X pod katem L.
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3.58. Rys. 33. Uwaga. Wykresem jest plaszczyzna prostepadia do
plaszezyzuy X¥ i przecinajaca o8 ¥ w punkeie 1 i o§ X w punkcie 1.
3.59. Rys. 36. Uwaga,

Wykresem jest nieskonczony walec wraz
Z wnegtrzem.

by
—~A

Rys. 35 Rys. 36

3.60. Rys. 37. Uwaga. Wykresem jest wnetrze walca.
3.61. Rys. 38, Uwaga. Wykresem jest wingtrze szescianu.

Rys. 37

Rys. 38

3.62. Rys.

39. Uwaga. Wykresem jest paraboloida obrotowa (bez
wnetrza).

3.65. Z zalozer wynika, ze dla Xpy oo Xn) e X, X ..

. X Xy mamy
$(xy, ..., X,). Poniewaz X, # 0, wige X, x ..

- X X, # 0. Istnieje wige ja-
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kis element tego zbioru i niech nim bgdzic np. {q,, ..., @,>. Stad B(ay, ..., a,),
i wice @ jest spetnialne.

Zalozenia A # O odrzucié nie mozna. Jesli bowiem dlg pewnego i
mamy X; = O, to X} x ... x X, = O @ nic jest spelnialna, bo nie istnieje
w X; x ... x X, zaden element, Ktéry spetnialby @ (Zaden element do tego
sbioru nie nalczy).

Rys. 39

3.67. Jedli &(x) i ¥(y) sa spelnialne, to istniejg takie elementy a i b,
e (@) i ¥(b). Istnieje wiec para {a, &> spelniajica funkcje @(x, ») =
= P(x)A¥(y).

Z drugiej strony, jesli funkcja O(x, y) = P(x)A ¥(3) jest spetnialna, to
istnieje {a, b) taka, ze Oa, b), czyli ®(a) A ¥(h), skad na mocy tautologii
anf = a,anf= fiireguly odrywania mamy &(a}i ¥(b), a wicc Pi¥ sy
spetnialne.

Twierdzenie nie jest prawdziwe dla funkeji @(x) i Y(x). Jesli bowiem
funkcja @(x) A ¥(x) jest spelnialna, to istnieje takie a, Ze ®(a) A ¥(a), skad
®(a) i ¥(a), a wigc @ 1 ¥ sa spelnialne, ale implikacja w drugg strone nie
musi zachodzié. Wystarezy jako @ wziaé x > 0, a jako ¥ wzigé x < 0.
Obie funkcje sg speinialne, a ich koniunkcja jest falszywa,

3.68, Zaldzmy, ze @(x) = ¥(p) nie jest spelnialna. QOznacza to, Ze nie
istnieje para {a, b) taka, ze O(a) = P(b). Wynika stad, se dla dowolnego
ai b 9(a) jest prawdziwa, natomiast ¥(b) — falszywa.

Z drugiej strony, jesli @¢(x) jest prawdziwa, a ¥(») falszywa, to dla kaz-
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dego {a, b, P(a) prawdziwa, a ¥(b) falszywa, a wige &(a) = ¥(b) fal-
szywa, skqd wynika, ze P(x) = ¥(y) nie jest spelnialna,

Dla funkcji &(x)= ¥(x) analogiczne twierdzenie nie jest prawdziwe.
Chociaz z faktu, ze @(x) prawdziwa, a ¥(x) falszywa wynika w sposdb
analogiczny do przedstawionego wyzej, ze P(x) = ¥(x) nie jest spetnialna,
to implikacja w drugy strong nie zachodzi. Jako przyktad mozna wzigé
za @ funkcje x <0, a za ¥ funkcje x > 0.

3.69. ~d(x) jest spelnialna wiedy [ tylko wtedy, gdy funkcja @(x) nie
jest prawdziwa,

W odpowiedziach do zadan 3.73-3.85 zmienne podkreslone 83 zmien-
nymi zwigzanymi, zmienne z kresky u gory sa zmiennymi wolnymi,
3.73. v D(x,7.2). 3,74. A A D(x, y, Z).
X x y

375. V9%, 5,2). 376,V d(x, 7, 7).
397 [V A ¥(x, y,5)] = W(%, 7, 2).
3.78. A /\y D(x, y, Z) AV (X, §, 2).

x 'y "
3.79. A D(x, , 2) = {Y[\;/ ¥(%, y, g)r\/z\ O(x, 3, 2)1}.
3.80. Y[dﬁ(._r, ¥.2) = ¥(x, x, 7)) = { v VIPx, %, 7) AO(x, 7, P}
38L. V(x<jvx<z). 382, v /-\[(;_c <Y =(x<irz<y)
3.83. A(xlFaxlz=x|5). 3.84. (Ay VX < p)Vv(Z < z).
3.85. V(x < xvx < 3). ”

3.88. (=1, +1). 3.89. 2—{0}.

3.90. 0. 391. 0. 39. % 3.93. 0. 3.94. . 3.95. 0.

3.112. Niech wykresem funkciji zdaniowej ®(x, y) bedzie zbiér 4 punk-
tow plaszezyzny V. Wowezas:
a) Wykres funkcji A @(x, y) otrzymuje sie przez Srodkowanie zbioru 4
x

na os Y.
b) Wykres funkcji V@(x, y) otrzymuje sie Przez rzutowanie zbioru A

na os$ Y,
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¢) Wykres funkeji A ®(x, y) otrzymuje sie przez srodkowanie zbioru A4
¢

u 0§ X,
d) Wykres funkcji V@(x, y) olrzymuje si¢ przez rzutowanie zbioru 4
¥
w1 of X,

Uwaga. Srodkowanie zbioru 4 na of ¥ (na 0§ X) polega na znalezieniu
nnjwigkszego pasa rownoleglego do osi X (do osi ¥) catkowicie zawartego
w A 1 znalezicniu nastgpnie przecigeia tego pasa z osia Y (osia X).

3114, Vx =2p. 3.115. V V x =y )1+ Veda.
¥ Y. ¥

3116. A A(x=yz=>y=1vy=x).
y oz

3417, V V[(y # x)Aa(y # ) ax £ yz).
¥y =z

3118, V V(x = yy)alx = zz)A

Y15
ANV V (= ypyyAu = zz)) = V xx = u].
LI ST x,
3.119- v V (y = x_rl‘,\z = _xxﬁj\

AA [V VU’ = U NE = uuz)=> Vi Uy, = x].

u uy Ho
Uwaga. Korzystajac dodatkowo z funkcji x < y mozna funkeje zda-
wiowe z zadan 3.118 i 3.119 zapisa¢ w inngj postaci. Na przykiad dla zada-
nia 3.119 funkecja moze by¢ zapisana nastgpujico:

V Vxx; = yAaxxy =z2aN [V V (uu, = pauu, = z) = u < x].

& T u U Hy

3120, A A[(x=4y+zrz<d) =(z=1vz=2)]
¥y z

3121 AAA(x=2p4zA2< )= (z=0vz = 1)].

x y =z

3122. AVIN A(p=yz=y=1vy=p)a(n<pap <2n)].
nop y z

Uwaga. Poréwnaj z zadaniem 3.116,
3123, A (Vuuy = x= \V uiy, = p).

g

3120 A{2u+1>3=[V VAA{p=yz=p =yv]=73A

P P2 P Z

Apy=yz=py=yv] =yp))=2u+l = p;+p,]}
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3.025. A A VY {VV(xx = ZAXX, = PIA

z p» x X x,
ANV Vg, = AUy = y) = u < x]).
U o ow
Uwaga. Pordwnaj z zadaniem 3.119,
3126. A A A VIV vV Vizrzy=xap.y = XAUC U = x)A
zZ Yy u x ETR S

ANIVV V(2 zy=tay -y = INU ) = 1) = x < 1]},

t TN om
3.127. A Vox <y
x y
3.028. A VA Ax=p-zey=lvyp=1i]=
x r ¥y z

={ANt=ypzoy= vy =1t)ax <.

3.129. ~vx2 <, 3.130, \-f{f('f) =0AA /() =0=x = Y1k
* y

X

3.131. A A Vix<y=xy< IAZ<y) 3132, ~y Ay < x.
x y =z x y
3033~V = x 334 V(z = pvat vzt = ),

¥ z
3.135. A A [x<y=f(x) >/l 3.136. A A (iz<m:>a,,<am).
x y

ne 4" me s

3.137. A O0<a,.
ne 4

3.138. A v A A (my>nam,>p = lay —a, | < &),
220 ne ¥ med mye 4" !

3.439. V A jai<x
X he 4

340 v A A < MAR < my=a, =gq,).
e me N mes )

3.141. Jezeli @, oznacza formule z zadania 3.140, a @, formule z zada-
nia 3.138, to szukang formuly bedzie @) = &b,.

3.142. v Al <x= A v A \ V [n<m=
X ne 4 e>0 ne V" me s kA ke

= (m< kam < ko, A lay, —a, | < e)].
3.143. A vV A (lx—xp| < 6 = L) ~1(xp)| < &)

>0 50

3. A A v A (lx—xol<6=-lf(x)—f(xo)l<s)=~

Yoelagb) >0 850 xedab)
=V A =)<y
¥ xeab)
345, A v A A (x—x <6 = () =f(x)]| < e).

>0 >0 xe(ab) xe {a,b)
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3.146. A [x\a/\g\(y<a:*' vV y< )l

xedf x=4
3.147. A [a \‘x/\/\(a<y=> Vox sy
reld ¥ xedfl

3.148. Jesli @(x,) oznacza formulg z zadania 3.143, a W,(a) i ¥a) sa
formulami odpowiednio z zadania 3.141 13.147, to szukana formula be-
dzie

A @)=\ ¥l \/ ¥,z

xe{aby x=ga,b) ze{a,l)

3049 [A AV Alx—X|< d=

x e>»00>0 x’
= (I/(x)=SX)] < enlgx)—gx)| < g)] =
=[A A V Alx—x|<d= |f(x)gl)—f(x)g(x")] < el

x >0 3850 x'

3150, [A VW A Aln =X < o=
ex>0 >0 x; x
= ([l —fx)] < enlglx) —glx)| < &)=
=[A NV A Alxp=x| < 0= [flx)+g(x) —S(xp)—2(x)] < &l

ex0 >0 x; x
3.151. Rozwazmy zdanie ~V @(x). Mowi ono, Ze nie istnieje x majace
x

wlasnosé &. Biorge wige dowolne x, mozemy stwierdzi¢, Zze nie posiada ono
wiasnosci @, posiada wige wlasno$¢ ~@, skad wynika, ze ~&(x;) jest
zdaniem prawdziwym.

Rozuniowanie byle prowadzone dla ustalenego ale dowolnege x,
mozemy wigc stwierdzic, ze dla dowolnego x, zdanie ~ @(x,) jest prawdziwe,

A wicc ostatecznic z zalozenia ~ V@(x) udowodnilismy, ze A ~@(x).
x x
Z drugiej strony, jesli mamy A ~@(x), to o doewolnym x, mozemy
x
orzec, ze ma wlasnosé ~ @, czyli nie ma wlasnosei @, Gdyby istnialo x;
majgce whasuos¢ @, to jak wynika z powyiszego rozunowania réwno-
czednie tej whasnosci mie¢ by nie moglo i otrzymana sprzecznoié¢ dowo-
dzi, 7o ~ vV &(x),
X

3.161. Niech @ i ¥ bgda funkcjami zdaniowymi zawierajgcymi odpo-
wicdnio zmienne x, y, ...,z oraz u, ..., t. Wezmy dowolny ukfad elemen-
LOW Fos ovvs Zgs Hys -y Tg. JeSli przy tak obranym ukladrie zdanie

I\ PCX, Voo ves 2}V W ugy ooy 1)
L

jest falszywe, to cala implikacja jest prawdziwa bez wzgledu na to czym
Jest nastepnik. Niech wigc yg, ..., Zg, 4y, -.oy fp bedzie takim ukladem,
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7e zdanie
/\ {@(I, Jfo. cany ZO)V W(“ﬂ) very IO)]
x

Jjest prawdziwe.

Zauwazmy, e (g, ..., 1) jest juz zdaniem, gdys za wszystkie zmienne
zostaly podstawione konkretne elementy, ma wige ono SWoja warto$é
logiczng. Jedli jest ono zdaniem prawdziwym, wéwczas tez formuta
DX, Yy, oy 2g) VY Jest prawdziwa, pozostanie wige prawdziwa po do-
taczeniu duzego kwantyfikatora. W tym jednak wypadku alternatywa

NP, v, oy z) v P(tiy, ...s ty)

jest oczywidcie zdaniem prawdziwym, Jesli za¢ Fluy, ..., 1y) jest falszywe,
to funkcja zdaniowa @(x, Yos ++» Zg) musi byé prawdziwa, Bedzie wige
prawdziwym zdanie A @(x, Yoo s Zy)y @ Wige prawdziwa tez bedzie al-
lernatywa

A P(x, vo, ..., Zp) V ¥ (uy, ..., 1,).
X

Ostatecznie wiec, dla kazdego ukladu elementéw Yos s Iy implikacja
zachodzi, a wiec implikacja

ABGIvy]= A\ D) v

jest prawdziwa.
3.167. Nie. Wystarczy jako @(x) wzigé np. Vx<z

3.168. Nie. Wystarczy jako @(x) i ¥(x) wziaé odpowiednio v < 0
1x>=0,

3.169. Nie. Jako D(x, y) moZna wziaé x < »

3.170. Nie. Jako P(x) i ¥(x) mozna wziaé odpowiednio x < 01 x > 0,

3.171. Nie, Jako ¢(x) i #(x) mozna wziaé odpowiednio 2 > 1 i x > 1.

3.172. Nie. Jako &(x) i ¥(x) wzigé odpowiednio 2jx i 3.

3.173. Nie, Jako P(x) | P(x) wzigé¢ odpowiednio x < 0 i x*< 0.

3.174. Nie. Jako @(x, y) mozna wziaé formulg x = xA V y < x.

3.175. Nie. Jako P(x, ¥} mozna wzigé formule y < x.
3.176. Nie. Jako P(x) mozna wzigé x < 0.
3.177. Nie. Jako ®(x) mozna wzigé x < 0.
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3.179. Dowdd formuly ~V @(x) <> A ~D(x).

Zgodnie z umowa, dzigki ktdrej formuly o zmiennych wolnych trak-
tujemy jak zdania ogolne, aksjomat g moZemy napisaé w postaci

A [2(x) =\ &)

Ze wzgledu na tautologie (¢ = ff) <> (~f = ~a), formulg pod kwanty-
fikatorem mozemy zastapic formula ~ V @&(x} = ~@(x), skad otrzy-
X

mujemy

N~V ¢(x) = ~ $(x)].

Stosujac aksjomat a otrzymujemy dalej
A~V ¢(x) = A ~d(x).
X X X

Zauwazmy, z¢ formuta \V@(x) nic zawiera zmiennej wolngj x, wobec
x
czegd mozemy zastosowaé do niej aksjomat e; mamy
~\/P(x) = A\ ~\/B(x) oraz  A\~VEE) = A ~O(x)
X X X X x X

i z przechodniosci implikacji mamy ostatecznie

~\/ @(x) = N ~ D).

Rozwazmy teraz formule /\ [/‘\ ~@(x) = ~P(x)] wynikajaca z aksjo-

matu b. Zgodnie z cytowana wyzeJ tautologia {prawem transpozycji) mo-
zemy te implikacje zastapi¢ nastepujaca:

/x\ [#(x) = ~£\ ~P(x)].

Rozdzielajac ten kwantyfikator zgodnie z aksjomatem f otrzymujemy
\x/ o(x) =>\x/ ~/} ~ P(x)

i ze wzgledu na to, Ze ~ A ~®(x) nie ma zmiennej wolnej x mozemy sko-

x
rzysta¢ z aksjomatu j, co daje

V @(x) = ~ \ ~B(x)
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i na mocy Prawa transpozycji dostajemy ostalecznie

A ~Px) = ~\/ o),
3 X
co konczy dowdd réwnowaznoéei,

I0W s3 prawdziwe w kazdej dziedzinie, natomiast zdanie A P(x) = V @(x)
X x

nie jest prawdziwe w dziedzinie pustej,
3.184. W dowodzie tym, oprécz twierdzes logiki wykorzystywagé be-
dziemy nastepujace twierdzenia arytmetyki:

(0 /\/\/\‘. SY=x+2< ptg,
x 'y z
) /\/\/:\[y>0:>(x<z=:-xy<zy)]

oraz wlasnosci relacji = | <,
Z twierdzenia (1) zgodnie z aksjomatami d | e Wynika natychimiast, ze

/\/\x<y=-2x<y+x, /\./\X<y=>y+x<2y,
x oy x 'y
/\/\)’<x=>2y<_}!+x, /\/\y<x=-y+_'c<2x’
x oy x 'y

1 dalej z (2), Podstawiajgc za ¥ liczbg 1 mamy

/\/\[%>O=>(x<z=>§x<e}z)].

r_’.->0==>/\/\(x<z=>{,—x<%z)
x y

I po zastosowaniu reguly odrywania | Zamianie Zmiennych

(3) /\/\(x<y=>%X<%y),

i podobnie

)] AN <x=3y <y
* ¥
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skad przez podstawienie dostajemy

(5) ANARy < x+y=p < Hx+p)],
Y

(6) ANRy < pex=y<ix+y)]
x oy

Tworzgce koniunkeje (5) i (3) oraz (6) i (4), a nastepnie korzystajac z roz-
dzielnogel kwantyfikatorow wzgledem l\omuukql i przechodnioéei impli-
kacji ofrzymujemy

M(rr=x <38 A(r<smr <)

i podobnie

y +y
f\/\(-\'<3’:~i§i<}’), /\/\(y<x:>x2—}<x),
x ¥ . “

skgd
/\/\(x<y=>x<
< ¥

Xty x+y
A

X+ p

<y), /\/\(y<x=>_v< xjy <x).
x y ~

Poniewaz x < S < ¥= Vx<zAz <y, namocy aksjomatu

e x

g otrzymujemy
ANx<y=Vx<z<y,
i podobnie '
Al rca=sNy<gz<x
x y z
Z aksjomatu b mamy dalej

x<y=\/x<z<y, r<x=>\y<z<x

Dodajac te implikacje stronami otrzymujemy

x<yvy<x=\(x<z<yvy<:z<x)

z
Poniewaz z wlasnosci relacji = i < wynika, ze x # y = x < PVy < x,
olrzymujemy ostatecznie

ANx#y=\(x<z<yvy<z<x).
x ¥ z
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3.190. Koniunkcyjna i dyzjunkeyjna: A A [@(x)v ¥l
x oy
3.191. Koniunkcyjna i dyzjunkcyjna: V [@(x) A F()].
x ¥
3.192, Koniunkcyjna i dyzjunkcyjna: A A [~ DPx)v ¥ ().
Y

x

3.193. Koniunkcyjna:
/x\ /r\ \/ Y{ [~ @)V ¥ (L DIAT~ ¥ (s, y) v S]]
Dyzjunkeyjna:
/x\ /,\ V Y{[N D) A~ W (s, PV [~ O(x) A D) v
VIF@ A~ P (s, )]V ¥ (1, ) A D))
3.194. Koniunkcyjna i dyzjunkeyjna: A A [~d(z)v ~ ¥(x, y)).
3.195. ~/x\ {\,/ DX, y) = ~ i\ [P{x, », ;) \: AO(x, p, 2)]} <>
N {‘y/ D(x, J’)M;\ [Y’(x,qy, Z)V/z\ O(x, y, 2)]} =
=V V {2z, )A ALE (v, 4, 2) v AOG; 4, 2))} <
=V ;1 A {BCe, AP (x, 4, z)v/r\O(x, u, 1)]} <=

SNV A AP DA[E G, u, 2)v O(x, 01}
x y t

u

Jest to postaé koniunkeyjna. Postacig dyzjunkeyjng natomiast jest:

V VA AL{@x, ») A ¥(x, u, 2)]v[D(x, ) A O(x, u, N1}

x y u 1

Uwaga. Korzystamy tu w sposob istotny z faktu, ze formuly ¢, ¥ i @
nie zawieraja w ogéle zmiennych u i ¢,

3.196. Koniunkeyjna:
VANV A0 ) v~ 2 (x, ] A 100, y) v~ 0, 2]).
Dyzjunkeyjna:
YV AAVAGw ) VI~ ) am 6, ),

3.197. Wskazéwka. Skorzystaé z wynikéw zadan 3.190 i 3.191.
3.198. Wskazéwka. Dowodzié podobnie jak zadanie 3.197,
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3.199. Nie. Roznorodnosé¢ postaci wynika ze swobody wyboru zmien-
nych przy zamianie zmiennych zwiazanych jak tez i kolejnosci wynoszenia
kwantyfikatorow.

DO ROZDZIAEU IV

4.1. D(R) = {a4, b}, D*(R) = {b,c}.

4.2. D(R) = {a}, D*(R) = {a, b, c}.

43. D(R) = {a}, DyR)={b,c,d}, DyR)={b,c}.

44. D(R) = A&, D¥R) = 4 -{0}.

4.5. Dyi(R) = {=3, =2, —1,0,1,2,3} = Dy(R), Dy«R)={0,1,2,3}

4.6. Di(R) = B—{0} = Dy(R), Dy(R)=A.

4.8. R nie ma w zbiorze X Zzadpej z omawianych wiasnosci. Nato-
miast na zbiorze {a, b} relacja R jest zwrotna, przechodnia, spdjna i stabo
asymefryczna.

4.9. R jest w X zwrotna, symetryczoa i przechodnia. W zbiorze {a, &}
jest dodatkowo jeszcze spdjna, w zbiorze {¢, d} jest przeciwsymetryczna.

4.10. R jest przeciwzwrotna, w zbiorze {a, b, ¢} jest przeciwzwrotna,
symetryczna i spojoa, w zbiorze {a, ¢, d} jest przeciwzwrotna i spdjna.

4.11. R w X nie ma Zadnej z omawianych wilasnoSci. W zbiorze {a, &,c}
jest zwrotna, przeciwsymetryczna, przechodnia i spdjna.

4.12. Jesli {x, y» € R, to x & D(R), za§ ye D¥*(R), czyli

{x, ¥y € D(R)x D¥(R).

4.13. Niech xe X, wtedy {x,x) e Ra{x, x)e S, czyli{x, x> e R S,

co wobec dowolnosci x dowodzi tezy twierdzenia.

4.14. Niech ID(R)UD‘(R] Lo .R, Wtedy /\ <x, x> € R, cO Wla§ﬂie
xe D(R)u D*R)
znaczy, Ze relacja R jest zwrotna,

Odwrotnie jesli relacja R jest zwrotna, to (z definicji) jest zwrotna
na zbiorze D(R) U D*(R), czyli

{onxpeR,  czyli Ipgyypwwy = R
xe D(R) v D*(R)

4.15, Jesli relacja R jest przeciwzwrotna, to
nx)¢ R, czyli /\ (u € Ipmyopvry => U € R),

xeD{R) v D*(R) u
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a wiege
ID(R}UDQCR} M R = O.

Zauwazyé, ze wszystkie przejscia sg réwnowaznosciami,

4.16. Zauwazmy, ze Towyupnpy VR = 0 <> Inwyupvry © X*— R, a suma
mnogosciowa i iloczyn mnogosciowy dowolnej redziny zbioréw spetnia-
Jjacych ten warunek tes go spelnia,

4.17. Tak.

4.18. Tak, zalézmy, ze (upde R—1,. Udowodnimy, ze hxy ¢ R—1Iy.

Przypusémy przeciwnie, {y, x> e R—1y, zatem {(y,x>eR (podobnie
(x,¥>eR)ina mocy slabej antysymetrii relacji R mamy y = X, €O oczy-
wiscie jest sprzeczne z zalozeniem.

Twierdzenie odwrotne jest prawdziwe; niech (IER, {y,x>eR
udowodnimy, ze x =». Przypuitmy, ze x y. Wtedy (x, p) € R—1Iy
L {nx>eR-1I,, co Jjest sprzeczne z asymetria relacjj R—1,.

4.19, Nie. 4.23. Tak, wystarczy doda¢ Iy,

4.24. Nie. Na przykiad {{a, a), <aq, 6>} < {a, b}? nje daje sig roz-
szerzyé.

4.25. Tak. 4.26. Nie. 4.27. Nie. 4.28. Tak. 4.29. Tak.

4.30. Przypomnijmy warunek symetrii:

N Kxy)eR={(pxyeR) eyl A CxrdeR=(xpyer),
x

xyeX X pe=
czego nalezalo dowiesé,

4.31. Udowodnimy najpierw, ze R < § = R-1 < §-1, Zaléimy, 7e Rc §
i {xp>eR, wtedy <y, x> e R, (y, x»e8 | wreszcie {x,p> e s,
Z kolei (R™Y)-1 = R. Jegli %10 (R, to ¢y, XERT [ Lx, y>e R
Inkluzja odwrotna jest réwniez oczywista. Jedli teraz R R 1o RIc(R-1)-1,
czyli R = R, co daje razem R — R-1 Implikacja w druga strong jest
oczywista, bo jesli X =¥, to X = ¥,

4.32. a) Tak. Niech (x, ¥2 (R U Syt wtedy ¢y, x)e R U S, coréwno-
wazne jest temu, Ze ¢y, x> & Rv x> e, skad (x, PPERIVx, > e S
i wreszeie (x, y>e R1y §-1,

b) Tak. ¢) Tak. d) Tak.

4.33. Tak. Jest to w istocie inne sformutowanie definicji spdjnosei.

4.34. Tak.
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4.35. Tak. Zalézmy, z¢ R i S sg relacjami przechodnimi, niech
Y ERNSI{zye RN S Wiedy (x,y)eR, {(x, > €S, {y, 2Dk,
Sy, zyES, a zatem (x, yp e RA{y,z)eR oraz {(x,ypeSA{y, z)esl.
stad {x,z> e R 1 {x,z)eS i wreszcie {x,z) e RN 5.

4.36. Nie. Wystarczy poda¢ kentrprzykiad. Niech R bedzie relacja nie-
wigkszobei w47, za$ S relacjg niemniejszosei w A", Wtedy R i S sa relacjami
spojnymi, ale R 08 = I, za§ I, nie jest relacja spdjna.

4.37. Tak. Niech (x> eX2 Wiedy {x,y)eRuURTU Iy oraz
{x, 1 eSS tuly, zatem

(peRURIULUSUSTUIL =
=RUSUR71US'71UIX:(Rus)u(Rus)fluIX

(w ostatnim przejéciu korzystalismy z zadania 4.32 a, a takze z warunku
sformulowanego w zadaniu 4.33).

4.38. Nic. Wystarczy podac kontrprzykiad. Niech X' = {1, 2,3}, R = I,
7a8 § = Ru {{1,2) u<2,3)). Oczywiscie R jest relacja przechodnia,
ale § nie; bowiem ¢1,2)eS 1 {2,3>eS, ale {1,3> &S.

4.39. Zaldzmy, Ze relacja R jest przechodnia, 1j.

/\ (xRy A yRz = xRz)

X, P2z
i niech para {x, z) € R o R. Wtedy istnigje y takie, Ze {x, 1> e Ri{y, 7> e R,
co na mocy przechodniodci daje (x, z) e R. Odwrotnie, niech Re R < R,
wice (x,3> e RA{y,zye R, skad {x,z)eR-R, ale R-R< R, wigc
{x,z) € R, co korczy dowdd.

4,40, Niech (u,v)elyeol,. Witedy istnieje takie ¢, ze (w,e)ely
it,vdely, ale wowezas u = tiueXorazt =viveY, skadu=v=1
iteX Y. A wige (u, v) e ly.,y. Odwrotnie {u, vy € Iy y implikuje u = v
ineX nY, skad (u,v)ely i {v,vrely, czyli {u,0) elyoly.

4.41. Nicch {x, 1> € R~ (8- T). Wtedy istnigje y takie, ze xRy a (S T)t,
a wiec istnieje tez takie z, ze xRya(pSzazlt). Na mocy tautologii
[pAlgar)]<[(pag)nr] wnioskujemy, Ze (xRyApSz)azTt, co w kofcu
daje x[(R°S)eT)t. Zawieranic przeciwne dowodzimy analogicznie.

4.42. Zalozmy, ze {x, zy € (R 8)~L. Witedy (z, x> € R» §, czyli istnieje
takie y,ze {z, 3> e Ri {y, x> e S, astad (p, z) e R-1i{x, p) € §7L, i wreszcie
{x,v>esStidy z)eS, codaje (x,z)eS e R Poniewaz wszystkie
przejécia byly réwnowaznosciami, wynika stad réwnoSc,
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4.43. Nicch X € D(R). Wiedy istnieje y takie, 7e (x,¥)€R, a wiec
I x) e R-L Ale wéwezas X, x) € Ro R-1, ¢co wlaénic dowodzi (wobec
dowolnosci x), ze Iy © Ro R, Analogicznie dowodzi si¢ drugiej czesci
zadania,

4.44. a) Relacje interpretujemy jako podzbiory plaszczyzny karte-
zjaitiskicj.

b) D(R) jest wtedy rzutem R na o$ Ox, a D*(R) rzutem na of Oy.

¢} Przekatna (1j. brosta opisana rownaniem Y = X) zawarta jest w R.

d) Prosta opisana réwnanjem Y = x jest osig symetrij figury reprezen-
tujacej relacje R.

¢) Suma mnogosciowa figury reprezentujgcej relacje R, prostej opisanej
réwnaniem y = x oraz figury symelrycznej wzgledem tej prostej jest caly
plaszczyzng,

f) Przekatna jest rozlgezna z R,

g) R nie zawiera punktéw symetrycznych wzgledem prostej y = x,

h) Jedynymi punktami R symetrycznymi wzgledem prostej y = x sg
punkty leigce na tej proste;j,

4.45, Zwrotno$é, symetria, przechodnjogé,

4.46. Zwrotnogg, symetria, przechodniosc, Istotnie, dla kazdego x
mamy 2i2x. Jedli 2|x+p, to 2y+x (bo X+y = y+x), wreszeie, jedli
2lx+y i 2|ly+2z, to 2)x+2y+2i 212y, a stad 2[x+z.

4.47. Antysymetria i przechodnio$é. Zwrécié uwage na fakt, 7e R nie
Jest zwrotna, mianowicie (0,0} ¢ R. Relacja R nie Jest spéjna bowiem
3,5 ¢R, (5,3>¢R, 3#5.

4.48. Przeciwzwrotnoéc’:, asymetria, przechodniosé,

4.49. Przeciwzwrotnosé, asymetria, przechodniogc, Istotnie, zaldzmy
xRy i yRz, wiedy x =2jy =3 (R = {¢2, DhHiy=2i2= 3, co oczy-
wiScie nie jest mozliwe. A wiec cala implikacja xRy a YRz = xRz jest
prawdziwa.

4.50. Przechodniosé, slaba asymetria. Istotnie XRYAPRx = x =
=IAy=1,bo R= {<1, 1>}, a wiec X =y,

4.51. Zwrotno§c, symeiria, przechodniogé.

4,52, Przeciwzwrotnoéé, symetria,

4.53. Zwrotno$é, symetria, przechodniogé,

4.54. Siaba antysymetria, Istotnie, jesli xRy i YRx, to x% = 2| x2 b
czylix=0iy=01ubx=1iy=1, wigczawszex:y.
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4.55. Przeciwzwrotno$¢, asymetria, przechodniosé. Zauwazmy, ze re-
facia R nie jest spdjna; istotnie 2 # —2, ale ~2R —-2)A~(—2R2).

4.56, Przeciwzwrotnosé, symetria.

4.57. Zwrotno$é, symetria. Zauwazmy, ¢ relacja R nie jest przechodnia,
Istotniec 3R1 i 1RO ale ~3 RO. Zauwazmy, Zze wynika stad, Ze¢ istnicjy
relacje zwrotne i symetryczne ale nieprzechodnie, czyli innymi stowy, ze
wlasnoéé bycia relacjg zwrotna i symetryczna nie jest wystarczajgca do bycia
relacjg przechodnia.

4.58. Symetria.

4.59. Zwrotnod¢, symetria, przechodniosé. Istotnie, jedli xe ", to
x <5 lub x> 5. Jesli x <5, to xRx, wicc x = x, je8li x > 5, to 2[x+x,
Podobnie, jesli xRy, to (x < Say <5ax = p)lub{x > 5Ay > 5A2|x+y).
W pierwszym przypadkuy = x, a zatem yRx, a w drugim 2{y+x. W kazdym
przypadku ¥Rx.

4,60, Przeciwzwrotno$é, symetria, spojnosc.

4.61. Zwrotnoé¢, symetria, przechodniosc.

4.62, Przeciwzwrotnosé, symetria.

4,63, Przeciwzwrotno$é.  4.64, Przeciwzwrotnose.

4.65. Asymetria. 4.66. Staba antysymetria.

4.67. Przeciwzwrotnosé, asymetria.  4.68. Zadna.

4.69. Zwrotno$é, staba antysymetria, przechodnio$é. Zauwalyé, Zze
x—x = 0+0i. Jedli x—~y = a-+bi, za§ y—x = c+di, gdzie a,b,¢,de N,
to x—y+y—x =0 = (a+c)+(b+d)i, a stad a+¢ = b+d = 0. Poniewaz
aeN i ced, zatem.a = ¢ = 0, podobnie b =d = 0. Stad x—y =0,
czyli x = y.

4.70. Zwrotno$é, symetria. Zauwazyé, ze rozwazana relacja nie jest
przechodnia. Istotnie <1, 13RO, 0) i <0, O3RN, 2D, ale ~(1, 13R<L, 23.

4.71. Symetria. 4.72. Symetria.

4.73. Zwrotnosé, symetria, przechodniosé, Istotnie X=X = 0, a zbidr
O jest zbiorem skoficzonym. Nastepnie XY = Y= X, I wreszcie X=~Z <
c (X=Y)u(¥Y=2).

4,74, Zwrotno$é, symetria, przechodnios¢.

4.75. Symetria. Relacja R nie jest przechodnia. Istotnie, niech X = Par,
Y = {1}, Z = Par. Wtedy X n ¥ = O = ¥ n Z i oczywiécie O = A" —Par,
a stad XRYAYRZ, ale XnZ =Pari XnZc A —Par

4.76. Zwrotno$é, symetria, przechodnio$¢é. Poniewaz zadanie to jest
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bardzo wazne w péiniejszych zastosowaniach, szczegolnie zwigzanych
z feoriq modeli, nalezy postarac si¢ rozwigzaé to zadanie, jefli czytelnjk
ntie umie rozwigzaé g0 samodzielnie, winien dokladnie przeczyta¢ rozwia-
zanie,

Zwrotnoéé, Niech Xe P(X), wiedy X~ X = . Zgodnie z warunkiem
10 X+~ Xep a wiet XYRY,

Symetria, Mamy X~y — Y= X, jesli wice ¥~y e Ltotakice Y~ X e

Przechodnioéé, Jedli XRY i YRZ, to X~Yey i Y=Zel, a zatem
XY=¥u (Y~Z) € I(zgodnie z warunkiem 2°). Poniewaz ¥ -- 7 X~ryu
V(¥-Z), wige (X=-Z)u [(x= Y)u(¥r=2z) = (XY= u (¥Y=Z), a wice
(XY=2Z) u[r- Y)u(¥~2zj)ler a stad (na moey warunku 2°) X=Z)er

Zauwazmy, e problem z zadania 4.73 Jjest szczegdlnym przypadkiem
naszego zdania, mianowicie skoliczone podzbiory zbioru 4 tworza ideal,

4.77. Przeciwzwrolnoéé, asymetria, przechodniosé. Zauwaimy, ze
Spojnesé nie zachodzi: e RO,y ~ {1, # R{ln},_
i ""’{.]/n}ne.ﬁ/' = {lr{nz}ne.ﬂ‘-

4.78. Symetria.

4.79, Zwrotnosé, symetria, przechodnioge.

4.80. Zwrotnosé, przechodniosé, Zauwazmy, ze relacja nasza nie jest
stabo aittysymetryczna, bowiem réwnosé dziedzin relacji nie pociaga za
soba réwnosé relacji.

4.81. Zwrotnoéé, symetria, przechodniosd, Zwrdcié uwage na rozwig-
zanie tego zadania, poniewas Jjest ono wazne,

X))} =0er (na moey zalozenia),

) # () = {x: g(x) # (0},
XS # M)} < {x : fia) 2 8E} U {x : g(x) # h(x)).

Poniewaz kazdy ze zbiorgw stojacych po stronie prawej nalezy do J,
wige ich suma, a takze ; Jej podzbior {x L) # (X)) nalezy do 7,

4.82. Dowéd a) =, Zauwazmy, 7e xe [x]x, @ wiec x e [¥]z.

<. xRy pocigga 7a soba A zRx < ZRy (na mocy przechodniodci i sy-
metrii), co wlasnie oznacza [;]R = [¥]p.

Dowdd b) «. Mamy

XRy = [x]g = [y,

(na mocy a), a zatem [Xlg 0[], = [X]rs jednakze xe[xlg, a wiec
elr 0 [V]e 2 O.
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=. Podobnie zalézmy, ze [x]y n [y]x # O, istnicje wiec takie z, 28 zRy
I zRy. Wtedy jednak na mocy symetrii ¥Rz i zRp, a zatem XRy.
4.83. Zwrotnod¢. Poniewaz | X; = X, wige dla danego x, V xe X,

iei iel
czylt V (xe Xnxe X;).
fed
Symetria, Jedli v (xediryeX), to V (yeXinxe X))
iel iel

Przechodniosé, Jesli XeXAyed; oraz yeX;,Anzelk;, to i =1,
bo yeX; n X, a wigc A, N X, # 0. Mamy wige XeX;, i zekX,
astyd V (veXaze X)),

iel
4.84. Relacja Ry nie jest wtedy zwrotna.

4.85. Warunek konieczny i dostateczny jest nastepujacy:
XinX;# 0« X =X,
4.86. Tak; sa trzy klasy abstrakcji:
Ay={6n:neN}, A =ibn+l:ine A},
Ay = {6n+4-4 : ne ).

4.87. Tak; jefli interpretujemy liczby zespolone jako punkty ptasz.
czyzny, tj. liczbg x+pi jako punkt (x, ¥, to klasami abstrakcji sq proste
réwnolegle do osi .

4.88. Nie, poniewaZ nie jest zwrotna.

4.89. Tak; sy dwie klasy abstrakeji 4, = Par, 4; = A4 —Par,

4.90. Nic. Relacja R nie jest symetryczna,

4.91. Nie. Relacja R nie jest przechodnia; mianowicie ] R3IA3 R 2,
ale ~1 R 2.

4.92. Tak. Klasa abstrakcji wyznaczona jest przez wspélezynniki przy
potegach wigkszych lub réwnych 3.

4.93. Tak. Klasa abstrakcji, wyznaczona jest przez dowolny wielomian,
W kidrym wszystkie rézne od zera wapolczynniki s3 réwne 1. Dodajac
dofi kolejno wiclomiany o wszystkich wspdlczynnikach parzystych mozna
otrzyma¢ wszystkie wielomiany pozostajace zefi w relacii.

4.94. Tak. Interpretujac geometrycznie liczby zespolone widzimy, ze
jedna z klas abstrakeji mianowicie [0], jest jédnoclementowa, 01z = {0}.
Pozostate klasy maja postaé prostej bez punktu; mianowicie jesli x 5 0,
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to [x]z powstaje z prostej przechodzycej przez punkt x i 0 PO usunieciu
punktu 0.

4.95. Tak. Zauwazmy bowiem, ze ¢ € R oraz (x+3i)® = @i oznacza
po prostu x2—y% = 0, czyli x* — ¥% a taka relacja Jest oczywiscie re-
lacja réwnowaznosci. Kazda kiasa abstrakcji (poza klasa [0],, ktéra Jjest
jednoelementowa) jest dwuelementowa, sklada sig z x i —x

4.96. Tak. Zauwazmy, ze wszystkie wielomiany tworza jedng z klas
abstrakcji.

4.97. Tak. Poréwnaé z zadaniem 4,92,

4.98. Nie. Nie jest zwrotna.

4.99. Tak. Mamy dwie klasy abstrakcji 4, =1{1,3,5, ..., 15),
Ay = (2,4, .., 16).

4.100. Tak, Klasa abstrakeji jest wyznaczona przez liczbg rzeczywista,
kidra jest wspolng granicy wszystkich elementow klasy.

4.101. Tak. Zadanie to jest w istocie inaczej sformulowanym zada-
niem 4.100, Jesli definiujemy relacje lim (@,=b,) = 0 miedzy ciggami
zbieznymi liczb wymiernych {@hner i (Blues w nast¢pujacy sposdb:

/\\//\[m >k = [(a,~b,)| < }i]
n ok m 7

to klasy abstrakeji naszej relacji moga by¢ traktowane jako liczby rzeczy-
wiste. Podana metoda konstrukeji liczb rzeczywistych pochodzi od
G. Cantora.

4.102, Nie. Na przyktad ~1R].

4.103. Tak. Jest to w istocie konstrukeja pierscienja Zy. Klas abstrakeji
Jest k; numerujgc Je liczbami 0, 1, k=1 mamy 4, = {k-m+i:neny.

4.104. Tak. 4, = {B:DetB =}, gdzie re,

4.105. Tak. Klasa abstrakeji wyznaczona Jest przez element postaci

ab

&)

4.106. Tak. [0], = @[1].

4.107. Nie. R nie jost relacja zwrotng.

4.108. Nie. R nie jest relacja przechodnia.

4.109, Nie. R nie Jest relacjy zwrotna.

4.110, Tak. Trudnoéé sprawia jedynie dowdd przechodniogci,

188



Niech xp = ¢2 za§ yz = u®. Wtedy xzy® = (%2, a zatem y2|(1)? i ytu.
Micch w = tuly, wtedy wed i xz = w2, Aby wyznaczyé klasy abstrakeji
irzypomnijmy twierdzenie, ze kazda liczba naturalna wigksza od jednodei
moze by¢ przedstawiona jako iloczyn pYpy, gdzie p; sa liczbami pier-
wszZymi i < j— p; < p; (o, # 0), i to dokladnie w Jjeden sposdb. Dia dangj
lezby @ = pi..pf" rozwazmy b = p5 . pin pdzie g jest 0 lub 1
w zaleznosci od tego, czy o, jest parzysta Czy nieparzysta. Kazda taka liczba &
wyznacza klase abstrakeji, jest ona nawet najmniejszy liczba w tej abstrakcji.

4.111. Tak; klasa abstrakcji wyznaczona jest przez liczbg wymierna
dodatnia, mianowicie przez utamek, ktorego licznikiem jest pierwszy
clement pary, a mianownikiem drugi.

4.112. Tak. Klasy abstrakeji wyznaczone sq przez liczby catkowite.
Jest to zreszly jedna z metod konstrukeii liczb catkowitych.

4.113. Tak.

4.114. Nie. Nie jest bowiem symetryczna.

4.115. Tak; klasy abstrakgji sa dwojakiego rodzaju; jednoelementowe,
mianowicie [x]z = {x} dla x parzystych, oraz 3 inne klasy Ay = {6n+1 :ne
eN}, Ay =1{6n+3 :neN}, A, = {6n+5 : ne A},

4.116. Tak. Mamy osiem klas abstrakeji Ay={6n:neA}, 4, =
= {6n+2 :ne A}, Ay ={6n+d :ne N}, 4d,= {10041 : ne 4},
Ay ={10n+3:ned}, Ay ={10n+5:neN), A, = {10n+7 ined}),
Az = {10049 : ne #}. Latwo widzieé, e suma A wd, = A

4.117. Nie. Relacja R nie jest przechodnia, Niech bowiem aib beds
réznymi clementami zbioru X, Wiedy {a} R{0} i {O}R{b}, ale nie {a}R{b}.

4.118. Nie. Nie jest zwrotna.

4.119. Tak. Mamy 11 klas abstrakcji: 9 jednoelementowych wyzna-
czonych przez takie ze #, 7e |z| < 5. Précz tego dwie inne nieskonczone
klasy abstrakeji zlozone z pozostalych liczb parzystych i z pozostalych
liczb nieparzystych.

4.120. Tak. Zauwazmy, ze jest to szczegdlny przypadek zadania 4.76,
Jesli bowiem X jest ustalonym zbiorem, za§ C ustalenym podzbiorem X,
to P(C) jest idealem w 2(X). Kazda klasa abstrakeji wyznaczona jest
przez podzbiér zbioru X—C.

4.121. Tak. Mamy dwie klasy abstrakcjj, Jedna zlozona z wiclomianéw
stopnia parzystego, druga zlozona z wiclomiandw stopnia nieparzystego.

Wskazdwka. Skorzysta¢ z prawa St(f- g) = stf+stg.
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4.122. Nie. Nie jest zwrotna.

4.123. Tak. Mamy dwie klasy abstrakeji Jjednoelementowe [0]g i [1]g.
Pozostale klasy s nieskoriczone j 53 postaci {a":ne#), gdzie 4 Jest
liczba nie bedaca polggy calkowita zadnej liczby,

4.124. Tak. Klasami abstrakeji sg zbiory AXB, gdzie A4 jest klasg
abstrakeji dla relacji R;, za$ Bklasg abstrakcji dla relacji R,. Tak okreilong
relacje S nazywamy iloczynem kartezjanskim relacji Ry i R,. Tak wiec
udawadniamy w tym zadaniu twierdzenie: floczyn kartezjarski relacji réwno-
waznosci jest relaciq réwnowainosei, Mozna udowodnié, ze iloczyn kar-
tezjanski cze$ciowych porzadkéw jest czgsciowym porzadkiem. Analogiczne
zdanie mowigce o relacjach spéjnych Jest Talszywe.

4.125. a) Tak. Relacja R, 0 R, jest bowiem zwrotna (pordéwnaj zada-
nie 4.13), przechodnia (poréwnaj zadanie 4.35). Jesh (x, Y>ER NR,,
to {(x,¥>eR idx,pde Ry, a zatem (y, x> ¢ Ry i<y, x)c R, i wreszcie
M x>eR N R, co oznacza symetrig.

b) Nie. Nie jest przechodnia, Wystarczy podaé przykiad. Niech X =
=N —{0}, za§ R, i R, odpowiednio xRy <+ 3|x—y, XRoy < 2{x-—y.
Wtedy

(I,4>eRluR2, (4,6>ER1UI\’2, ale (I,6>¢RIUR2.

¢) Nie. Nie jest zwrotna,

Klasami abstrakeji relacji Ry 0 Ry sy zbiory niepuste postaci A4 N B,
gdzie 4 jest klasa abstrakeji dla relacji R, zas B klasg abstrakcji dla re-
lacji R,.

4.126. a) Tak. Przeprowadzié dowéd analogiczny do dowodu w za-
daniu 4.125 a,

b) Nie. Przykiad: Ry = {{a, a), {a, b, <b, a), (b, byl,

Ry = {Kb, b), (b, >, <c, b), {e, ¢>).

4.127. b) Warunkiem tym jest, by funkcja J byla réznowartosciowa.

4.128. Niech E[x] oznacza catodci z x tj, najwigkszg liczbe catkowitg
mnicjsza lub réwna x. Definiujemy aRb <> Ela] = E[p]. Zauwazmy, ze R
Jjest po prostu relacja ~g (poréwnaj zadanie 4.127).

4.129. xRy <> 2|x4-y.

4.130. (x,y)R(z,:)#(xy =zt=0)Vv(xy£ 0zt OAxz>0Apt>0),

4.131. (x, yYR(z, 1) = (x4 = 22442,

Uwaga. Punkt uwazamy za zdegenerowany okrag o promieniu 0.
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4.132, Niech relacja R, = R, 1 R, = Ry, wiedy
A (R y = xRyy).
¥
Kazdy ze zbiordw B, jest sumg pewnej podrodziny {4} er,.

4.133. Wskazéwka. Porownaé z zadaniem 4.132.
4.134. Rys. 40.  4.135. Rys, 41.  4.136. Rys. 42 i rys. 43.

8
s

Rys, 40 Rys. 41
{ 3
Rys. 42 Rys. 43

4.137. Z kazdego punktu diagramu relacji zwrotnej wycliodzi strzatka
bezpoérednio wracajgca do niego,

4.138. Diagram relacji przechodniej ma taka wlasnosé, ze jezeli z punktu
a do punktu b mozna przeji¢ idgec zgodnie ze strzalkami, to mozZna tes
przejsé za pomoca jednej strzaiki.

4.139. Z Zadnego punktu nie moina wyji¢ i wrécié do niego idac
zgodnic ze strzatkami poprzez inne punkty.

4.140. Jesli z punktu a jest strzatka do punktu 4, to i odwrotnie,
z punktu b jest strzatka do punktu a.

4.141. Dla dowolnych punktéw a i b albo istnieje strzatka z a do b,
albo z b do a.

4.142. Nie istnigja strzalki wychodzace z punktéw i bezposrednio
wracajace do nich.
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4.143, Jesli istnieje strzalka z a do b, to nie istnieje strzatka z & do a.

4.144. Jedli z @ mozna przej$¢ do b, idac zgodnie ze strzatkami, to i od-
wrotnie, mozna przejsé z b do a.

4.145. W diagramie nie ma petli, po ktérych mozna si¢ przesuwaé
zgodnie ze strzalkami,

4.146. Mozna go umiescié na linji prostej.

4.147. Zadna strzatka do tego puaktu nie dochodzi.

4.148. Zadna strzalka z tego punktu nie wychodzi.

4.149. Mozna z niego doji¢ do kazdego punktu pa diagramie, idgc
zgodnie ze strzatkami.

4.150. Mozna do nicso dojs¢ z kazdego punkiu na diagramie, idac
zgodnie ze strzatkami.

DO ROZDZIAEU V

5.1. Niech f/: X - YAc X, 4+ 0. Na mocy ostatniego z zatozen
istnicje takie x, Zzc x e A, Zgodnie z definicja f(x) e £+ 4, a stad f'+ 4 & O,

5.2. Funkcje f: #— @ definiujemy za pomocy wzore f(x) = x%
Niech 4 = (-2, = 1. Oczywiicie 4 # 0, ale St * A = O, poniewdz dla
kazdego x mamy Sx)e Rt a (—2, =1 n & =0,

5.3. Zgodnie z definiciy Iy = {(x, x) ‘xe X} Nalezy udowodni¢, ze
Iy jest funkcjy, dziedzing Iy jest caly zbi6r X, przeciwdziedzing I jest
caly zbiér ¥, wreszcie, Ze [ jest rdznowartodciowa. Jesli para (x, py et %
to y = x, a zatem jesli K yveliidx €ly,t0 )y =xiz=x, azatem
y=uz '

Udowodnili§my wiee, ze [, jest funkcja. Poniewaz dla kaidego xe X
mamy (x, x» € I, zatem dziedzing I jest caly X. Z tego samego powodu
Wf=X. Stad f: X > X, Réznowartoiciowosd wynika z tego, ze {y, x>e
€ly =y =x a zatem hxdely i (z,x) €Iy pocigga za soba y = x
iz=x, astgd y = 2z,

5.4. Nie. Nalezy wskaza¢ dwie pary <x, y1 i {x, y,> takie, ze Y1 # Yo
ale {x,y»>eR i CoypeR W tym celu weimy x =2, ¥ =2,
Ya = —2

3.5. Tak. Istotnie x® = »¥ pociaga za sobg |x| = {¥]. Jednakze w zbiorze
&' mamy |x| = [x[, tak wice x = Y, a stad R = Ig..
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5.6. Tak.

5.7. Nie, Pary {1, 1> i {l, —1) naleZza do R, ale 1 # —1.

5.8, Nie, Pary {1, 1 {l,2i) nalezg do R, ale i+ 2i

5.9. 1) Kazda prosta rownolegla do osi Oy przecina zbiér R co naj-
wyze] w jednym punkcie.

b) Kazda prosta réwnolegla do osi Ox przecina zbiér R co najwyzej
w jednym punkcie,

¢) Kazda prosta réwnolegle badz do osi Ox, badZ do osi Oy przecina
zbior R co najwyzej w jednym punkeie,

d) Dla kazdego zbioru plaskiego R istnigje zbidr ptaski S taki, Ze rzut
zbioru S na 0§ Ox jest taki sam jak rzut zbioru R na 0§ Ox i S < Ri kazda
prosta prostopadla do osi Ox ma ze zbiorem S przecigeie co najwyzej
jednopunktowe.

5.10. f jest odwzorowaniem roznowartosciowym, ale nie jest ,na®,
Wi = @+—{0].

5.11. f jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym.

5.12. f nie jest odwzorowaniem roznowartosciowym, ani ,na®, W/ = Z,
f) =13 =0

5.13. f nie jest odwzorowaniem rozmowartosciowym ani ,,na“, Wf =
= #—{2}, /(1) = [~} = 0.

5.14. f jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym. Skorzysta¢
7 faktu, 7e pochodna funkeji f istnieje i jest stale dodatnia

lim f(x) = —c0, lim f(x) =
X —n T o
oraz z wihasnoéci Darboux.
5.15. f nie jest odwzorowaniem réznowartosciowym, ani ,,na“,

W= < (In in2-Inin 3) oo>
in3—Inz /° ’
5.16. f nic jest odwzorowaniem réznowartosciowym, ani ,na", Wf =
=(=1,1, /2 =/} =%
5.17. f nie jest przeksztalceniem réznowartosciowym, ale jest ,na®,
J(1) = f0) = 0.
5.18. [ nie jest przeksztalceniem roznowartosciowym, ale jest ,na®,

My =7-1)=0
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Zauwazyé, ze funkcja jest ciagla, ma 3 miejsca zerowe,

Im f(x}) = 4+, lim Sx) = —c0, lim fx)=0= lim f(x)

X0 X — 0 X0t X0

i skorzysta¢ z whasnosci Darboux.

5.19. f jest przeksztalceniem WZajemnie jednoznacznym,

5.20. f nie jest przeksztalceniem réZnowartoéciowym ani wna®, f(1) =
=f(~1)=1, Wf= g+

5.21. f nie jest przeksztatceniem roznowartosciowym ani »04% f(1) =
== =0, Wf= (-2 o),

5.22. f nie jest przeksztalceniem rc')Znowartos'ciowym ani ,na*,

] i
W’:f:<—-——-'2 in 2 1-l,+DO).

5.23. f nie Jjest odwzorowaniem réZnowartoéciowym ani ,na“, Hr)y =
=f0) =0, Wf= {(—=1,15%.

5.24. / jest przeksztalceniem Wzajemnie Jednoznacznym. Chociaz

funkeja f(x) = S nie jest ciagla w punkcie x = —1_ ale okreslilismy
dla tego punktu wartos (=1 =1 Réwnoczednie lim flx) =
= lim f(x)=1. Wykres funkeji J sklada sie z dw'c’achxﬁg;?;zi, dla
x :*—_ ;”i dla x> —~1. W pierwszym przedziale funkcja f jest monoto-
niczna, a galaz znajduje sic w catoéci ponizej prostej y = 1, w drugim

wypadku funkcja 7 jest takze monotoniczna, a wykres znajduje sie w ca-
tosci nad prosta y = |,

5.25. Zauwazmy, ze Seg(x) = flg(®)]. Réwnosé feg=f oznacza,
ze dla kaidego x mamy fo g(x) = f(x), czyli Fle(x)] = f(x). Jednaksze
funkcja f jest roznowartodciowa, a zatem g(x) = x. Stad g = Iy. Zalo-
Zenie réznowartosciowosci przcksztalcenia f jest istotne i nie moze byé
pominigte, jak to pokazuje nastgpujacy przyklad:

Niech g: % - 2 | iR — R bedy przeksztalceniami zadanymi wzo-
rami g{x) = |x|, zag J1x) = x% Poniewas x[* = X2 wiec fog = f, ale
oczywiscie g nie jest identycznoscig.

5.26. Jak uprzednio, Zauwazmy, ze gof(x) = glf(x)]. W ten sposdb
rOwnos¢ gof = f zastepujemy przez g[ J(x)] = f(x). Poniewaz przeksztal-
cenie f jest ,na% zatem kazdy element ¢ € X ma postaé f(x) 1 wobec tego,
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dla kazdego x e X, g(x) = x. Rozpatrzenie tego samego przykladu co
w zadaniu 5.25 daje dowdd tego, ze zalozenic o przeksztalceniu £, Ze jest
ono ,na*, jest istotne.

5.27. Twierdzenic wystgpujace w zadaniu ma postac

(PAG) = (ras).

Wyslarczy zatem udowodnié, ze zdanic paga (~rv~s) prowadzi nas
do niedorzeczno$ei. Innymi slowy, ze przy zalozeniach zadania nie jest
mozliwe, by badz f nie bylo réznowartosciowe, badz by g nie bylo ,na«,
Zalozmy na poczatek, Zze f nie jest przeksztalceniem roznowartoiciowym,
Wiedy istnicjg x; 1 x, takie, Ze x; # x,, ale f(x,) = f(x,). Niech y bedzie
wspdlna wartoscia funkeji f'w punktach x, i Xy. Z zalozenia g o f = Iy, czyli
dla dowolacgo x mamy g[f(x)] = x. Stad g[f(x)] = x; 1 g[/(x)] = Xoy
a wige g(y) = x i g(y) = x,. Poniewaz g jest przeksztalceniem, zatem
X, = Xy, co jest niemozliwe.

Zatézmy wige, ze przeksztalcenie g nie Jest ,na®, co oznacza, ze
g* Y5 X Poniewaz g : ¥ — X, zatem g « ¥ < X. Wnioskujemy stad, ze
X—g#¥Y# 0. Niech xeX—g Y. Zgodnic z zatozeniem go f(x) = X,
czyli g[f(x)] = x. Styd x jest wartosciy funkeji g (mianowicie w punkcie
J{x)), co jest sprzeczne z zaloZeniem,

5.28. a) Nalezy udowodni¢ implikacje w dwie strony. Udowodnimy
najpierw, ze jeshi istnicje lewa odwrotnosé, to f jest réznowartoiciowe,
Tesli bowiem fnie jest réznowartosciowe, to istnieje takie x; i x,, #¢ X X,
ale f(x) = f(x), g (%) = glf(x)] = g[f(xy)] = g »(x,). Z zalozenia,
te gof = Iy mamy, Ze X, = X,, co jest sprzeczne z okre§leniem Xy iz,

Jesli zas f jest odwzorowaniem réznowartoéciowym, a X jest zbiorem
nicpustym, to niech x, bedzie ustalonym elementem X. Definivjemy g
w nastepujacy sposob: jeSli g€/ * X, to gy) = xp. Jesli yefs X cayli
¥ = f(x), to okreSlamy g(y) = x. Roznowartoéciowosé funkcji f zapewnia
nam, ze definicja ta jest poprawna,

b) Wskazéwka do konstrukeji odwzorowania prawosironnie od-
wrotnego do przeksztalcenia f, ktére jest ,na*.

Dla danego yeY aiech U, = {x:f(x) =y} (tzn. U, =f"+ {»).
Niech g bedzie funkcja o dziedzinie ¥ 1 takg, 7ze g(y) e U,. Sprawdzi, je g
jest zadanym przeksztalceniem prawostronnie odwrotnym.

Uwaga. Opisana konstrukcja wymaga tzw. aksjomatu wyboru (por.
rozdzial: Aryimetyka liczby kardynalnych i porzadkowych).

5.29. Zauwazmy na poczatek, Ze dla dowolnego przeksztalcenia
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f: X ¥ mamy fofy = [y o f = /. Nastepnie, ze skladanie Pprzeksztatcen
Jest laczne, tj. ze dla dowolnych £, g, mamy fe (go k) = (feog)oh Zasto-
sujmy to prawo do ztozenia g, o (fo £). Poniewsas fog =1I,, zatem
ge(fog,) = groly = &, rownoczesnie 8ie(feog,) = (g1°1) ° 8 =
=lyog, = g Stad &1 = &,

5.30. Zaldimy go f(x,) = g o f(x), czyli g[f(x))] = &lf(x,)]. Na mocy
réznowartoéciowosci przeksztalcenia g otrzymujemy f(x,) = J{x5), a stad
natychmiast x, = X,

5.31. Przypusémy przeciwnie, Ze g nie Jjest odwzorowaniem réznowar-
tosciowym. Istniejg wtedy y; 1y, takie, ze Y1 # ¥218(0n) = g(»,). Poniewas
odwzorowanie f jest ,,na® zatem Xy 1 x, 83 takie, 7e J) = pifix) = Py
Oczywiscie x, jest rézne od X; {bowiem fjest funkcja). Rozpatrzmy wartoée
przeksztaicenia g o J w punktach X1 X, go Sx) =g Jx)] = g ¥) =
= g(y,) = glftx)] = go Slx,). Z otrzymanych réwnosci wynika, Ze
goflx) =g J{x3), co na mocy roznowartodciowosci gof daje x; = X
1 sprzecznoéé.

Przyklad: f: @+ — R, g: R R sa przeksztatceniami okreslonymi
wzorami f{x) = x, 8(x) = x% gofjest przeksztaleeniem roZznowartoscio-
wym, ale g nie jest.

5.32. Przypulémy Przeciwnie, ze przeksztalcenie S nie jest , na“, Wiedy
S#X#7, czyli Y—f+ X + 0. Rozwazmy Yo ¥Y—f* X oraz wartogé prze-
ksztalcenia g w punkcie y, réwna zy. Poniewaz przeksztajcenie g jest rdzno-
wartosciowe, zatem dla kazdego y # y, jest &(y) # z,. Jest wige tak 1 dla
kazdego yefx X, a zatem Zy nie jest wartoscia funkeji g o £, co przeczy
temu, Ze gof jest przekszialceniem ,na*.

5.33. Przykiad: X = 4. Poniewaz kazda liczba naturaina 7 moie
by¢ przedstawiona w dokladnic Jeden spos6b w postaci 2'Qn+1)—1 mozna
przyporzadkowaé liczbie n wykladnik 7 taki, ze » = 2’(2:1—!—1)—1. Prze-
ksztalcenie to oczywiscie jest ,na“, ale nie jest réZnowartosciowe (np.
J(5) =719 = 1. Oczywidcie Wf= 4 bo na przykiad /= f(2'~1).
Przyktadu takiego nie mozna znalezé wirdd zbiordw skonczonych, Dowéd
mozna przeprowadzié przez indukcje ze wzgledu na iloéé elementow
zbioru X.

5.34. Przykiad: X = N I 4> g okreSlone wizorem Jfn) = 2n.
Podobnie jak w zadaniu 5.33 odpowiedniego przykiadu nie mozna znalesé
wirod zbiordw skoficzonych,

5.35. Wskazéwka. Przeczytaé rozwizania zadag 5.17 1 3.18.
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5.36. Zalozmy, ze f jest ,na*. Niech yeY. Wtedy istnieje takie x,
ze f(x) = y. Z definicji ten wlasnie element nalely do -1 « {y}. Podobbje
kuzdy clement x zbioru -1 % {y} ma wlasnosc f{x) = y. Jedli wice £ * {y}
ma co najmniej jeden element, to jest zbiorem niepustym i y jest wartoscig
funkcji f.

5.37. Wskazdwka. Dowdd, podobnie jak w zadaniu 5.36, wprost
z definicji.

5.38. f*{a, b} = {a}. Otrzymany wynik wskazuje, Ze konieczne jest
rozroznianie pomigdzy f(X) i f* X.

5.39. f jest przeksztalceniem réznowartolciowym, ale nie ,,na“, np.
JESx N

5.40. Wystarczy udowodnié, Ze f jest roznowartosciowe i ,,na*. Prze-
ksztalcenie [ jest ciagle (w sensie uzywanym w analizie matematycznej),
a jego pochodna f” jest stale dodatnia. Stad fjako Munkcja ciggia i rosnaca
Jjest roznowartosciowa. Peniewaz za$ lim f{x) = 0, iim f(x) = 4+

X —00 X400
i f{x) >0, zatem f jest tez ,na”. Przeksztalceniem odwrotnym jest
g #+—{0} - & okreilone wzorem g(x) = logy x.

5.41, Przeksztalcenie odwrotne do odwzorowania f nie istnieje, f nie
jest bowiem ,,na*“, Poréwnaj zadanie 5.36.

5.42. a) Tak. b) Tak. ¢) Z[r]. d) &,lt]. Ogdlnie zauwazmy, ze dla
kazdepo ne A mamy ¢ * B,[t] = g1« B[] = R,[t].

5.43. a) Tak. Jesli bowiem fe C{0, 1, to wszczegdlnodei f jest funk-
cja ciggla na przedziale €0, 1}, jesli wigc zdefiniujemy pomocnicza funk-

cje g wzorem g(x) = f S(dt, wtedy f = ¢lgx)+x]
1]

b) Nie. ¢(x) = ¢(x+1) = 0,

c) {—1}, zbidr zlozony z jednej funkeji stalej.

d) R[],

e) Jest to zbidr wielomianéw postaci g(t) +k, gdzie g e W[t], zas ke A.

f) Jest to zbiér funkeji postaci — cos x+x+k, badz sin x+x+k,
gdzie k & &.

g) {e*+k: ke ).

5.44. a) (0, 2). Skorzystaé z wlasnoéci Darboux oraz cigglosci i roznicz-
kowalnosci funkeji 7,

b) <6, 12).

¢) 0.Zauwazy¢, ze odwzorowanie f posiada jedyne minimum w punkcie
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3 réwne —3, f jest ciggla i rozniczkowalna, lim f(x) = Hm f(x) = oo,
X——g0 X too
astad f+ R = (-1, +00).
d)y 0. e {0}.

5.45. a) €0,2>. b i} o {%, \/%,;_2 » 2}.

d) Zbior ten jest sumg przedzialow postaci

—omt+2kn, In+2knm),
czyli

S w(d00) = () (~2n42kx, a4 2kem),
kez

e} U [k -+ 1), (2k+2)n],

ke

£) Gntkn: kez).

5.46. a) Z; [t]. b) R,[¢]. ) {t+1, —t —1}. d) 0.

e) {t=1, T—=g 121, | 13},

5.47. a) Nie; f(1242) = f(1) = 1.

b) Tak. z = f(Im(z) r+ Re(z)).

¢) Jest to zbi6r wszystkich wiclomianéw podzielnych bez, reszty przez
dwumian 241, czyli ideaf gléwny generowany przez ten wielomian,

d) Jest to zbiér wielomiandw postact e(e) (2+ 1)+-k, gdzie i € &,
czyli {p(2) (2 + 1) +-k: (1) e Ztinke R},

e) #Z[r].

5.48. a) Tak. Bowiem Ky, 1) = .

by #s[1].  ©) {0} x (4" —{0}).

dy {Un(e2 14 1), n) ne A ~{0}}.

5.49. a) Tak. Niech bowiem ¢ bedzie pierwiastkiem z Jjednosci stopnia n.
Sposrdd pierwiastkéw z Jjednosei stopnia nk mozemy znalczé g, takie,
ze sf = g,

b) Nie. Niech na przyklad & 1 & beda dwomg roinymi pierwiastkami
z jednosci stopnia £, wiedy & = g = 1.

¢) Jest to zbidr pierwiastkéw z Jednoscei stopnia k.

d) {—1,13}.

e} Jest to zbiér pierwiastkow z Jednodci stopnia 4k,

5.50. a) Tak. b) Nie. c) &.

5.51. a) Nie. Na przykiad wektor [0, 0, 1] nie Jest wartoscia rozwa-
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zanej funkceji, poniewaZ nie jest prawda, ze wektor [0, 0, 1] jest sam do siebie
prostopadty,

b) Nie. f([0, 0, 11} = #([0, 0, 2]) = [0, 0, 0].

c) {[0,0,k]: ked}). d) {s50,0]:5e@}. e O.

5.52. a) Nie; gp*X = g+,

b) Nie. Dla dowolnego wektora s mamy g(s) = @(—s).

¢) 0. d)y Wektor [0, ..., 0].

¢) Jest to powicrzehnia kuli w &#" o promieniu .

5.53. a) Tak, bo z = g(z—1). b) {(—L1,0).

c) (—oo, —1) d) #/={0}. &) {2, 3}

5.54. a) Nie; 0¢ @ x A2 b) Nie; ({0, 13) = o<1, 0)) = 2.
) A ={0, 1}, d) 0.

e) [Parx (A" ~—Par)] u [(A4"—Par) x Par].

5.55. a) Tak; k = ({1, k>). b) Par.

o) (W x{0}) U ({0} xA). d) (Parx4) U (A x Par).

e) Niech T" oznacza rozwazany zbiér {2":mne A"}, Wtedy o 1T =
=TIxT.

5.56. a) Tak; k = ({1, kD).

b) Nie; p({a, bY) = ¢({~a,bY) = a?b.

c) ({0} x &) v (Z x {0}).

d) {<1, 13, (=1, 1>}, e) FxA.

f) Zbidr liczb naturalnych, ktore sa kwadratami liczb naturalnych, tzn.
zbior {n: Vn = k%

k

5.57. a) Tak; (k, Iy = g((k-+1)[2, (k—1)[2).

b) Tak. Jedli bowiem @({x,¥>) = @({x,¥) to x+y=x+p
Px—y = x—yy, astad x = x 0y =y, ezyli {6, = (L ).

c) Jest to prosta y = ~1.

d) {€0, 03}.

5.58. a) Nie; 3 ¢/ A2

b) Nie; f({7, 1>) = f(K1, T) = 30.

¢) {£0,05}. d) o.

5.59. a) Nie; 2 ¢4

b) Nie; f({7, 5) = J({5, 1)) = 24.

c) {{x, x> :xeA}, czyli T, d) A4 —Par.

e) {k: Vik =}

i
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5.60. a) Tak; x = f({x, x).

b) Nie; f(K1,2)) = ({2, 2)) = 2. ¢) {0, 0}

d) k) x{1,2, .., k) U (1,2, ..., &} x {ke}). e) A,

3.61. a) Tak. b) Tak. c) A d) {x—izxed+). o x
5.62. a) (—2%,+ ®). b) (-2, + w). ¢ (~2,1).

d) <—2, ! “‘/5> v <;l+_\/£ 1>.
2 2

e) {—=2,1}.

3.63. a) (-2, + 00). Istotnie, funkeja nasza jest ciggla. Jej wykres
ma ksztaft paraboli o ramionach skierowanych ku gorze. Jest ona ponadto
rozniczkowalna na calej prostej, a Jjej pochodna ma Jjeden punkt ZEFOWY,
mianowicie 23, W punkcie tym jest minimum, bo pochodna dla liczb mniej-
szych niz 21 przyjmuje wartosei ujemne, a dia wigkszych dodatnie, Jest to
oczywiscie najmniejsza wartoscé, a nie tylko minimum lokalne, bo funkcja nie
ma zadnych innych ekstremdw (korzystamy tu z rézniczkowalnosci na calej
prostej). W punkcie 23 funkcja przybiera warto$¢ —21. Poniewaz za$

lim f(x) = + w0 = Iim f(x), zatem Wf = {—2%, + ).

X oo X —00

b) (4, -+ o). ¢) (=0, 1)U 4, + o).

d) <i_2_‘/2‘i,_5_ﬁ_2\/1__7>u<5‘+@ M> e) {1, 4.

2’ 2

5.64. a) (1, + o0). b} {0}.

¢} <1, 2). Istotnie, f(0) = 1, za¢ JU) =2, Na calym przedziale
otwartym (0, 1) funkcja nasza Jjest rozniczkowalna, a Jjej pochodna 2%In2
dodatnia, a wiec funkcja f jest rosngca i wobec tego F#0, 1y =<1, 2>,

d) {(—log,3, —1> u (1, log;3). Wskazéwka, Zauwazyé, ze funkeja f
Jest parzysta i 7e wobec tego wykres jej jest Symeiryezny wzgledem osj Qy,
za$ przeciwobraz Jakiegokolwiek zbioru ma $rodek symetrii w punkcie O,
Nastepnie zastosowad rozumowanie z punktu c,

) {—2,2}.

5.65. a) Tak. Dia kazdego xe €0, 1) mamy x = J(x).

b) &. Zbior ten sklada sig bowiem z punktéw x majacych wlasnogé
Elx] = x.

¢ & d) -z,

5.66. a) Tak. Funkcja nasza jest ciggla w calym zbiorze &, lim f(x) =

= —oo, lim f{x) = 4 w0,

X0
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by Zauwaimy, ze f(x) = (x—1)(x—1)%, za$ f'(x} =3x*-2x—1 =
c(3x+1)(x—1). Stad wiemy, Ze dla xe(3,00) zachodzi f'(x) > 0.
Poniewaz fim f(x) = + o0, zatem fx (3, 0) = {f(3), + ) = {16, w0).

o) ®.  d){=1,1}. o {0,3}

3.67. a) Nie; na przykiad 3 ¢ /=%, gdyby tak byio, to \/.:Z bylby liczba
wymierna.

b) Nie; na preyklad 5 ¢/« #".

o) {-3,4. d{0} e, Hn#.

5.68. a) Tak. Zauwazmy, ze f(3) = 0, lim f{x) = 4+ o0 I wreszcle

X-++400
na catym zbiorze (3, + o) funkcja f jest rézniczkowalna.

b) {2, 3}.
¢) Poniewaz (3, c0) = {2, 0), zalem takze f* (3, w0} = f* (2, w0}, ale
f#{3,00) = A° stad takie f* {2, w0) = O,

d) (5_2\/5 ’ 5+2\/S)‘{2, 3} e {0.2, 6}

5.69. a) Nic; na przyktad | ¢ Wf.

b) {3,4}. © <7_2‘/3 , 7+‘/5>.

>
L

d) {=6, =2,0}. ¢) (—co, .

5.70. Aby udowodni¢ to twierdzenie, nalezy pokazac, ze 1°(f* A)u
u(f+B)c f+(4AvB) oraz 2° f*(4A v B) = (f* A) v (f*B).

1° Jesli ye(f+ A u(f«B), to yef+.4lub yefxB Jeili pierwszy
czion alternatywy jest prawdziwy, to istnieje takie x € 4, ze y = f(x). Po-
niewaz xe A, zatem tym bardzicj xe 4 U B, za§ y = flx)ef * (4 v B).
Analogicznie rozumujemy, je$li drugi czlon alternatywy jest prawdziwy.

2° Jeshi y e/ * (4 U B), to istnieje x € 4 U B taki, Zze y = f(x). Zgodnie
wigc z definicja x4 lub x€B, slad yef* A lub yef+B.

570, Jesli yef* AN B, to, istnieje xeAdn B taki, ze y = f(x)
Zgodnie wige z definicja xe 4 i xeB. Stad f(x) e f(4) 1 f(x) e f(B), czyli
F)e(f+A) A (f*B), a wigo

ye(f=A)n (f*B).

Przyktad. Niech f: & — % bedzie przeksztalceniem zdefiniowanym
za pomocz wzoru f(x) = x2. Niech 4 = Z-%*, B=3R% 40 B =0,
zatem f* (4 N B) = O. Jednakze f* A = &* —{0}, f+ B = &+, zatem

(f* A)n(f*B) = Z* —{0}.
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5.72. Jedli ye(f« A)—(f*B), to y €f*xA i y¢f«B a wigc istnieje
x &4 takie, Ze f(x) = y. Oczywiicie x ¢ B (bo wtedy fx)ef*B), skad
XEA-Bif(x)efx* (4—RB).

Przyktad. To samo przeksztalcenie co w zadaniu 5.71, tyle ze bierzemy
A=R B =g

5.73. Wskazéwka. Dowgd mozua tatwo uzyskaé z zadania 5.70 zgod-
nie ze wzorem u  p<s g Vo=,

3.74, Niech xe 4, wiedy f(x) e f* 4 i wobec lego zgodnie z definicja
XE/T1 % ([ * 4).

Przykiad. To samo przeksztalcenie co w zadaniy 3.71; wziaé A4 = @+,

5.75. Wskazdwka. Nadladowaé rozumowanie Z zadania 5.71.

5.76. Nalezy udowodnié: 1° (fred)m (/L B) = f1%(4 nB).
2° 1 x (4 NB)c (f1x A) v (f~t « B),

I° Jesli xe(f1« A) N (f1xB), to Xef-lx4 | xef * B, czyli
Jxye 4 if(x)eB, a stad f(x) e (4 A B) i wreszcie Xef~lx(4n B,

2° Jesli xep-14 (dnB), 1o fx)edn B, czyli fx)ed i JS(x) e B,
stad xef1ax 4 | Xef~1« B, cazyli Xe(fLxd)n (-1 * 1),

5.77. Wskazowka, Rozumowanie takie jak w zadaniu 5.76.

3.78. Zalézmy, e A B,AUB=B | f, (AUB)=f1xp
Zgodnie z wynikiem zadanija 5.75 mamy f-1 % (AUB) = (f1*s AU(f1 % B),
a stgd (f~1 % 4) V(1 xB) =1 * B, czyli f1 4 4 = flxpB,

3.79. Nalezy udowodni¢ dwie inkluzje: 19« (f-1 » A)cAn(f+X)
12° 4 m(f*X)cf*(f*l*A').

I° yef* (1 * 4) pociaga za soby YEf*X (bo f1% 4 c X) oraz
ye A, bowiem pefx (/7' * 4) oznacza, 7e istnigje xef~1« 4 takie, ze
¥ = f(x), wigc ye A.

2 yedn(fx* X) oznacza, 7e y e 4 i ¥y Jest wartosciy przeksztalcenia f,
Istnieje wige xex takie, zo y = f{x). Oczywiscie xef-14 A, a stad
Yeflud,

5.80. Wskazowka, Zastosowaé  rozumowanie z zadain 570 i
5.71.

5.81. Wskazdwka, Zastosowaé rozumowanie z zadan 5.75 i 5.76.

5.82. Wskazéwka, Nalezy udowodnié, ze jeéli [ nie jest przekszta-
ceniem réznowartoéciowym, to mozna w kazdym z czterech przypadkdw
skonstruowag kontrprzyklad. Jesli JS Jest przeksziatceniem roznowartoscio-
Wym, to zachodzi inkluzja odwrotna.
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5.83, Wystarczy udowodni¢, ze: 1° jesli przeksztalcenie f jest ,na“,
lo przeciwobraz dowolnego zbioru niepustego jest niepusty i 2° jeli prze-
ksztaleenie f nie jest ,na“, to istnieje zbiér niepusty, kidrego przeciwobraz
jest pusty.

1® Niech f: X— Y bedzie przeksztafceniem ,na“. A< ¥, 4+ O.
Jest wige y takic, Ze y e 4. Z zalozenia, ze f jest ,,na* wynika, ze istnieje
takie x, Ze f{x) = y. Ten x wlaénie nalezy do /1 « 4.

27 Przypudcmy, Ze f nie jest przcksztalceniem ,na*. Wtedy f* X # ¥
i wobec lego Y—/* X 0. Zbior Y # f* X jest zbiorem niepustym
0 pustym przeciwobrazie.

Uwaga metodelogiczna. Uzyte przez nas rozumowanic odpowiada
naste¢pujycej tautologii: (p<>g) <= [(p = @) A(~ p=~ gq).

5.84. Wskazdwka. Jest to wniosek z zadad 5.79 i 5.83.

5.85. a) Nalezy udowodnié, ze: 1° f+[4n(f1+B)]c(f+4A)nB
P22 (fx Ay Baf+{Adnf1xRB),

1°f*[Aﬁ(f*1*Bl)]c:(f*A'] Nfx(fl*xB)=(f+A)N(Bnf*X)=
=(frA)n(f*X)nB=(/+A)nB. Bowiem Ac X=fsxAc f+X
istgd (F=A) N (fxX)=[fxA.

2° Jesli ye(f*A)n B, to yefxA i yeB. Istpieje wiec taki xe 4,
ze f(x) = y. Poniewaz f(x) = B, zalem xef~1 % B, styd xe (4 n f~1 » B),
czyli yef* (A n ! =B).

b) Mamy A < /'« (f*xA)astaddnfLsBc /L (f+A)nf %8B,
czyi Anfr s Ba f1+[(f*A4) Bl

5.86. Wskazdwka. Zauwazyé, ze samo zalozenie istnienia funkcji
odwrotnej juz zawiera w sobie stwierdzenie, Ze f jest przeksztafceniem wza-
jemnie jednoznacznym.

Uwaga. Fakt ten shuzy do dowodu wzoru N, - ¥, = N;. Funkcje z za-
dania 5.88 nazywamy funkcjami pary.

5.89. (g-f)(x) = E[x+3], (gof)+A={0,1}, (gof)*xR=L4.

5.90. (gof) (< 1) = VA2 +y7+1. ]
(gef)*d=(1,14J2), (gof)*B= {1, 1+/2).

591 (gof)(n) =nP—n, (gof)*A ={2, 12, 30, 56, 90},
gof)*B = {0}.

5.92. (gof) (M) =¢", (gof)xd={" :neAN},
(gof)*«B={e"™ 1 keN)
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DO ROZDZIALU Vi

6.2. Wykazemy, ze (J 4, = &%+, Dla kazdej liczby rzeczywistej nie-
te. 4"
ujemnej x istnieje liczba paturalna ne taka, ze n, < x < n 1. Istotnie,

Jjako n, mozna wzigé Elx]. A wige pokazaliSmy, ze dla dowolnego x e @+
istnieje n takie, ze X€d,, a wigc xe #t = xe U 4,.
ne 4

Teraz wykazemy, %e zachodzi tes i implikacja w przeciwny strone.

Istotnie, jesli xe (J A4,, to dla pewnego £, mamy xe A,. Poniewas
te "

z zailozenia dla dowolnego ¢, A, = A+, wige x e B+, co konczy dowdd.

Zupelnie podobuie mozna dowiesé, ze (J A, = @+,

tig G+
Udowodnimy teraz, ze M 4, = 0. Zatézmy bowiem, ze istnieje taki x,
L=
ze x € [) A, irozwazmy liczbe 7, o ktérej byla mowa poprzednio. Ponie-

te "
waz x < (n.+1)-1, wigc oczywistym jest, ze X¢Ad, .1, a wiec nie Jest
prawdy, e x jest elementem wszystkich zbioréw 4,, co koriczy dowdd.

Jako prosty wniosek z poprzedniego rezultatu wynika, ze M 4, = 0.

te@+
63. | 4, = R, M A, = {0},
red” fed”
U'Al:g?: m/j:={0},
tept+ teR+
6.4. A, = {0, + 0), M A, = 0,
te g ted4”
UA,=(0,+DO), M 4, = 0.
tegpt regpt
6-5- U A;:<07 +l>.v m Al’:{o}’
[5- & ted4”
U 4, =<0, +1), () 4, = {0}
te@t fespt
66. J 4, =(-1,1, M 4, = {0},
te 4 tes”
U Ar = (—111): n At = {D}'
tedt tegpt
6.7. | A,:{O}u<l,+00), M A, = O,
[ 8- & te s
UA1=%+- mAt"_—O-
te®Ft tegt
6.8. Wykazemy, ze | | 4, = <0,1). Niech bowiem x bedzie dowolnym,
te A
ale ustalonym elementem (J 4,. Na mocy definicji sumy istnicje witedy
le 4"
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takie t, e = —, skad ze wzgledu na to, Ze ¢, = 0 otrzy-
fy+1 fs

mujemy natychmiast
ty ty+ |

0 < Lx<
el 1042

<1,

a wigc xe <0, 1)
Niech teraz x bedzie dowolna, ale ustalona liczby przedziatlu {0, 1).

x
Rozwazmy zbior {n eEN n>— — 1} . Jest to jak latwo zauwazy¢ zbi6r
X

niepusty, jest wigc w nim liczba najmunicjsza. Oznaczmy ja przez f,.
Mamy wigc

skad f,+1 > lx i dalej (f,+1)(l—x) >x (1—x > 0). Ostatecznie

—x
. . fo+1
ty+ 1 > (#g+42) x | wobec £;+2 > 0 otrzymujemy x < reTE
4

1
= t,, skad x;-t u (to+1 > 0). A wigc
0

ostatecznie x € 4, co koniczy dowdd. [ 4, = (0, 1), natomiast | 4, =

X
Z drugiej strony 1

tegt tegit
= I d=0
te "
6.9. U A, = (O’ 3): ﬂ A, = <1a 2).-
tad te 4
UJ 4, =1(0,3), M 4 =<1, 2.
1R+ teg®t
6‘10' U At = (_1! +]): m Ar = {0}5
red” te
U A:=(_‘1: +1), ﬂ Ar={0}-
tefpt tedt
611, J A4, = (0, )u(l,¥3), N 4=0,
ted” te N
U4=0Duem® N 4=o0.
tedpt tef*t

Wskazéwka. Zbadaé przebieg funkeji ¢/,

6.12. Latwo sprawdzi¢, ze | A4, = (=11, + ). Wykazemy teraz, ze
te 4
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M 4, = {~10, =3). Rezwazmy bowiem funkcje f(r) = 212—-61+1.
te4”

Ze wzgledu na to, ze jest to trjmian kwadratowy, ktérego wspélezynnik
przy najwyzszej potedze jest dodatni, funkeja ta ma wartoic minimalng.
Korzystajue ze znanych wzoréw dochodzimy do wniosku, Ze funkcja
nasza o0sigga minimum dia ¢ = 3 A wigc najmniejsza wartosé dla ¢ cak
kowitych funkcjn moze ostagnaé przy f = |, bydz t = 2. Okazuje si¢ jednak,
ze J{1) = f12) = —3. A wiec dla kazdego + mamy f(1) > —3.

Niech terazxe M A4,. Mamy wige x € 4, dla kazdego 1, a wiec w szcze-
te 4"
gllnosei ve 4, skad x < 3. Z drugiej strony jedli x < —10, to biorac

jako najmniejsza sposréd liczb ¢ takich, ze ¢ > ’ J—l, otrzymujemy

X410
kolejno
> : 1 (fo+1)(x+10) I
- -1, X < =1,
[ 10 o+ 1)

l 1
X+ < ——— | o 10— ,

fy+1 fy+1

skad wynika, ze x¢ A A wige 10 x < —3,

Jesli jednak x jest takie, ze —10 L x< -3, to dla dowolnego natu-
l
+1
niez dla kazdego te ., Sty = =3, skad dla kazdego re mamy
X< 2% —6r +1, co koiiczy dowdd.

Natomiast () 4, = (—10, —D, co wynika z faktu, ze minimum

ralnego ¢ mamy x > — 10 — »a z analizy funkcji 1 wynika, ze réw-

te@t
20261 +1 wynosi —Z; | 4, = (=11, + ), co nie wymaga komen-
tedpt
tarzy.
613, U A = @ —{x: V x =n%} = B+—{1,4,9, 16, 23, 36, 49, sk,
L= ne.4”
Ud=a+ Na=0={ 4,
regt tef” te®t
6ld. Udi=R= U4 NA=(-1,2, () 4=(12.
te 4" tegt fe & tegdp+
615, | J A, ={x: V (x = 2 +4n v x = nn)},
te 4" ne
U 4, = {x:sinx > 0}, N4 =) 4=o0.
tegt tae4” tedpt
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6.16. (1 4, =0, U 4, ={x:V —jnrtnn < x < {n+nn}.
tedff te Rt he @
6.17. || A4, = &*, M A, = {{0,03}.
teR te®
6.18. | 4, = &%, M 4. =0,
te® te#
6.19. |J 4, = Zx 3, M 4, = {0,03}.
1e® te®?
6.20. U Ar = R X%, ﬂ Al = {<Oa 0>}
1edf Tedt
6.21. ) 4, = &%, M 4, = 0.
tef tedt
6.22. |J A4, =#°—{{0,03}, () 4 = 0.
teR re®
6.23. | 4, = &xA, M 4, = &+
te®R te®
6.24. U Arr.m = ‘9?+! m An.m = O: U m m U
6'25' UAnm—w (‘]Anm UmAnm mUA
w,m n m n m
6.26. UNAy,=2 UN4n=MNU4
nom m n n o om
MU dpm=@"={k* ke d}.
m n
627. UMNApm=<C1l®), MNU4w=20
n m n i
'@_UmAn.m=(_ UD,O), G- mU
nom m
m U An,m = <19 CO).- U m An,m O
ﬂ U—'-4n,m = g: U m_"qn,m = (— oo, 1)
m n m n
6.28. Wskazowka. Skorzystaé z tautologii: /\ @(x) = D(y).
6.29. Wskazdwka. Skorzystacé z tautologii: di'(}) = \/ D(x),
6.42. Nie. Wystarczy wzigénp. 4, = {xe Z:x < t}, B ={xe#: 1< x},
T=g. 643 Nie. 6.44. Nie. 6.45, Nie.
6.47. Inkluzja zachodzi, ale nie moze by¢ zastgpiona réwnoseiq.
6.57. PA, jest zbiocrem zlozonym z jednego ciggu stale rownego 1.
6.58. PA, jest zbiorem wszystkich ciagdw zerojedynkowych, tj. takich,

ktérych wyrazy sg zerami badZz jedynkami.
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6.59. PA, jest zbiorem ciagdw takich, ze n-ly wyraz jest liczby natu-
ralng nie wicksza niz n.

6.60. P4, jest zbiorem wszystkich funkeji o argumentach rzeczy-
wistych i wartosciach z przedziatu <0, 1.

6.61. PA, jest zbiorem wszystkich funkeji 7 o argumentach rzeczy-
wistych i takich, ze f(x) < x.

6.62. P4, jest zbiorem wszystkich funkgji £ o argumentach rzeczywi-
stych dodatnich takich, ze |f(x)| < x.

6.63. P4, sklada sig tylko z jednej funkeji f: %2~ 2 okreslonej wzo-
rem f{x} = x,

6.64. PA, skiada si¢ tylko z jednej fankeji /: B — 7 okreslonej wzo-
rem f{x) = —x,

6.65. P4, sklada sig tylko z Jednej funkeji SR> R okrelonej] wzo-
rem f{x) = x2.4].

6.67. Uwaga, Konieczne Jest skorzystanie 7z pewnika wyboru,

DO ROZDZIALU v

7.1. Rozwazmy zbiér = {1, 5, 7>}, Jest to jak tatwo sprawdzié
funkeja taka, 2e 1 4 -1 skqd A~ p

7.2. Wskazéwka, Zauwazyé, ze obi zbiory maja po 7 elementéw
i skonstruowaé funkcje f jak w zadaniu 1.

7.4. Wskazéwka, Rozwaiyé kolejno funkeje identycznosci na A,
odwrotng do f: 4 ~"* g ; superpozycie g f, gdzie g : B %C.

7.6. Wskazéwka, Jesli SiAd; —1n_;—1+31,g DAy IT:L-B » to h okres-
lone wzorem h{<a, by) = {fla), g(b)> jest réznowartoéciowym odwzo-
rowaniem A4, x 4, pa B, xB,,

77 Wskazowka. Jesli f: 4, 2l 5.4 5B, to (pray
zalozeniach zadania) fug odwzorowuje réznowartociowo Ay v A4, na
B, v B,.

7.8. Wskazéwka. Jesli W %B, to (przy zaloZeniach zadania)

Suldg:duc gy,
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7.9. Wskazowka. Jesli 2 A — > B, to [ okreslona wzorem f (A4;) =
: [+ A, jest odwzorowaniem roznowartosciowym P(A)} na P(B),

7.10. Pokazemy, ze 4 = {xe A : [0]x} ma moc N,. W tym celu
tozwazmy lunkeje f{x) = 10 - x okredlony dia xe . Jest to odwzoro-
wanie wzajemnic Jednoznaczne A" na A. Funkcja f jest bowiem okreslona
na catym zbiorze A7, wartosciami jej sy elementy zbioru 4. Jest to takzc
funkcja roznowartosciowa, bo jesti f{x;) = f(xo), to 10x;, = 10x,, skad
Xy =y

Poniewaz ye A= V l0c = x, wigc V flc) = x, zatem f jest odwzo-

eaud”
rowaniem na A.

7.1, Wskazowka, Rozwazy¢ lunkeje fmn) = In(m+1) i skorzystaé
7 monotonicznosci funkeji logarytmicznej. Zbidr ma moc N,

7.2, Wskazdwka, Zauwazy¢, ze jedynymi elementami zbioru sy
01l

7.13. Zbibr ma moe ¥,.

7.16. Nicchf: 4 1n—31 > A" Rozwazmy f * B. Jesli B jest zbiorem pustym,
to oczywiscie B jest zbiorem przeliczalnym. Zalozmy teraz, zc B jest zbiorem
nicpustym. Oczywibcie f* B jest takie zbiorem niepustym. Definiujemy
przez indukeje réZnowarto$ciowe odwzorowanie zbioru f# B na pewicn
odcinek poeczatkowy zbioru 47, Odcinek ten jest badz skoticzony badz
jest catlym zbiorem 4. Zioizenie g f odwzorowuje B na odcinek poczyt-
kowy zbioru A7,

7.17. Oczywiscie wystarczy udowodni¢, ze 4 u B jest zbiocrem przeli-
czalnym, bowiem pozostale zbiory sa jego podzbiorami (por. 7.16). Mo-
Zemy przedstawic 4 w B jako A u (B—A). B—A jest zbiorem przeliczal-
nym. Stad A jest rownoliczny z podzbiorem zbioru liczb parzystych, zas
B—A z podzbiorem zbioru liczb nieparzystych. Ostatecznie 4 U B jest
rownoliczny z podzbiorem zbioru liczb naturalnych.

7.18. Wskazowka, Korzystajge z zadania 7.14 przedstawi¢ clementy
zbioru A x B jako pary {a, b;), gdzie a,€ 4, b; € B, a nastepnic pary te
ustawi¢ w ciag wedlug nastepujgcej relacji porzadku R:

ai, by Ray, by) <> (i+j < I+ R) v [(i+) = I+k) a(i < D]

Zbidr A x B ma moc Ny jedynie wéwczas, jeéli 4 ma moc ¥y, a B# O
lub odwrotnie.
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7.19. Zgodnie z zalozeniem istnieje X, = X takie, ze Eo = N;. Niech
£ Xy —l—n—a—la»{f Okreslamy X, = f~1 « Npar. Latwo widzieé, Ze zachodzi
X—=Xi = (X— X)) uf! «Par, (X—X)) nf1 % Par = O, Okreslamy dla
xeX—X,:
jesli xe X— X,

Q) = fx,
g(‘l‘ - 1f~_](‘.f(x)/2): _]Cél] X Ef-"l * Par_

Latwo sprawdzic, 7e g : X X %X.

7.21. Zbiér jest mocy No wtedy | tylko wtedy, gdy nie istnieje n takie,
e A4, jest pusty.

7.22. Okredlamy £ na zbiorze liczb catkowitych wzorem:

2x, jesli xe s
Hx) = {_gl-h.], jebli xeZF -4,

Czytelnik sprawdzi, ze & %J/‘.

7.23. Wskazdwka. Zadanie to mozna rozwigzaé¢ badz udowadniajac,
ze ¥ jest réwnoliczne z podzbiorem & X Z,a nastgpnie korzystajc z wyniku
zadan 7.18.1 7.22, bad# tez udowadniajgc wprost, ze #°* jest zbiorem prze-
liczalnym, nastgpnie pokazujac, ze (H"—H V) (W +—{0}) 1 wreszcie
stosujac rozumowanie z zadania 7.18.

7.26. Wskazdowka, Skorzysta¢ z zadaf 7.25 i 7.21 M.

7.27. Wskazowka. Zauwazyé, ze w kazdym odcinku znajduje sie
jakag liczba wymierna.

7.28, Wskazdwka. Zauwazy¢, ze jesli funkcja ciagla ma ekstremum
w punkcie x,, to istnigje odcinek zawierajgcy x, taki, ze J(xg) jest wartoscia
najwicksza dla punktéw tego odeinka i skorzystaé¢ z zadania 7.27.

7.29. Wskazowka. Zauwazyé, ze punkty nieciggiosci funkeji mono-
lonicznej wyznaczaja na osi ¥ rodzing roztacznych odeinkéw, a nastepiie
skorzysta¢ z zadania 7.27.

7.37. Zbidr ciagéw ma moc Ny, jesli 4 £ O.

7.38. Wskazéwka. Kazdy taki cigg jest od pewnego miejsca staly
I rowny zero. Nastepnie korzystamy z zadania 7.20.

7.40. Zalézmy, ze istniefe odwzorowanie Vi 4 ——> 4. Definiuje-

(') Zbior, o ktérym mowa w zadanin nazywa si¢ zbiorem liczb algebraicznych.
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my /& na zbiorze 4 wzorem:
k@) = n<=f(n) = an A\ (m < n- f(n)# a).

W (en sposob otrzymujemy rdznowartoSciowe odwzorowanie £ 1 4 — A,
Stosujac rozumowanie z zadania 7.16 otrzymujemy odwzorowanie g prze-
ksztalcajuce 4 na odcinek poczatkowy zbioru A7, Jedli g: A= A
ig+xd=4A0,.. k=1}, to

S T ()} jesli n < k,

S =0, jeslinzk

odwzorowtje 4 na 4. Jesli wreszcic 4 = Ny i g1 A4 %.;V, to f=g!
jest zydany funkcjy.

7.43. Wskazdwka. Scisly dowod oprzeé na nasigpujacej obserwaci
z geometrii. Jesli A i B sa dowolnymi odcinkami otwartymi, to ustawiajac
je jak na rysunku 44 mozeniy punkty odcinkow A4 i B lezace na tej samej
siecznej wyprowadzonej z O zestawia¢ w pary i tak otrzymamy odwzoro-
wanie réznowarlodeiowe 4 na B.

Rys. 44

7.45. Poniewaz kazde dwa odeinki otwarte sa rownoliczne (por. za-
danie 7.43) wystarczy jako 4 wzigé np. edcinek (0, 1) prostej liczbowej.
Podobnie, jako B wyslarczy na osi wzigé odeinek (0, 1). Funkcje

00,1y =

na

1 »(0, 1) definivjemy nastgpujaco:

L
19 = [ n

1
dla x=—, gdzie ne s —{0},
1

X dla pozostatych x.

Latwo sprawdzi¢, Ze tak okreslona funkcja jest wzajemnie jednoznaczna.
7.51. Wskazowka. Dowiesé najpierw, ze kwadrat bez brzegdw o boku
! ma moc ¢
W tym celu przedstawi¢ jego punkty jako pary liczb rzeczywistych,
Parze {a, b) preyporzadkowujemy liczbe 0, a,b,a:0,0505...a,b,..., gdzie
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0, aaya;... jest rozwinieciem dziesigtnym liczby a, zaé 0, b,byb,... jest roz-
winicciem dziesigtnym liczby &,

Uwaga. To przyporzadkowanie nie jest roznowartosciowe, gdyz liczba
maoze mie¢ dwa rozwinigeia dziesi¢tne, latwo go juz jednak zmodyfikowaé.

7.52. Wskazéwka. W dowodzie tego, Ze A x B ma moc ¢ skorzystaé
z metody rozwiyzania zadania 7.51.

7.54. Zbibr 4 x B ma moe ¢ chyba, ze B = O i wowczas 4 xXB =0,

7.57. Tak. 7.58. Nie: Jjest to zbidr mocy Ny,

7.59-67. Tak. 7.68. Nie; jest to zbidr macy ¥,.

7.69-74. Tak.

7.75. Wskazowka. Przeprowadzié dowéd indukeyjny stosujac me-
tode z zadania 7.5].

7.82. Wskazdwka, Skorzystaé z pewnika wyboru.

7.83. Uwaga. W dowodzie niezbgdne jest skorzystanie z pewnika
wyberu, Zbiér X spetniajacy warunki zadania nazywa si¢ nieskonczonym
w sensie Dedekinda. Jesli nie przyjmuje sie aksjomatu wyboru, wéwezas
nie mozna dowieéc, ze zbiér, ktdry nie jest nieskoﬁczony w sensie Dede-
kinda, jest skoficzony i moc takiego zbiory nazywa si¢ liczbq Dede-
kinda.

7.85. ﬁ = ¢, gdy zbidr {ned :j,, < NDA;;" =2} ma moc Ny-

ned

7.93. Nie.

7.95. Niech f: X = P(X). Rozwaimy zbisr Z — {xeX:x¢flx).

Oczywiicie Z < X, skad Z e 2(X). Poniewaz J jest odwzorowaniem »ha‘,
istnieje wige x, € X takie, ze Z = f(x,). Jesli Yo EZ, 10 Xy ¢ f(x,) = Z, co
daje sprzecznosé, Jesli zas X ¢ Z, to x, €f(xy) = Z.cotez daje sprzecznoéé.
7.96. Wskazowka, Skorzystaé z zadania 7.95.
Uwaga. Twierdzenie to zwane jest twierdzeniem Cantorq.

DO ROZDZIALU VIU

8.1. b) Liczba 1 jest elementem najmniejszym, a wige Jjedynym elemen-
tem minimalnym.

¢} Jesli xe ™, to x|2x.

d) Sa to zbiory postaci {fey, fey * Ky, iy Ky kg )
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e) Sa to podzbiory X < A takic, ze dla kazdych x, yelX,
NWD(x, y) ¢ X.

f) Relacja inkluzji jest porzadkiem w kazdej rodzinic zbiordéw. Laricuchy
minimalne niepuste sy to zbiory jednoclementowe. Lancuch maksymalny
ma nastepujaca postaé: Je$li uporzadkujemy taki fafcuch, to kazda
nast¢pna liczba w tanicuchu powstaje z liczby poprzedniej przez pomnozenie
tej ostalpiej przez liczbg pierwsza.

8.2. Elementem minimalnym jest O, maksymalnym X.

8.3. a) Nie. b) Nie.

¢) Elementem minimalnym sa zbiory jednoelementowe postaci {x} dla
xe X, Elementami maksymalnymi sa zbiory postaci X—{x} dla xe X.

d) Moc kazdego z tych zbioréw jest réwna X. Jesli X = {x,}, to
U = {{x}, {y}). Elementy maksymalne sa wtedy réwnocze$nie minimalnymi.

8.4. Tak. Jeéli ae ¥ jest elementem wyrdznionym w {X, R}, to jes! tez
elementem wyrdéznionym w (Y, ¥2 n R).

8.5. a) Aby udowodni¢ twierdzenie zauwaimy, ze:

(1) Relacja odwrotna do relacji zwrotngj jest zwrotna,

(2) Jesli (x,ppeRVi{y,xpeR, to {y,xpeR i {(x,¥>e R, czyli
y=x

(3) Jedli {x,ppeRYi{py,z>eR, to{z,ypeR i {yx>eR, czyli
{z, x> € R, czyli {x,z)e R, co dowodzi przechodniosci,

b) Tak. Wystarczy dowies¢ (ze wzgledu na wynik punktu a) spéjnosci,

ale A [{x, 3> e Rv{y,x)e Rvx = y] rébwnowazne jest na macy de-
x,y

finicji A [{p, x) e RIv{x, yye R-1vx = y], co oczywiicie wyraza spdj-
Xy

nos$¢ relacji R

¢) Nie; wystarczy wskazaé kontrprzyktad. Zbiér (A", <) jest dobrze
uporzadkowany, ale zbior (4", =) nie jest dobrze uporzadkowany.

d) Element minimalny (najmniejszy) w (X, R) staje si¢ maksymalnym
{najwigkszym) w (X, R~1> i na odwrét.

8.6. a) Zaldimy, Ze x, jest elementem najwickszym w (X, R, to znaczy
A (x Rx,). Jesli zachodzi x4 R x dla jakiegokolwiek x, wiedy (na mocy anty-
x

symetrii) xy = x, co nalezalo udowodnié.
b) Wynika to latwo z punktu a i z zadania 8.5 d.
8.7. Tak. Iy jest taka relacja.

8.8. Nie. Wymaga to dowodu. Zgodnie z zalozeniem X > 2, s3 wicc
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W zbiorze X elementy X, y takie, ze x # y. Poniewaz relacja R jest spojna,
zatem xRy lub pRx, Mozemy zatozyé, ze xRy. Na mocy symetrii (bo
relacja R jest takze réwnowaznoséciy) mamy takze pRx. Na mocy anty-
symetrii jest wigc x = ¥, co jest sprzeczne z zalozeniem,

8.9. Zbiér X musi by¢ skonczony. Jesli bowiem zbidr X jest nieskoii-
czony, to X zawiera podzbiér, o ktérym mozna zatozy¢, ze jest uporzqdko-
wany (przez relacje R A Z?), podobnie do zbioru liczbh naturalnych. W re-
lacji -1 zbidr Z nie bedzie miat elementu pierwszego.

Uwaga. Rozumowanic wymaga uzycia pewnych $rodkow wykracza-
Jacych poza aksjomaty I-VII [3], rozdziat 11, na przyklad tzw. Zasady
wyboréw zaleznych Tarskiego. Dla kazdego zbioru X i relacji R < X2

takiej, Z¢ AV xRy istnicje ciag ._xe“rX taki, ze x,Rx,, xRx,, ...
x ¥
oy % RXp0, ... Zasada ta Jest konsekwencijy pewnika wyboru.

8.10. Wskazédwka. Dowdd przez indukcje.
8.11. Poréwnaj zadanje 8.22.
8.12. Poréwnaj zadania 8.1 j 8.54d,

8.13. a) Dowdd przez indukcje ze wzgledu na ilodé clementéw zbioru X,
(1) Jesli X =1, 10 twierdzenie jest oczywiste,

(2) Zaldimy, Ze twierdzenie jest prawdziwe dla kazdego zbioru X
takiego, zc X = #n oraz dowolnej relacji czeéciowo porzgdkujacej R & ¥2,

Rozwazmy zbidr Viaki,ze ¥ = n+1 oraz R  ¥2 czgsciowo porzadkuje
zbiér Y. Poniewaz Y jest zbiorem niepustym, to istnieje Yo € Y. Rozwazmy
zbiér

{3k R o (F—{p,1)%.

Zbidr ten jest czefciowo uporzgdkowany i niepusty (mozemy zalozy¢
nz1). Zgodnie z zalozeniem indukeyjnym w zbiorze tym jest element
maksymalny y,. Rozwazmy znowu zbiér ¥, R}; w zbiorze tym zachodzi
Pillyg lub ~3 Ry,. W przypadku y, jest szukanym elementem maksymal-
nym, w drugim y; jest tym elementem.

b) Skarzystaé z wyniku a oraz z zadania 8.5 d.

8.14. Wskazéwka. Mozna udowodnié, przez odpowiednia modyfikacje
rozumowania z rozwiazania 8.13a, ze dla kazdego xe X istnieje element y
taki, ze xRy i y jest clementem maksymalnym. Stad mozna wywnioskowac,
Z¢ jezeli nie ma elementy najwickszego, to istnicja w zbiorze X co najmniej
dwa elementy maksymalne. Zatozenie skoficzonodci jest istotne, na co
wskazuje zadanie 8.11,
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8.15. Wskazdéwka. Elementy x i y sy niepordwnywalne w sensie re-
lacji R wiedy 1 tylko wtedy, gdy {x, y} tworzy antylancuch. Podzbidr
antylaicucha ztozony z co najmniej dwdch elementdéw tez jest anty-
tanicuchem.

8.16. Wskazowka. W zbiorze liniowo uporzgdkowanym kazde dwa
clementy sa poréwnywalne.

8.17. Oznacza to, Ze zbidr (A4, R) jest liniowo uporzadkowany.

8.18. Wskazowka. Skorzystaé z wyniku zadan 8.4 i &.10.

8.19. Wskazdowka. Skorzysta¢ z wyniku zadan 8.4, 8.13a i b.

8.20. Na przyklad (&, Iy), gdzie X = {0, 1, ..., n—1}.

8.21. a) (1) Relacja R jest zwrotna, bo ciag x jest $woim wiasnym
odcinkiem poczytkowym.

(2) Jesli ciag x jest odcinkiem poczatkowym ciagu y i odwrotnie, to
musza mie¢ idenlyczny diugos¢ {(bo xRy pocigga za sobz dix < dby)
i identyczne wyrazy.

{3) Przechodnio$¢ jest cezywista.

b) Nie. Dla kazdego ciggu x mozna skonstruowaé ciag pdZniejszy
(w sensie relacji R), na przykiad stawiajgc za ciggiem x liczbe 0.

c) Tak, istnieje nawet element najmniejszy — ciag pusty.

d) Continuum,

8.22. a) Tak; maksymalne: liczba 3, minimalne: liczby 2 i 3.

b) Nie.

8.23, b) Elementy maksymalne: 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, elementy
minimalne: 2, 3, 5, 7.

c) {2, 4,8}, {2,6, 12}, {3, 6, 12}, {2, 4, 12}.

8.24. b) Elementem najmnicjszym jest funkcja tozsamosciowa réwna 0,
elementow maksymalnych nie ma.

8.25. b) Na to, by w (F, R) byly ¢lementy minimalne (maksymalne)
potrzeba i wystarcza, by w (X, §) byly elementy minimalne (maksymalng).
Posta¢ ich jest nastgpujaca. Niech I{J) bedzie zbiorem elementéw minimal-
nych (maksymalnych) w zbiorze (X,S). Wiedy kazdy element zbioru
THTT) jest minimalny (maksymainy) w (F, R). Prawdziwe jest tez twier-
dzenie odwrotne, mianowicie elementy minimalne (maksymalne) w (F, R)
sa elementami zbioru 7("J),

c) Na to, by w zbiorze (F, R) byt element najwiekszy potrzeba i wystar-
cza, by w zbiorze (X, §) byl element najwickszy. Analogicznie dla elementu
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najmniejszego. Elementem najwickszym jest lunkcja stata, réwna stale
najwigkszemu elementowi zbioru (X, §.

8.26. a) Elementem maksymalnym jest Az Elementami minimalnyrmi
sq Ay, A; 1 A,

b) Elementem najwigkszym jest As, elementy najmmniejszego nie ma.

8.27. a) Elementem maksymalnym jest Ag. Elementamj minimalnyrmi
sg Ay 1 Ay,

b) Elementem najwigkszym jest Ag. elementuy najmniejszego nie ma.

8.28. a) Elementami maksymalnymi sa Ay i Ag. Elementem minimal-
nym jest 4.

b) Elementu najwigkszego nie ma, elementem najmaiejszym jest Ayg.

8.29, a) Zauwazmy, ze Ay = 4; = 0 i e wobec tego w zbiorze istnieje
element najmniejszy. Elementami maksymalnymi Sa Ay, Ay i A,.

8.30. b) Tak.

¢) Elementem najmniejszym jest liczba 2, elementéw maksymainych
nie ma.

8.31. a) Elementem najmniejszym jest liczba 1, elementow maksymal-
nych nie ma.

b) Tak.

8.32. b) Tak; Jjego liczby porzadkows jest w+ e,

8.33. a) Elementem najmniejszym jest funkcja stata, réwna 0. Elemen-
6w maksymalnych nie ma, dla kazdego ciggu a cigg b okreslony wzorem
by =a,+1 ma wlasnosé aRb i a b.

b) Nie. Ciggi a=1{1,0,0,0,..}i b=1{0,1,0,0,0, .} da nieporéwny-
walne w sensie relacji R,

8.34. a) Zwrotnodé | asymetria sg oczywiste, spoinogé wynika z tego,
Ze na pierwszym miejseu %, na ktorym ciagi aib s roine badZ o, > b,
badZ b, > ¢q,.

Przechodnioéé. Niech k; bedzie pierwszy liczbg & taky, ze g, < by, zas
key pierwszy liczby k& taka, 7e b, < o Jedli k) < ks, to @G, < by = Cy,
Jesli natomiast ky < Ky, to G, = by, < ¢ .

8.35. b) Nie. Liczby 1 oraz ¢ nie 53 poréwnywalne w sensie relacji R,

8.36. b) Nie,
8.37. xRya A [(xRzA zRy) = (z=xvz= BRIA

8.38. Nastepnik elementu x Jest pierwszym elementem w zbjorze
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bt xRyAx s y), o ile zbior ten jest niepusty. Nie kazdy element (nic be-
dacy pierwszym) musi mie¢ poprzednik. Na przyklad zbior{l—Il/n:ne
A —={0} U {1}} z relagjy << ograniczona do elementéw tego zbioru jest
dobrze uporzadkowany. Nalomiast, liczba | nie ma bezposredniego po-
przednika.

8.39. Warunck ten, chociaz konicczny na mocy zadania 8.38, nie jest
warunkiem dostatecznym. Rozwazmy mianowicie zbior liczb catkowitych
(&, <>, W zbiorze tym kazdy element ma nastepnik, ale nie jest on dobrze
uporzagdkowany.

8.40. a) Rozwazmy zbior [) {0, 1}7, to znaczy zbiér wszystkich ciagdw
ne A4

zero-jedynkowych skoficzonych. Relacje R pomiedzy dwoma ciggami a i b
okreslamy jak nastepuje aRb, jesli a = b lub ciag b jest przedtuzeniem
ciagu a. h

b) Zbior laficuchow w dowolnic obranym przykladzie ma moc wigksza
albo rowng continuum,

8.42. a) Nauleiy sprawdzi¢, ze wiasnos¢ spéjnosci zachowuje sic przy
relacji podobieistwa. Niech zatem z, 7 € Y. Zgodnie z zatozeniem z = f(x)
i £ = f(y) (dla pewnych x 1 y € X). Poniewaz relacja R jest spdjna, zatem
xRyvyRx, a wige flx)SAy)VS(WSfX), czyli zStve Sz

b) Niech U bedzie niepustym podzbiorem zbioru Y. Zgodnie z zaloze-
niem, Ze przeksztatcenie f jest ,,na", zbidr =1 « I/ % Q. Ma on wiec element
pierwszy x. Latwo sprawdzié, ze f(x) jest pierwszym elementem zbio-
ru U.

8.43. Zasady abstrakcji nie mozemy stosowaé, bo wolno ja stosowaé
do relacji, a wigc do zbioréw par. W szezegélnosei, jesli opieramy sie
na aksjomatyce opisanej w [3], to rodzina wszystkich takich zbioréw
{Y,5), ze {X, R) = (¥, 5> nle tworzy zbioru.

8.44. a) Zalézmy, ze a jest elementem maksymalnym w zbiorze <X, R).
Twicrdzimy, Ze f(a) jest elementem maksymalnym w zbiorze (¥, S). Jesli
bowiem tak nic jest, to istnieje b takie, Zze f(a) SbAf(a) # b. Poniewaz
przeksztaleenie f jest ,,na“, zatem istnicje ¢ € X takie, ze b = f{c). Zgodnie
z zaloZeniem f{a) Sf(c) pociaga za soba aRe. Réwnoczeénie a # ¢, bo Vi
jest funkcjy. DoszliSmy do sprzecznosci z zatozeniem, Ze a jest clementem
maksymalnym,

b) Zalézmy, ze A jest antylaricuchem w (X, R), rozwazmy f* A.
Je§liby f+ A nie bylo antylaricuchem w (¥, $), to istnialyby elementy
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Wmvefx A takie, e uSvvpSuy. Zgodnie 2 zatozeniem mamy u = f(x),
zas v = f(y) dia pewnych x, ye 4. A wige XRyvyR x.
8.45. Wskazéwka. (Rl = g

Xy
2
8.47, Przypusémy Przeciwnie. Istaiejy Wiedy zbiory (X, Ry 1 LY, 5
takie, ze (X, Ry =~ (¥, S, zbior (X, Vi Besty, ale <Y, 8> nic jest gesty.
Niech f ustala podobienstwo tych zbioréw, Poniewaz zbiér <Y, §) nie jest
gesty, zatem sg w nim elementy z, ¢ takie, 7e Jest bezpoirednim nastepii-
kiem z. Mozna zatozye, ze » =/ it = f(y), Zgodnie z zadanjem 8.44 ¢
¥ jest bezposrednim nastepnikiem x, a zatem zbidr (X, R) nie Jjest gesty.
8.48. Rozwazmy Xy pierwszy clement zbiory ¢y, R>. Nie jest on ele-
mentem najwickszym, poniewaz X = 2. Niech x; bedzie nastgpnikiem x;
W zbiorze (X, R). Oczywiscie dig Zadnego x, réinego od x, i X, nie za-
chodzi x, Rxy i xRz,
8.49. a) Zbiér ten nie Jjest gesty., Na Przykiad cigg {0, 1,0,0, ...} jest
jednym z bezposrednich nastepnikow ciggu {0, 0, 0,..2.
b) Zbiér ten nic Jest gesty.
Uwaga. Wynika fo stad, ze w zbiorze Y mogy istniec relacje R | §
takie, Ze <X, B> nie jest zbiorem gestym, (X, 8 jest zbiorem gestymi R < S,
Xty x4y

8.46, a) Zauwazmy, ze Jeslix <y, to x <

< y.

8.50. a) Tak. Jesl; XRy toxR =i —-j_ﬁ Ry.
b) Tak.
8.51. Nie.

8.52. Wskazéwka, Dobrze uporzgdkowaé obg zbiory w (yp w,

$poséb: Rozwazad elementy na przemian z obu zbiorgw zapewniajac sobie
dobdr odpowiedniego clementu, badz z drugiego, badz z pierwszego ze
zbiordw,

8.53. Wskazéwka. Odpowiednim 0dWzorowaniem jest  flx) =
= —(x+1).

8.54. Wskazowka. Odpowiednim odwzorowaniem jest Jix) = —

8.55, Poréwnaj zadanje 8.54,

8.56. Podamy szkic dowodu. Niech X, bedzie dowolnym, ale ustalonym
elementem zbioru . Ustalamy f(x) = 0. Rozwazamy teraz x,, kiéry jest
poprzednikiem x, i definiujemy Jey) = —1, Analogicznic dia Xy, nastgpnika
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Xy, definivjemy f(x,) = 1 itd. Dowodzimy teraz, 7e przedluzajgc konstrukeje
wyczerpiemy caly zbior X,

8.57. Nie; bowiem rozwazany zbiér ma element ostatni, a zbior liczb
naturalnych nte ma elementu ostatniego (poréwnaj zadanie 8.44 a).

8.58. b) Wskazowka. Rozwazyé konstrukecjec Cantora (badZ kon-
strukcje Dedekinda) liczb rzeczywistych,

8.59. Wskazowka. Skorzystaé z nastepujacej wlasnoéei zbioru liczb
wymlcmych Dla kazdego zbioru liniowo uporzadkowanego (X, Ry ta-
kicgo, ze X = ¥, istnieje przeksztalcenie f' réZnowartosciowe takie, e
f:X > 9% i takie, ze

¥Ry = f(x) < f(p).

Nastepnie przeprowadzi¢ odpowiednio zmodyfikowana konstrukeje Dede-
kinda liczb rzeczywistych.
8.60. Nalezy tylko udowodnié, 7e

AU Sf(y) = xRyl

Zatozmy, zatem, ze f(x) S f(y) A~x R y. Poniewaz relacja R jest spojna,
zatem p R x i.x # y. Na mocy zalozenia f{p)S/(x) 1 f(y) # f(x). Jednakze
na mocy anlysymetrii relacji § mamy f(x) = f(y).

8.61. Zbior (A", =) nie jest dobrze uporzadkowany, poniewaz nie
kazdy jego podzbiér niepusty ma element pierwszy w sensie relacji >,
na przyklad caly zbiér 4" nie ma elementu pierwszego w sensie relacji =
(bo musialaby to by¢ najwigksza liczba naturalna).

8.62. Wskazowka. Dowdd przez kontrapozycje; zatozyé, ze zbidr X
Jest nieskonczony i znale#é podzbiér X, « ¥ uporzgdkowany w typ ,
a nastepnie skorzystaé z zadania 8.61.

B.63. (1} Zwrotno$é. Niech x € X. W zbiorze {x}, ktory jest niepusty,
musi by¢ element pierwszy. Musi byé nim x, a wice x R x.

(2) Spojnosé. Rozwazyé zbidr {x, y}. Element pierwszy w tym zbiorze,
powiedzmy x, ma wilasnos¢ x R y.

(3) Przechodniogé, Rozwazyé zbidr {x, y, z}.

Warunek (4) jest istoiny, bo jesli zbior X jest niepusty i ma moc > 2,
to relacja X? spelnia warunek e, ale nie jest dobrym porzadkiem,

8.64. a) Sy to skofczone zbiory postaci {0, 1, ..., n}, oraz zbior pusty,

b) Sa to zbiory postaci (—wo, x) N W, (—o0, x) N W oraz zbidr pusty.
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8.65. Wskazdwka, Skorzystaé z zadania 8.52.

8.67. Niech Z bedzie zbiorem tych x e X, ze ~ d(x). Jesli Z jest zbiorem
pustym, to wszystkie elementy zbioru X majg wlasnoséé ¢. Udowodnimy,
ze zatozenie Z # O prowadzi do sprzecznosci. Jesli bowiem Z # 0, wtedy
Z ma element pierwszy z,. Zgodnie z zatozZeniem, ze Zy jest pierwszym
elementem zbioru Z, warunek tRzyit+# z, pociaga za soba @(1). A wiee
L€ Op(zy) = P(¢), Stad P(zp).

3.68. Wskazéwka. Skorzystaé z zadania 8.67, dobierajgc odpowiednig
wlasnodé .

8.69. Wskazowka., Skorzystaé z zadania 8.67, dobierajac odpo-
wiednig wlasnogé &,

B.70. Wskazdowka. Konstruujemy odpowiedni faricuch przez in-
dukeje pozaskoriczona w nastepujacy sposdb: x, wybieramy w dowolny
sposob, x,,; jako dowolny element zbioru {¥y 1 x,Rynx, # Y}, o ile ten
ostatni zbior jest niepusty, X; — jako dowolne ograniczenie goérne zbieru
{x, 1 < A}, Udowodnié, ze rozwazane postepowanie musj si¢ urwacg,

8.71. Wskazdwka. Udowodnié, ze zbidr takich relacji S, 2e R = §i.§
jest czgsciowym porzadkiem zbioru X, spelnia zalozenia lematu Kura-
towskiego-Zorna. Element maksymalny w rozwazanej rodzinie relacji jest
zgdanym liniowym porzadkiem,

8.72. Wskazéwka, Zmodyfikowaé postepowanie z zadania 8.71, roz-
wazajac tylko takie relacje S, w ktorych a jest elementem maksymalnym.

8.73. Skorzysta¢ z zadania 8.5.

8.74. Wskazowka. Udowodni¢, ze rodzina wszysikich funkcji f
takich, ze:

1° Dziedzina Df funkgji S jest zawarta w T,

2° N f(t)e X, wraz z relacjia R : fR g < funkcja g Jest przedtuzeniem

te f
funkgji £, spelnia zalozenia lematu Kuratowskiego-Zorna,

8.75. Wskazdwka. Udowodnié, ze rodzina wszystkich zbioréw
takich, ze:
A WelUX, b Wnix<l
teT
dla kazdego ¢ T, spelnia zalozenia lematu Kuratowskiego-Zorna,

8.76. Wskazéwka, Udowodni¢, e rodzina wszystkich ideatéw wiasei-
wych w dowolnym pierscieniu z Jednosceig, czesciowo uporzgdkowana przez
relacj¢ < spelnia zalozenia lematu Kuratowskiego-Zorna.
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8.77. Wskazowka. Udowodnié, Ze rodzina wszystkich zbiorow wekto-
row lintowo niezaleznych w ustalonej przestrzeni liniowej spelnia zatoZenia
lematu Kuratowskiego-Zorna.

8.78. Wskazéwka. Udowodnié, Ze rodzina wszystkich antylancuchow
w ustalonym zbiorze czgiciowo uporzadkowanym (X, R), czg¢§ciowo upo-
rzadkowana przez relacje < spelnia zaloienia lematu Kuratowskiego-
-Zorna,

8.79. Zbiorowi T < X przyporzadkowujemy jego funkcje charakte-
rystyczna y,, czyli funkeje okreslong wzorem

(= {0 daxel
A= dla xé T

8.80. a) Dowdd jak w zadaniu 8.33.
b) Nie; w szczegdlnosci jesli T = 2, zas dla kazdego te T mamy

X, =2, to zbiér {]] X., RY nie jest uporzadkowany liniowo.
1eT

DO ROZDZIALU X
10.1. Nalezy udowodnié, e jezeli
(A, Ry = {4y, Ry), B,S)= (B, 81 AnB=A4 nB =0,

Lo
(AVB, RUSU(AxBY) = (4; U B, Riu 8w (4, x8)).

Niech f ustala podobieiistwo {4, R} i {(4;, R,,>, g— ustala podo-
bienstwo (B, 8> i (B, S,>. Poniewaz 4 n B = O, zatem suma fu g jest
funkca.

Roéznowartosciowosé f'u g zapewniona jest przez fakt, ze Wfn Wg = O,
a kazda z funkcji jest réznowartoiciowa.

Podobnie sprawdzamy, Ze

X¥[RUS U (AxB)]y < )[R, WS w (4 xB)1 ().
02 a=aw, f=1,7=2
10.3. Wskazdowka. W dowolnym zbiorze typu o+ f jest dokladnie

jeder. odcinek typu o
10.5. a) l—1lfn:neN —{0}} U {1}, <,
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b) {I~1n:nens —{0}} U {2-1/n:ne N —{0p, <,

& {l=1/m:ineN—{0}} U 2~1/n: ne A —{0}} u {2}, <.

10.6. Wskazowka. ntw jest typem podzbioru zbioru Z zlozonego
z liczb calkowitych wigkszych réwnych od —au.

10.7. Wskazéwka, W porzadku typu @ kazdy element ma skoriczong
ilosé poprzednikéw, w porzgdku typu @+w nie jest to prawdy.

1W8. a=1, f=aw Uwaga. Co najmniej jedna z liczb « i £ musi
by¢ nieskonczona,

10.9. Wskazdowka. Jeili f ustala podobieristwo zbioréw (A, R)
i {4y, B>, za$ g — podobiefistwo zbiordw (B, 818y, 8>, toh okreslone
wzorem ii({x, p3) = {f(x), g(7)) jest zadanym odwzorowaniem.

10.10. Wskazdwka. Niech (Z,TR} =g, za$ <B,iS> = f. Niech x,
bedzie pierwszym elementem zbioru B (w porzadku S). Wiedy zbidr A x {x,}
jest odcinkient poczatkowym zbioru <A xB, T) typu o

10.11. =2, vy =3, & = w.

10.12. a) W zbiorze N,ix] wprowadzamy relacje T wzorem

(ax+b)Tayx+b) < (b < b)) v(b = bina < a).

b) Rozwazmy zbiér z przyktadu a i dodajmy na koncu zbidr podobny
do zbioru A7, na przyklad zbidr {l=1/n:nes), <.

¢) Przyklad z punktu b modyfikujemy dodajyc na koricu Jjeszcze zbior
irzyelementowy.,

d) Wskazdwka. Zbior Ny[x] uperzadkowany za pomocy relacji T

(axB+bx+¢) T{ax®+byx+c) = (e<epv
Vie=cab<b)vic=cnb= bina < a))

ma typ w - w " .

10.14. 2 - o jest to typ takiego porzgdku, w ktdrym jest w par, jest
to wige typ w.

1015, 2w =0, 02 = wtw,

1016, s = w - o, f = w.

1018. s = =1,9 = w.

10.19. Wystarczy udowodnié, ze Jesli pewien zbidr typu o jest podobny
do odcinka pewnego zbioru typu f, to kazdy zbidr typu o jest podobny

do dowolnego odcinka typu f.
Niech (A4, R) bedzie mial typ « i bgdzie pedobny do odeinka zbioru
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{B,8) (typu f). Nicch wreszcie {4y, By = a, {8y, 5 = f. Zgodnie
z definicja istniejy odwzorowania f 1 g ustalajace podobieistwe <4, R)
i {4y, Ry oraz {B,8> i {(B,,S,). Niech na koniec ¢ bedzie elementem
zbioru B takim, ze {4, R)> ~ {0g(t), S| Os(t)). Nicch h ustala to podo-
bieristwo. Latwo sprawdzié, ze /' fi o g ustala podobienstwo pomiedzy
(A Ry i <051(g(f)}s ST Osl(g(’)):’-

10.20. Wskazowka. Odwzorowac¢ podzbidr, ktéry jest podobny, na
odcinek poczatkowy.

10,21. Kolejnoéc krokéw dowodu jest nastepujaca: Udowadniamy,
7e o < ff = a < [, a nast¢pnie, ze czgéé wspolna liczh porzadkowych jest
liczby porzadkowa, i w kodeu, ze jesli f—u+# O, to « jest elementem
minimalnym (por. punkt 3 definicji) w a—§.

10.22, Wskazowka. Relagja inkluzji jest przechodnia.

10.24. Wskazdwka. Skorzystaé z wyniku zadania 10.3.

10.25. Wskazowka. Skorzysta¢ z wyniku zadania 10.20.

1.26, 0 =2, f=1,7=w.

10.27. Wskazowka, Skorzystaé z zadania 10.24.

10.29. Wskazowka. b) Aby udowodnié¢ implikacje <= skorzysta¢ z za-
dania 10.2[ i z faktu, Ze warunek 3) definicji liczby porzadkowej implikuje
/N o~ En.

“€

10.30. Wskazowku. Skorzysta¢ z zadad 10.3 i 10.20.

10.31. Wskazowka. Dowod przez indukcje ze wzgledu na liczbe «.

10.32, Zalézmy, ze f-y+e = f-y,+0,, przypusémy, ze 7# y,.
Mozemy zatozyé, Ze y < y,, zatem y+1 < y,. Jednakie ¢ < 8, zatem
Bryte<f-ytf=pG+l)<f p<py+e. Stad

Bryte# B n+ve.

Poniewaz jednak oba wyrazenia sg rowne, stad zalozenie y £ ¢, dopro-
wadziio nas do sprzecznosci. A wige y = y,. Przypusémy teraz, ie y = y,,
ale ¢ # py. Mozemy zalozyé, e p < g,. To jednak przeczy zadaniu 10.27.

10.33. Wskazowka, Dowdd przez indukcje ze wzgledu na liczbe 7.

10.34, Wskazdédwka. Dowdd przez indukeje ze wzgledu na max (z, ff).

10.35. Dowdod przez indukejg ze wzgledu na liczbg .

10.36. Znak < w poprzedniku jest relacja wérdd liczb porzadkowycl,
natomiast znak < w nastepniku jest relacja wérod liczb kardynalnych.

10.37. Gdyby f+1 = =, to « miataby poprzednik.
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10.38. Wskazéwka. f<a= < u. Réwnoczesnie f- § = .
10.40. Na zbiorze W, X 0, wWprowadzamy relacje
S, VIR, 1) [max(y, v) < max(p,, v)]v
v[(max(y, v) = max(y,, v A (i = max(p, ) Al = max(u,, V)l v
v [max(y, v) = max(p,, v;) = y = Ay < yv
v [max(u, v) = max(iy, ) = v = nANS 1.

Latwo sprawdzié, 7e porzadek ten jest dobrym porzydkiem. Jes: to
porzadek po brzegu kwadratu, Mozna sprawdzié, ze odcinek wyznaczony
przez parg <a, /> ma moc max(zx, )2,

10.41. Wskazéwka. Skorzysta¢ z zadania 10.40.

10.42. Wskazbéwka. Skorzystaé z zadania 10.4] twierdzenia Cantora-
-Bernsteina,

10.44. a) Wskazowka. Zastosowaé indukcje ze wzgledu na liczbe 7.

b) Jak wyzej.

10.45. Wskazowka. Zastosowad indukcje ze wzgledu na liczbe ¢,

10.46. Wskazdéwka, Zauwazy¢, 7e suma mnogosciowa liczb porzad-
kowych jest liczba porzadkowa,

10.47. Wskazdwka. Skorzystaé z wiasnodci sumy rodziny zbiordw.

10.48. Niech &, bedzie dowolng liczbg. Definiujemy przez indukgje
w1 = @(fa). Niech & = lirflr Cas Mamy

PO = gllim &) = lim (&) = lim &,,, = ¢,
ne 4" ne 4" ne 4"

10.99. &) atf=a+h. bya-p=a-p

c) Jesli B jest liczba nieskoriczona, to rozwazane liczby nie musza byé
rowne. W szczegdlnosei & Jest mocg zbioru tych funkcji z B w o, ktdre
preyimuja wartodci réine od zera tylko na skoniczongj ilodci wspdirzednych.
Natomiast jesli g Jest liczby skoficzong, to wyrazenia po obu stronach
sa rowne.

10.50. Niech X bedzie dowolnym zbiorem liczb porzadkowych, | ] ¥
Jest takze liczby porzadkowa. Jej nastepnik oczywifcie nie nalezy do X,

10.51. Poniewasz alefy sa liczbami kardynalnymi, a sy one numero-
wane liczbami porzadkowymi, wiec w szezegblnosei alefy nie moga tworzyé
zbioru; a zatem i wszystkie liczby kardynalne nie moga tworzyé zbioru,
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10.52. Jesli kazdy zbidr daje sig dobrze uporzadkowaé, to w szczegol-
nosci jest on réwnoliczny z liczby porzadkows, a wige i liczby porzadkowy
poczatkows 1 jego moc jest alefem. Jesli moc zbioru ¥ Jjest alefem, to
jest on rownoliczny z liczby ,, wige daje sie dobrze uporzadkowad.

10.53. Twierdzenie Zermelo implikuje pewnik wyboru w nastgpujicy
sposob: Niech X bedzie rodzing zbiordw niepustych roztgeznych, rozwazmy
(L} X. Zbidr ten dobrze porzadkujemy. Ponicwaz Kazdy zbiér Ue X jest
zawarty w | &, wigc ma on picrwszy clement, Zbioyr zlozony z pierwszych
elementow zbioréw rodziny X jest Zadanym zbiorem. Wnioskowanie
w drugy strong przebiega juk nastepuje.

Konstruujemy funkcje wyboru dla rodziny P(X)—{0)}. Za pomoca
takiej funkeji f konstruujemy dobry porzadek zbioru X~

%o = fX),  xp=AX—{x: < a}).

10.54. Wskazéwka. Wystarczy udowodnié, ze xeZiMAf < o=
= f e Z(m),

10.55. Poniewaz Z(m) jest liczba porzadkows pPoczatkowa, wice gdyby
R(m) < m, to Z(m) nalezatoby do Z(m), co nie jest mozliwe.

10.56. Wskazdwka. Skorzystaé z wyniku zadania 10.55.

10.57. Wskazdowka. Kazdemu elementowi o zbioru Z{m), gdzie
m = M przyporzagdkowujemy zbior T, podzbiordw zbioru M, ktore daja
sie uporzgdkowaé w typ «. Kazdemu clementowi 7, przyporzgdkowujemy
rodzing wszystkich odcinkdw w porzadku tego zbioru w 1yp e

10.58. Wskazowka. Kazdemu oe Z(m) przyporzadkowujemy zbior
relacji o polu zawartym w M i dobrze porzadkujacych swoje pole w typ «.

10.59. Niech M = m. Przy zatozeniu aksjomatu wyboru mamy
m = m-m. Stgd 2™ jest moca zbioru wszystkich relacji na zbiorze M.
Stad zbior W wszystkich relacji bedacych dobrymi porzadkami w zbiorze M

—

ma moc < 2™ Na zbiorze W definiujemy relacje ~ jak nasigpuje:
R~S<>R =§.

Oczywiscie ~ jest relacja réwnowaznosei i PT’/N = N(m). Zatem R(m) < w
(tu tez korzystamy z aksjomatu wyboru), a zatem N(im) < 2™

10.60. Wskazowka. Niech A =m, B=Num). Rozloiyé zbi6r
A X B na zbiory rozigczne mocy odpowicdnio m i Nom).

10.61, 1 = 2™%e,
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10.62. Rozwaimy dowolna liczbe kardynalng 1. Udowodnimy,
ze jest ona alefem (co ze wzgledu na wynik zadan 10.52 i 10.53 jest wy-
starczajgee). Niech p = m™, Mamy

Pl = mM 4 [ <™ < ot — e _ P,
astad p+1 = p, Jedli udowodnimy, #e p jest alefem, to i m jest alefem.
Rozwazmy liczbe N(p) i badamy [p+R(p)]% Liczba ta jest rowna
Pi+2p - N(p)+N2(p),
czyli
(P)+p - Rip)+R(®) = p - N(p)+ N(p) = ¥(p) [P+11= R(p) - p.
A wige
PHRP) = Np) - p,

skad wynika, ze p jest alefem.

10.63. Niech X = Y =m, X~ ¥ = 0. Rozkladamy zbior 2(x w ¥)
na sume¢ dwuo zbioréw rozlgcznych 201 2Z,, Zy = n, Z, = m. Zachodz
wtedy

PXUT)~ PX)x P(Y).
Oczywiscie Z, nie moze zawieraé {uy dla kazdego te X (bo wtedy
istniatoby odwzorowanie zbioru X na P(X)), a wige dla pewnego r e Z(X),
zbiory w o wlasnodci: w n X = t nalezq wszystkie do Z,. A stad Z, > P X).
10.64, Wskazdwka. Korzystamy z zadania 10.63.
10.65, 2%= < W (2% = Ve _ i

Pt
10.66. 2% = 2" = []2% = J]2% = @5 = 2% = L
n n

DO ROZDZIAEU XI

11.1, Wskazdwka. Skorzystaé z zadania 7.21.
11.6. Wskazéwka. Skorzystaé z tautologii: o = (B = (erp)).
11.7. Wskazéwka. Skorzystaé z tautologii:

[e=pnat=pl=(@vy=p).
11.8. Niech {@,, ..., ®,} bedzie dowodem formuty ¢ = ¥ w oparciu
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o zbior X, Wowcezas ciag {@,, ..., ¢, &, ¥} jost jak lalwo sprawdzié
dowedem formuty ¥ w oparciu o zbior X u {@}.

Niech teraz {@,, ..., @,} bedzie dowodem formuty ¥ w oparciu o zbiér
Xw{@}. Przez indukcje wrzgledem i mozna latwo dowiesé, ze ¢ =
= @, e Cn{X), co wobee @, = ¥ koiczy daowéd.

Uwaga. Twicrdzenie to nazywane jest fwicrdzeniem o dedukcji.

11.14, Wskazdwka. Skorzysta¢ z faklu, z¢ kazdy dowod wykorzy-
stuje tylko skeonczona ilos$¢ zdan ze zbioru X.

11.17. Wskazdwka. Skorzysta¢ z zadania 11.4. Zbior  jest teoria,
bo Cn(X) = & dla kazdego X = F

11,18, a) Nie. D) Nie. ¢ Tak,

11.19. Nie. Weimy bowiem X = L n %, a jako Y zbiér X rozsze-
rzony o zdanie @, bed4qre negacjy tezy logiki (np. o zdanie Ax# x).

Mamy wige X < Y, a Y nie jest teoriy, gdyz ¥ # &, chociaz Cn(¥) = & .
Jesli X jest teoria, a ¥ = X, to ¥ nie musi by¢ teoriy, co wynika w szcze-

golnosei z faktu, ze zbidr pusly nie jest teoria (patrz zad. 11.18 b).
11.20. Wskazdéwka. Skorzystaé z tautologii:

AN@ = A @] oraz N\ P(x) = P(x).

x

11.23. Wskazowka. Dla dowodu implikacji od strony prawej do lewej
nalezy przyja¢, ze istnicja zdania @ i ¥ takie, z2e PeX-Y; Ye¥V—X
I rozwazyé zdanie @A Y.

11.29. System § jest zbiorem tez Jogiki dla formut danego jezyka.

11.35. Wskazdwka. Skorzystaé¢ z zadania 11.14.

11.37. Wskazdwka. Niech ¥ eS8 n#; i nicch {¥,, ..., ¥} bedzie
dowodem ¥ w oparciu o 8. Kazdej formule W(...,[(x, ... X))
mozna przyporzadkowaé formute ¥/ = v (..., p, ..)AD(y, Xyy vees Xody

gdzie y — zmienna nie wystepljyca w ‘1’,-1, ¢ natomiast jest formula de-
finiujuca w S’ funkeje /. Dowiesé, ze ¥,, = ¥,,, oraz Ze dla kazdego f<m
mamy ¥, e Cn{S U {¥,, ..., Y. 1)), a nastgpnie skorzysta¢ z zadania 11.2.
Uwaga. Twierdzenie, o ktdrym mowa w zadaniu jest nazywane twier-
dzeniem o eliminacji definicfi spmboli funkeyinych.
11.38. Wskazowka. Zastosowaé metode podobna do tej, ktéra byta
uzyta w zadaniu 11.37, z tq réinicy, ze formule ¥ otrzymuje sie z ¥,
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przez zastapicnie wszedzie symbolu predykatywnego R przez wyrazenie &,
ktére symbol ten definiuje.

Uwaga. Twierdzenie, o ktérym mowa w zadaniu nazywa sie {wier-
dzeniem o eliminacji definicji symboli predykatywnych.

11.39. Wskazéwka, Skorzysta¢ z zadan 11.38 § 11.37.
11.40. Tak.

11.43. Relacja << ma elementy minimalne. Sg nimi systemy zbudowane
w jezyku zawierajacym znak = jako jedyny symbol pozalogiczny. Ele-
ment najmniejszy nie istnicje. Podobnie nie istnicja elementy maksymalne
(przy zalozeniu, e nie istnieje zbidr wszystkich symboli). Jesli zbiér symboli
Istnieje, to mozna udowodnié istnienie elementow maksymalnych za pomaocy
lematu Kuratowskiego-Zorna.

11.44. Wskazéwka. Skorzysta¢ z zadah 11.37 i 11.38.

11.45, Formuia ta nie moze byé¢ definicja symbolu funkeyjnego. Do-
wid tego fakiu polega na zbudowaniu modeli dla systemu S, w ktdrym
formula

ANNVx < R N Xy]
nie jest prawdziwa.

Uwaga. Opicramy sie tutaj na twierdzeniu Godla (patrz ste. [21).

11.48. Wskazdwka. Dowicéc przez imdukcje ze wzgledu na iloié
kwantyfikatorow, ze dia kazdej formuly ¢ istnigje formuta & bez kwan-
tyfikatordw taka, ze @< @ es.

Dowdd prowadzi¢ dla formuty w postaci normalnej (patrz zad. 3.119).

11.49-51. Wskazowka. Patrz zadanie 1].48.
11.52-54, Wskazdwka. Patrz zadanie [1.45,

11.55, Relacja Int auie Jest slabo asymetryczna ani symetryczna.
Zeby wykazaé pierwsze wystarczy wziaé dwa systemy roznigce si¢ tylko
symbolika. Przykiadem systemow Sy 1.5, takich, ze S, Int Sy, ale ~S, Int §;
moga by¢ dowolne dwa systemy  zawierajace = jako jedyny predykat
takie, ze §) = S,AS, S,.

11.56. Relacja Int/_ ma element najmniciszy (a wige minimalny),
Jest nig rodzina systeméw tworzgca klasg abstrakeji relacji ~ Wyznaczong
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przez system S_ o aksjomatach:
Nx= 2
£

/\.Yzy::»y:x
¥

>

(y=pAayp=z=x=z

N>H

A

11.57. Wskazdwka. Zauwazy¢, ze jesli e Cn X i {@, ..., D,} jest
dowodem @, to {g@,, ..., pP,} jest dowodem b, w S.

11.58. Wskazowka. Skorzystaé ze wskazdéwki do zadanta 11.57 oraz
z fakty, ze @(~®) = ~gd.

11.59. Wskazéwka. Proyjuc @(x) = (x = x), ¢(x <y) = [(xR)v
V(x = )] oraz O(x) = (x = x} I ¢(xRy) = [(x <P)A(~x = p)].

11.60. Wskazowka. Rozwazy¢ nieistotne rozszerzenie Sy, powstajace
przez dodanic do systemu S|, nastepujycych definicji:

X<y xSYA~(x =y),

x<ye V. oV X<xan <xa ... AX. < XAX, < )

X ¥
sy LV Ix<ga ax, <yaA(x <z
n X A z
AZSK Y= x=12IVx =2IV..VX, =z2Vy = 2)]
X =yerx <yAx <7,

" n n
a naslgpnie zastosowaé metode podobna jak przy rozwigzywaniu zada-
nia |1.48 i skorzysta¢ z zadania 11.39.
11.63. Wskazowka. Przyjac @(x) = x = 0 oraz p{x < 3) = (x < ¥).
11.64. Wskazowka. Przyjaé @(x) =(x =x) oraz ¢x<y) =
=(Vx+z =y

11.65. Wskazowka. Niech Pn oznacza n-tq liczbe pierwszq. Jako for-
mute G(x) przyja¢ nastepujaca wlasnos¢ liczby x:x nie jest podzielna
przez kwadrat liczby pierwszej i dla dowolnego ukfadu liczb my, ..., m,,
je8li Pmylmy, ... Pim,_q|m, A Pm,|x, to m; nic jest podzielne przez kwadrat
liczby pierwszej. Zbiér {x e A": @(x)} nazywany jest zbiorem liczb dzie-
dzicznie wolnych od kwadratéw. Funkeie o okreSlamy w sposdb naste-
pujacy: g(x €y) = (Px|y).
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11.66. Wskazowka. Rozwazyé zbiér 4 okredlony jako najmnicjszy
(w sensie inkluzji) zbiér o nastgpujacej wlasnosci: O e 4 oraz jedli Xe 4,
to XuiX)eA.

Dowdd istnienia takiego zbioru oprze¢ na aksjomacie nieskonczo-
nosci. Nastepnie na clementach zbioru 4 okresli¢ relagje ~ jak nastgpuje:
A Y X =7 i oznaczajac zbior klas abstrakeji tej relacji przez N
przyjac¢ @(x) = xe N.

Na elementach zbioru N okresli¢ operacje *, 2, x w nastgpujacy
Sposdb:

Jedli X = [x], to X* = (X, v {x3}].

Jesli X = [X]i¥Y=[r] to Xoy= [X1 U ¥, gdzie X] | ¥ takie,
te Xie[X,), ¥ e[¥] i XinY=o0.

Jelli X = [%]1 Y = [1), t0 Xx¥ = [2], adzic Ze 4 | Z = X, %7,

Ostatecznie funkcje % zdefiniowaé jak nastgpuje:

#(0) = [0],
f}f’(S_‘C) = "Y*s

PX+Y) = x0oy,
Pxoy) = xxp.

DO ROZDZIALU XII

12.1. Poniewsz wszystkie inne spéjniki 5a zdefinicwane za pemocy
spajnikdw ~, v j kwantyfikatora \/.

12.2. aF (2 v ¥)[x] wiedy i tylko wtedy, gdy ak D[X] Iub qF ¥ [X].

12.3. Spetnianie jest relagja pomiedzy formutami systemu formalnego
(a wige ciggami symboli — znakéw) a ciagami elementéw wybranego
systemu relacyjuego. 1 tak np. <> jest znakiem jezyka systemu formalnego,
za$ = skrotem zwrotu wiedy i tylko wtedy — Jezyka, w ktérym relacje
spelniania opisujemy (metajezyka).

W dalszym ciagu nie bedziemy bardzo skrupulatnie przestrzegali tego
rozroznienia. Z konteksty zawsze bowiem wynika, w Jjakim scnsie dany
symbol jest uzyty.

124. aF (@ = ¥)[x] wtedy i tylko wtedy, gdy ak~o[X] lub
aF ¥[X] (skorzystalismy z tautologii (P=¢g)<=(~pvg)). Natomiast
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ak A D[X] wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ae 4 aF @ [X(;)]
(skor;cystalis'my z fautologii A <>~V ~@),

Xq xi

12,5, a) Nie. b) Nie.

12.6. a) Nie. b) Tak,

12.7. a) Nie, nie, tak. b) Nie, nie, nie. ¢) Nie, tak, tak.

12.8. Przeprowadzi¢ dowdd przez indukeje ze wizgledu na stopien
komplikacji formuly.

12.10. Implikacja od lewej do prawej strony jest oczywista; mianowicie
A # @i wobee tego jesli a e 4, to cigg staly a okreélony wzorem

Nax=a

n
spelnia ¢.
W druga strong; jesli istnieje ciag X taki, Ze a F ¢[X], to kazdy ciag ¥
spelnia @ w a (na podstawie zadania 12.9).
12.11. Wskazowka. Skorzystaé z wyniku zadania 12.10.
12.12. Wskazdwka. Dowdd przez indukcje ze wzgledu na ilo§¢ zmien-
nych wolnych w @.

12.13. Zaldzmy ak A V @(vg,v;). Niech dla kazdego ae A

by U

U,={b:ak @la, b, ...]} (definicja ta jest poprawna — patrz zadanie 12.8).

Niech f bedzie funkcja wyboru dla rodziny {U,: a € 4}, lo znaczy
flaye U,, wtedy f jest zadana funkejq.

W drups strong wnioskowanie jest oczywiste.

12,14, Przypu$cmy, Ze nie jest prawda, ¢ a F @[X]. Witedy zgodnie
z definicja a F ~ ®[X].

12.15. Zupelnos¢ wynika z zadania 12.14. Niesprzeczno$¢ wynika
z faktu, ze zgodnie z definicja, jesli ~® € a*, to ¥ ¢ a*.

12.16. A jest zbiorem dwuelementowym; 4 = {0, 1}, dzialanie za-
dane jest tabelky:

+ 0 1
0 0 l
1 1 0
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L= {0}, 0" =0, za¢ dziatanic +" jest 2wyklym dziataniem doda-
wania.

12.17. Wskazdwka, Przeprowadzié¢ dowsd przez indukcje ze wzgledu
na dlugo$¢ dowodu formuly &. Sprawdzi¢ uprzednio, ie jezeli a k ¢
TaFd= ¥ to aF ¥, | Jezeli a F &(x), to qk A D(p) (poréwnaj za-

¥

danje 12.12).
12.18. Przypusémy na przyklad, ze zdanie A (x+x = 0) moze by¢ wy-

prowadzone z podanego zbioru zdan. Wtedy zgodnie z wynikiem zada-
nia 12,17 w kazdym sysiemie, co najmniej dwuelementowym, w ktorym

dziatanie oznaczone znakiem + jest przemicnne i laczne, zdanie A (x-tx = 0)
x

jest prawdziwe. Ale w zbiorze # zdanie to Jest falszywe. Zatem nie moze
000 wynikaé z rozwazanych zdain. Podobnie Jest z negacjy tego zdania.

12.19. Zgodiiie 2 podang definicjg & jest niezalezne od zbjory zdan S,
Jedli istniejy aq i b takie, ze S'U {®} = a*, zag S U {~®P} < bx, Poniewaz
aF @, zatem dea* czyli Su {¢} = a*, Podobnie § U {~P} = b*,

12.20. Zdanie Ay orzeka, ze w systemie a sg dokladnie 3 elementy.
Jest ono prawdziwe w ciele &5 — reszt modulo trizy. Jest ono falszywe
na przyklad w ciele %,

12.21. Zdanije Ag orzeka, ze w systemie a jest dokladnie 6 elementdw.
Jednakze w teorii ciat udowadniamy, ze 1° Jegii cialo ma charakterystyke,
wigksza od zera, io Jest ona liczbg pierwsza. 2° Jesli ciato P Jest skoiiczone,
to ilos¢ jego elementdw jest potegg charakterystyki, A zatem nje ma ciala
szes’cioelementowago, co dowodzi, ze zdanie Ag nie jest niesprzeczne z aksjo-
matyka cial, a wiec tym bardziej nie jest od niej niezalezne.

12.22. Z danie Ay orzeka, ze w systemie q sa co najwyzej cztery ele-
menty. Poniewaz istnicje ciato czteroelementowe juk tez i ciaia o innej
ilosci elementéw, zatem zdanje to jest istotnie niezalezne od aksjoma-
tyki cial.

12.23. Na przykiad grupa perimutacji zbioru lrzyelementowego Jjest
grupg nieprzemienna, zas grupa (&, 4+ jest grupg przemienng.

12.24. Zdanie to mowi, ze rozwazany porzadek jest gesty. Jest ono
spelnione w systemice H, <), natomiast nije jest spelione w systemie
(A, O,

12.25. Nie.

12.26. a) Zauwazmy, 7c wystarczy rozwazad formuly otwarte, ponie-
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waz zeodnic z warunkiem zadania 12,12 jesli @ jest formula otwarts, to
ak ¢ wiedy i tylko wiedy, gdy ak A . Pozostale formuly otwarte

powstajy za pomocy spojnikdw logicznych znf'ormu{ atomowych. Ze wzglgdu
na definicie spetniania wystarczy udowodni¢ twierdzenie dla formul ato-
mowych.

b) Jesli @ jest formula egzystencjalna, to ~@ réwnowazne jest for-
mule uniwersalngj. Jeéliby wigc nie bylo prawdy, ze @ jest spelnione w b,
to ~d byloby spetnionc w b i wobec tego ~@ byloby spetnione w a (na
mocy punktu a), co nie jest mozliwe.

12.27. Zauwazyé, ze aksjomaty pierscienia mogg by¢ zapisane w for-
mie zdan uniwersalnych.

12.28. Jak wyzej.

12.29. Gdyby zdanie A4, bylo réwnowazne zdaniu uniwersalnemu, to
ze wzgledu na wynik zadania 12.26 byloby ono prawdziwe w kazdym
podsystemie ciata czteroclementowego, a wigc i w ciele dwuelementowym.

12.30. Wynik otrzymuje si¢ natychmiast na mocy aksjomatow row-
nosci.

12.31. Wskazdwka. Skorzystadé z zadania 11.49. Mozna udowodnié
teze mocniejsza, mianowicie ze (W, <) < (&, <) (por. zadanic 12.23
i dalsze), korzystajac z nastgpujacego faktu. Dla kazdych liczb wyntier-
nych a i b oraz dowolnej liczby rzeczywistej ¢; jefli a < ¢ < b, to istnieje
funkcja @ wzajemnie jednoznaczna przeksztalcajaca 22 na siebie, zacho-
wujaca porzadek i taka, ze (@) = a, @®) = b, ple)eW.

12.33. Wskazowka. Skorzysta¢ z wyniku zadania 12.11.

12.34. b = (A, <D, a = (A —{0}, <}. Oczywiscie a = b, Zachodzi
a=h, o nawet a i b sa izomorficzne. Ale ciyg staly g, = 1 spelnia w
a formule V (vg < v, VU, # ), natomiast w b nie speinia tej formuly.

12.35. b)vnPonicwaz a~< b pocigga za sobg a < b, wicc mamy acbibca.

¢) Zatézmy, ze a F @[ X], wtedy b F &[X] (zgodnie z a < b). PoniewaZ
jednak b << ¢, wiec ¢k &O[X]

12.36. Skoro A < B, a wiec ¥4 =¥ B. Zatézmy, zec a F $[X]. Zgodnie
z zalozeniem a < ¢ mamy ¢ F ®[X]. Jednak X efBicE ?(X], a zatem
bF@[X].

12.37. Whioskowanie od lewej do prawej jest oczywiste. Zatézmy za-
tem, ze dla kezdej formuly @ i dla kaidego ciagn X 7’4, bk V @[X]

Xk
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pocigga za 50bg istnienic ae 4 takiego, zeb k@ ’:{ (i)] Udowodnimy, ze

(%) bE@X]=ak P[X]

dla X e-"'4 (przez indukeje ze wzgledu na stopien komplikacji formuty @),

Mozemy zakladaé, ze formula @ zbudowana jest wylacenie za pomaocy

spojnikéw ~, A | kwantyfikatora \/. Jezeli jest formutg atomows, to
xj

wzdr (x) jest oczywisty (ze wzgledu na wynik zadania 12.26). Jedli

WZOr (*) prawdziwy jest dig formuty @, to prawdziwy jest tez dla ~ @,

Podobnie dla spéjnika A, Ostatni przypadek kwantyfikatora szczegoto-

Weg0 zapewnia nam zaloZenie twierdzenia,

12.38. Istotng rzeczy jest tu, Ze zgodnie z zadaniem 12,8 fakt, czy ciag
X spelnia formute @ zalezy tylko od skoniczonej ilosci wyrazéw ciggu X.

12.41. Nalezy udowodnié, ze jeili Fimgis ik, ~8& | U={t:R,
(A, - )} €F, to 8 = g Ri(&xt), ... golt))} € F.

Niech U, = {r: fi(r) = 8:(1)} (k= 1,2, ---s ) Oraz niech ¥ = Un...
- O U, 0 U. Poniewaz zbiory Uy, .., U,, U nalefaty do ultrafiltry 7,
a wiec i V¥ jako ich czgs¢ wspdlna te nalezy do F, Udowodnimy, ze ¥ S,
a stad i § bedzie nalezato do F. Niech e ¥, wiedy f1(z) = g.(r), s Ju(8) =
= g,(t) oraz R [A(), v (2)]. Ale wtedy R, [g,(¢), o En(8)], a wiec
teS. Podobnie udowadniamy, ze liSeF wiUerF Rozumowanie dla
funkeji jest analogiczne,

12.42. Zauwazmy, ze warunkiem koniecznym i dostatecznym na to,
by f~rg jest, by SUo) = g(iy). A zatem kazda klasa abstrakeji wyznaczona
Jest przez element zbiora 4;,. Nastgpnie S,( AL -, [£,.]) réwnowasne jest
Ri,iu[fl(i(})= wves Jolig)].

12.43. Dla formu! atomowych twierdzenie jest oczywiste. Rozwazmy
dia danego ciggu X i formuty & zbiér Usx ={t:aF Dlx(e), x,2), .15
Zauwazmy, ze Uppox = Upx O Uy y, a zatem, jesli oba zbiory stojgce
PO prawej stronie nale-éa: do F, to takze zbi6r znajdujacy sie po lewej stronie
nalezy do F. Zaldzmy teraz, ze nieprawda, e 1] aiF & [X]. Zgodnie z zato-

iel

Zeniem indukcyjnym nie Jjest prawda, ze Us,x €F. Uzupelnienie zatem
I—Usx nalezy do F. Jednakze jest to {r: u,l=_~c15[xo(f}, x(), .1}, a za-
tem U-;.,,'X eFl,

Dla k‘;fantyﬁkatora egzystencialnego rozumowanie polega na skonstru-
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owaniu funkcji, ktorej rzut na odpowiednic wspolrzedne jest przykladem
dla zdania .

12.44. ZauwazyC, e przyporzgdkowanie ¢([/]_p) = [f] X]_rry jest
roznowarlosciowe 1 7e zuchowuje relacje oraz funkeje. .

12.45. Niech ciag ([/i]}ie s spelnia formule & w ajy, zaé funkcje f;
bgda state fi{f) = ;. A zatem {t: a F @lay, @, ...]} € F. Zbiér ten jako
nalezacy do ultrafiltca jest nicpusty i w szczegélnodel a F gy, a,, ...],
czyli @ #ak @[[£] (£, ...]

12.46. Zauwazmy, zc jesli i jest izomorfizmem ,w*, to a jest izomor-
ficzne z o * a, a wige tym bardziej a = p * a. Zgodnie z zadaniem 12.23
mamy ¢ + a =D i na mocy zadania 12.30 ¢ mamy a = b.

12.47. Niech 4 = n. Rozwaimy zdanie 4,: V. Aly, = v ...ovp, =

= v,-,]. Zdanie to orzeka, 7e 4 = n, tj. a k /;:,-;/:«11 ‘; #. Zdanie to jest
takze prawdziwe w ajz (na mocy zadan 12.46 i 12.45). A wigc ﬁ = n.
Stad teZ izomorfizm ¢ badany w zadaniu 12.45 jest ,na®, bo zbidér n-ele-
mentowy nie ma podzbiorn wiasciwego n-clementowego.

12.48. Jak stwierdziliSmy w zadaniu 12.47 zdanic 4, charakteryzuje
wlasnodé: A = n. Jedli wice (i1 A4, =n}eF, to {i:q;F 4,}€F,a zatem
zgodnie z twierdzeniem Losia mamy [] ayfFF A,, czyli ]ﬁ/_}_’“= n,

i icl
a wige tym bardzicj jest zbiorem 5k01in;;:>uym. -

12.49. Niech a; = {4;, A}, gdzie A; = i1, za§ ie.A". Niech F be-
dzie dowolnym ultrafiltrem niegléwnym na zbiorze 47, Niech zdanie B;
orzeka, ze 4 =i, na przykiad

Bi: N/ [vp# vpAvg # yAy# Dy AV # AL A Uy &

Vpooiltfm

5& U,'_lf\ All"_a % Ul'.*—l]'

Latwo widzie¢, ze {I: a,F B,} e F¥ (istolnie, uzupelnienie tego zbioru jest
zbiorem skorniczonym). A wice [[ afFF b, dla kazdepo le 4, Stad
iel

[T 4:4F = Ry, co koiczy dowdd.
iel

12.50. Niech T bgdzie podrodzing zbioru #(J) skonstruowang z ro-
dziny S w nastepujacy sposdb: najpierw rozwazamy rodzing W zlozona
z wszystkich zbioréw postaci @ N ... v a,, gdzie g8, ne A, a na-

stepnie definiujemy: XeT< V (Y < X). Latwo sprawdzié, ze rodzina
YeWw
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Tjestfiltrem. Je$li X, e Ti X, € T, to W Na C X bn b X,
Wtedy aym ... ng, bo..obc X n Xy cyli Xy X,e T, Jedli
XieTiX,c X, to X,eT.

Rozwazimy teraz rodzing wszystkich filtréw F takich, 7ze T = F. Spetnia
ona zaloZenia lematu Kuratowskiego-Zorna. Element maksymalny w tej
rodzinie jest ultrafiltrem zawierajacym T, a poniewaz S < T, wiec zawiera
takze i S.

12,51. Niech bowiem Ap = [ F bedzie zbiorem co najmaiej dwu-
elementowym. Zaléimy, ze ay, a, e Ap, ay % a5, bo {a,} & F, albo J— {q,} e F.
Jesli {a,} e F, 10 Ay < {a,}, cayli 4, = {a} ia,¢Adp. Jesli I—{a}eF, to
Ap = I—{a,} | wobec tego a ¢ ap.

12.52. Wystarczy udowodnié (zgodnie z zadaniem 12.50), 7e rodzina ta
ma wlasno§é przecieé skoniczonych. Niech Xy, Xe, Rozwazmy
zhior X = X, n ... n X,. Twierdzimy, 7e zbidr ten jest niepusty. Udo-
wodnimy, 7e A -.X Jest  zbiorem skonczonym. Istotnie A — )X —
=W —-X)Du..u (A =X), a suma skoniczonej ilosei zbiorgw skonczo-
nych jest zbiorem skoticzonym, B

Niech F bedzie ultrafiltrem zawierajacym /. Poniewaz zbiory
Upy=AH {0}, U, = N={1}, .., U, = N —{n} naleza do N @ wigc
naleza one i do F, a zatem MNF=0.

12.53. Mozemy zatozyl, 7e 4 = N, Udowodnimy, ze istnieje rodzina
funkeji § < ¥4 taka, se jesli J 8€8, [+ g to {n:fin) = e} < 8,
i taka, ze § = 2™, Istotnie dla kazdego ciggu pe?2 definiujemy Joln) =
=Y f(m)2". Latwo widzied, Ze jesli ¢ # y, to {2 f(m) = £,(m)), jest skoni-

m<n
czony i mianowicie sklada sig z liczb n, munigjszych od pewnej liczby %
takiej, ze (k) # (k). Poniewaz {2 f(m) # fi ()} e ¥, zatem nalezy
tez do F, a stad [£,] # [£,), oile tylko ¢ # . A zatem THF={f) ge
W = 2%, R6wnoczesnic 77/;?\{?7 =2, Na mocy twierdzenia
Cantora-Bernsteina ¥ 4~ [F = 2%
12.54. Udowodnimy tylko, 2e dla kazdego zbioru X badz ¥ e U EJG,

el
badz (J 4;— X)el FijG. TIstotnie niech Uy={i: X d,eF}. Jeili
iel is]
Us S to [i: X Ai¢F}YeG, ale {{: Xn Ai¢F={i: (U 4:—X)n

iel
N d;eF}.
12.55. Wskazéwka. Jeili M jest zbiorem mocy m, to zbiér
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N={X:Xc MrX < §)tez jest mocy m. Podobnic zbior P = X:Xc
= NAX < ®,}. Skonstruowaé 2¥" ulteafiliréw na zbiorze P. Nastgpnie
pokazaé, jak z ultrafiltru na zbiorze P zbudowaé ultrafiltr na zbiorze M.

12.56. a) Wskazowka. Jesli () F, = {a}, ()£ = {8}, to dowolne
przeksztateenie réznowartodciowe zbiory [ na siebie o wlasnosei p(a) = b
Jest zadanym izomorfizmem.

b) Wskazowka, Skorzystac z zadania 12,551 z faktu ze, m™ = 2 < 22"

12.57. Przypomnijmy, 2¢ o; = b;<> ] = b, Zatézmy, ze [] a/F k &.

ief
Wtedy zgodnic z twierdzeniem Losia {i : o, F @} eF czyli (i : b eaf} ek,
a wige {i: @ebd)el, czyli {i 1bF @} eF, a stad [[b/FF &
el

Uwsaga. Wystarczy zatozyé, ze {i:q; = b} sF

12.58. Niech a € KA. Zgodnie z definicja K* < @, a stad a e K**,

12.59. Jesli §* £ O, to istnieje a takie, ze S = a*, § jest klasg wszyst-
kich modeli takich, ze § ¢ a*. Oczywiscie S < [ a*, czyli S < §**.

6eS*
12.60. Wnioskowanic od prawej do lewej zostalo przeprowadzone
w zadaniu 12.15. W druga strong skorzystaé z twierdzenia Gédla.

12.61. Przypustmy, ze S nie ma modelu. Zgodnie zatem z twierdze-
niem o niesprzecznosci S jest sprzeczny. Jest wige dowdd D zdania @ A ~ P,
w Ktorym uzyle sq aksjomaty i zdania ze zbioru S, Poniewaz zbidr formut
wystgpujacych w dowodzie D jest skoriczony, wice uzyta w nim liczba
zdaii ze zbioru § jest skorczona. Niech zdania te tworza zbiér S,. Zbiér
ten jest sprzeczny, a wigc zgodnie z zadaniem 12.15 nic ma modelu.

12.62. a) X e By, n By, <> Xe By AXeBy ,alewtedy U, « XAU, < X
i U, v, X

Implikacja w druga strone jest oczywista,

b) Wskazdowka. Udowodni¢, 7z rozwazana rodzina ma winsnose
przecie¢ skonaczonyeh.

¢} Niech § bedzie zbiorem zdan takim, ze dla kazdego skoficzonego
Sy < S, istnieje modgl M, taki, Ze §; < (M )*.

Rozwazmy rodzing T wszystkich skorniczonych podzbioréw zbioru S.
W zbiorze tym skonstruujemy ultrafiltr. Jest on mianowicie dowolnym
ultrafiltrem rozwazanym w punkeie b. Niech F bedzie takim ultrafiltrem.
Tworzymy ultraprodukt [] Mj;/F. Poaiewaz dla kazdego @ € § B e F,

S,eT

zatem || Mg jFF @ A wige S ( [] M JF)»

S5,eT SpeT
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12.63. Wskazowka. Implikacja od prawej do lewej jest oczywista
{porownaj zadanie 12.46). Aby udowodni¢ implikacje w druga strong,
Tozszerzamy jezyk J o stale dla elementéw zbiorn A,

Rozszerzamy tez model a o funkcje zeroargumentowe odpowiadajgce
elementom zbioru q. Rozwazamy wreszcie zbiér I zdan TOZSZErZONEEO jo-
zyka, prawdziwych w Tozszerzonym modelu. Jedli zdanie TOZSzerzonego
jezyka jest prawdziwe w a, powiedzmy & zawiera stale Clays vuey Ty, 10
mozna znale#¢ elementy modelu b spelniajace @ w b. Teraz konstruujemy
w zbiorze I ultrafiltr metodg podobng do stosowanej w zadaniu 12.62.

12.64. Wskazdwka. Skorzysta¢ z twierdzenia Frayne’so (zadanie
12.63) oraz z wyniku zadania 12.47.

12.65. Aby udowodnié, ze £, jest ultrafiltrem, nalezy pokazaé, ze

a) R, EF AR, < R, = R, eF,,

b) RyeF, A R, eF, = R: 0 R eF,,

) R:el, v A—RyeF,.

a) Iesli spelnione sg zaloZenia, to ak A [Py(x) = Pix)]. Ponicwaz

a’ jest elementarnym rozszerzeniem a, wiec
a"F N [Py(x) = Px)], cazyli Ry R,

a wiec jesli x e Ry, to xe R, czyli Ry e F,. (Przypomnijmy, ze P, jest
symbolem jezyka uzywanym dia oznaczenia Ry).
b) Zauwazyc, ze xe Ryax ER;=xeR,N R,
¢) Zauwazyé,ze a E A [Pyx) Vo~ Py(x)], a wiec a' B A [Pg(x)vﬂuPé(x)].
x x

12.66. Zgodnie z definicja X & EC réwnowazne jest, e K = {@}* dla
pewnego @ e J. Qczywibcie Y—K = {~®}* (na mocy zadania 12.13).

12.67. Wskazowka, Skorzystaé z zadania 12.61.

12,68. Wskazéwka. Zatdzmy, ze K = (S*)dla pewnego S, Udowodnic,
e K = ) {P}*

Pes

12.69. a) Zgodnie z wynikiem zadania 12.45, mamy a* = (af,.«)*. Jedli
wiee § < a¥, to S < (alp*.

b) Jesli S < (a,)* dla wszystkich 1€, to {t: S5 (@)*¥} = I, a wice
nalezy do ultrafiltru,

¢) Przypomnijmy, ze a = b jest réwnowazne a* = p*,

12.70. Rozwazmy K*. Pokazemy, ic K = K**, Zawieranie od lewej
do prawej jest oczywiste (zadanie 12.58), W drugg strong; jesli a e K**,
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to K* = a*. Na zbiorze a* konstruujemy filir metods analogiczng do uzytej
w twierdzeniu Frayne’go. Otrzymujemy ultraprodukt b pewnej rodziny
clementow klasy K elementarnie rownowazny modelow! . Poniewaz
klasa K jest zamknigla ze wzgledu na branie ultraproduktu, wiee b e K,
a poniewaz a = b, wigc ae K.

12.71. Wskazdowka. Jedli K jest zamknicta ze wzgledu na relacje
elementarne] réwnowaznoscei =, to X—K lez jest zamknigta ze wzgledu
na =. Stad zaréwno K jak 1 ¥Y—K sy klasami elementarnymi w szerszym
sensie 1 zgodnic 7z uwagg do zadania 12.68 sy onc clementarne w weZszym
sensie.

12.72. Wskazowka, Skorzysta¢ z zadania 12.26 a.

12.73. Wnioskowanic od lewej do prawej jest oczywiste. Aby udowodnié,
ze klasa spelniajgca warunki a, b, ¢ jest UC, rozwazamy zbidr T wszystkich
sdan uniwersalnych prawdziwych we wszystkich elementach klasy K1 do-
wodzimy, ze K = 7*. Robimy to mianowicie w ten sposdb, ze kazdy
clement klasy T#% zanurzamy izomorficznic w ultraprodukt clementdw
z klasy K.

12.74. a) Tak, moina znalezé aksjomatyks grup tak, by byla ona
uniwersalna.

b) Tak.

¢} Nie. Podsystem ciala weale nie musi byé cialem, zatem klasa X
wszystkich cial nie moze by¢ UC, (poréwnaj zadanie 12.72).

12.75. a) Nie. K pie jest bowiem zamknigta ze wzglgdu na branie
uliraproduktiu swoich clementow.

b) Tak. Aksjomatyka klasy K sklada siz ze zdai B,, ne A" (poréwnaj
zadanie ]2.49),

¢} Tak. Klasa ta jest nawet UC,.

d) Nic. Klasa ta nie jest bowiem zamknigta ze wzglgdu na operacje
ultraproduktu. Udowodnimy, ze (A7, <)V, gdzie F jest dowolnym
ultrafiltrem niegtéwnym na zbiorze 4, nie jest zbiorem dobrze uporzad-
kowanym. Rozwazmy w tym celu.funkeje f, = [0, 1, 2, ...1, f; =
=10,0,1,2,3,..L4:=1[0001,2,3,...]itd., ogdlnie fi({) = max(0, I—k).
Zauwazmy, zc funkeje te majg nastepujgce wiasnosei:

a) A [r# k= ~{fi~p SOl

ik
by n < k= {I: ()< f{D} eF.
A wige skonstruowaliSmy cigg nieskoriczony zstepujacy {[/,1} elementow

239



ultrapotegi. Stad tez relacja porzadku w ultrapotedze nie jest dobrym
porzgdkiem.

Uwaga. Mozna udowodnié, ze jezeli ultrapotega (4", g}ff jest
zbiorem dobrze uporzgdkowanym, to F Jest ultrafiltrem g-zupelnym, to
znaczy takim, ze dla dowolnego ciggu {A4alne 4 elementow F, M A4,eF,

He 4"

Ultrafiltry takie na zbiorach matych mocy (na przykiad mniejszych od pier-
wszej liczby mocno nieosiggalnej) musza by¢ ultrafiltrami gléwnymi.

Zdanie moéwigcee, 7e istnigje zbiér 7 oraz ultrafiltr ' na zbiorze I nje-
glowny i o-zupelny nazywa si¢ aksjomatem liczby mierzainej. Istnienia
takiej liczby nie mozna udowodnié¢ w aksjomatycznej teorij mnogosei
(na przyklad w takim ukladzie aksjomatow jaki jest przyigty w [3]). Nato-
miast jest niesprzecznym zdanie méwigce, ze liczby kardynalne mierzalpe
nie istnieja,

12.76, Wskazéwka. Jezeli E?t\‘o, I= m, F jest ultrafiltrem nie-
glownym na zbiorze 1, zawierajgcym wszystkie uzupelnienia podzbiorow
zbioru 4 mocy mniejszej od 4, to A;'F > 1m. Majyc w ten sposab elementarne
rozszerzenie modelu a mocy wigkszej od m, zbudowaé (korzystajyc z dolnego
twierdzenia Skolema-L&iwenheima-Tarskicg.o) odpowiedni podsystein, & nu-
stgpnie skorzystaé z zadunia 12.36.

12.77. Wskazowka, Qdpowiednio dobierajac zbiory I, i I, oraz
ultrafiltry F, 1 F, zbudowaé dwie nieizomorficzne ultrapotegi systemu a € X*.

12.78. Zalézmy, ze zbiér S nie jest zupelny. Istnigje wige zdanic @ oraz
Systemy @, i a, takie, ze

Sufdlcal, Su{~d}c dg

Budujemy teraz dwa modele by i by mocy m takie, ze by = a, i b, = Uy
(korzystajac z odpowiednicj wersjl  twierdzenia Skolema-Léwenheima-
-Tarskiego). Zgodnie z zatoZeniem, b, jest izomorficzne z b,, co prowadzi
do sprzecznodci.

12.79. Wskazéwka. Zgodnie z twierdzeniem Cantora (por. [3] str. 202),
kazde dwa przeliczalne ggste porzadki liniowe bex pierwszego i ostatniego
elementu sa izomorficzne. Zastosowad kryterium $.osia-Vaughta.

12.80. Wskazéwka. Skorzystaé z nastepujacego twierdzenia Steinitza:
Dla kazdej nieprzeliczalnej liczby kardynalnej m i kazdej liczby pe. i
wszystkie ciala algebraicznie domknigte mocy m i charakterystyki p sa
izomorﬁczne, nastgpnie zastosowad kryterium Losia-Vaughta.
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12.81. Wskazowka. Jezeli ¥V jest przestrzeniz wymiaru n nad K,
to ¥ izomorficzne z K" Nastepnic skorzystac z zadania 12.80.

12.82. Jedli zbior zdan S jest zupelny, to zgodnie z twierdzeniem Godla
dla kazdego ¢, badZ & € CnS, badz ~& e CnS. Poniewaz, zgodnic z wyni-
kiem zadania 12.17, jesli § = a*, 1o CnS < a* mamy wigce, ze dla dowolnego
aeS* jest a* = CnS, a styd oczywiscie a* = b. W drugg strong w rozu-
mowaniu korzystamy z twierdzenia Skolema-Lowenheima-Tarskiego.

12.83. Przypusémy, Ze takie zdanie istnicje. Na mocy wierdzenia
o zwartosci wnioskujenty, ze istnicje skoiiczona ile$é zdan o Py
takich, ze {®;, ..., ®,} - . Ponicwaz ciag {®,},. 4 jest rosngcy, wigc
&, = ¥ jest zdanicm prawdziwym (K = max(iy, ..., i)). Jednakie ¥ = @4,
jest zdaniem prawdziwym, a stad @, = Py, jest zdaniem prawdziwym,
co jest sprzeczne z zalozeniem.

igs e

12.84. Wskazdwka. Skonstruowaé ciag {®,},e -, gdzie &, orzeka,
ze charakterystyka ciala jest wigksza lub réwna n. Udowodnié, 7e cigg
ten jest rosnacy.

12.85. Wskazowka. Zauwazyé, ze jezeli {@,}, . 4~ jest rosnycym ciggiem
zdan, to {@, : ne N} nic jest EC.

12.86. Zdania {B, : ne/} (porownaj zadaniec 12.49) wworza cigg
rosnacy.

12.88. Teoria cial algebraicznie domknigtych ustalonej charakterystyki.

12.89. Zbigr zdan prawdziwych w modelu (A7, <),

12.90. Wskazéwka do wnioskowania =. Zauwazy¢, Ze rozszerzanie o'
modelu a ma wtasnosé

aF O(xy...x,) [ag, @y, ] F Ple,,, ..., c,)-

Oslatnic zdanie musi byé prawdziwe w b', a stad D'k D(c, , ..., ¢, )
i wreszeic b F @(xy...x,)[ag, &4, ...}

Wskazdwka do wnioskowania <=. Jesli X nie jest zbiorem modelowo
zupelnym, to rozwazamy odpowiedni model @ I niezalezng formule @
jezyka J,. Majac dwa modele b] i by (w jezyku J,) takie, ze by F @, by F ~ @,
mozemy zakladaé, Ze bj < by, To jednakie sprzeczne jest z faktem, ize
b, <3 by,

12.91. Wskazdwka, Rozwazyé formuty jezyka J 4

D (x) :x=14..+1L

S
n
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W kazdym modelu dla arytmetyki jest doktadnie jeden obiekt x, ktory
Ja spetnia,

12.92. Wskazowka. Najpierw skonstruowaé wewniglrz ciata izomor-
ficzng kopie picrécienia Z, a nastepnic przeprowadzié konstrukcje liczb
wymiernych z liczb catkowitych.

12.94. Wskazowka., W pieréeieniach uporzgdkowanych nie ma
dzielnikdw zera.

12.95. Wystarczy udowodnié, ze dla dowolnych a,be X* q = b,
Zgodnie z zalozeniem, isiniejg a” i b’ takie, e a’ < a,b" < b, a’, b’ izomor-
ficzne z a,. Poniewas teoria X Jest modelowo zupelna, zaten a’ = a,
b’ <b (na macy zadania 12.90). Poniewaz a’ Jest izomorficzne z &', zatem

"=V, Zgoednic z wynikiem zadunia 1233 mamy o' = a i b’ =t Stad
na mocy przechodniosci relacji = zachodzi g = b,

12.96. Dowolna teoria modelowo zupelna ale nie zupetna (por. 7u-
danie 12.88).

12.97. Wskazowka, Jesl; ¢ Jest automorfizmem b, to

bE@X])<bE Plp e X],
gdzic @o X jest nastepujgeym ciggiem (¢ ° X),= ¢(X,). Nastepnic sko-
rzysta¢ z wyniku zadania 12.8.

12.98. Wskazdwka. Jest to w istocic nogdlnione twierdzenie o zu-
pelnodci teorii modelowo zupetnej zmodelem pierwszym (por. zadanie 12.95).
Istotnie g+ a=<S ¢, pb-2 ¢, czyli psa = @=+b. Stad q = b.

12.99. a) Nalezy udowodnié, Ze przestrzefi posiada baze otwarto-
~domknietg. Jest to w istocie trescig zadania 12.66,

b) Zwarto$¢ wynika z twierdzenia o zwartosci, za$ to, zc przestrzen
jest HausdorfTa udowadniamy w nastepujacy spasdb:

Czeseia wspdlna wszystkich zupelnych i niesprzecznych zbioréw zdan
rawierajgcych @ jest {P). Stad {&} jest zbiorem domknietym.

12.100. Wskazdwka. Zauwazmy, ze dla kazdej liczby kardynalnej m
istnieje 1 > takie, Ze 12 = 1 (wianowicie 1 = 2™%), Stad mamy system
a = {4, P}, pdzie 4 jest zbiorem mocy n, za$ £ funkeja odwzorowujaca

roinowartofciowo 4% na 4. Na mocy dolnego twierdzenia Skolema-
-Lowenheima mamy b<<q, b =m. W ten sposob mamy funkcjz odwzo-
rowujaea b? réznowartodciowo na b. Stad m* =m. W ten sposéb dla
kazdego 1, mamy n? = M, a z zadania 10.62 wynika, ze zdanie to jest
rownowazne aksjomatowi wyboru,
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12.101. Jesli K, = (@)%, Ky = {W}5 10K, M Ky = {dAW)* K, U Ky =
= [Dv ¥},

12.102. Jesli K, = 8%, Ky =T*, to Ky, K, = (S U T, K vk, =
={PvW¥W: e SAVeT}*

12.103. Zadanie 12,101 mdwi, ze suma i iloczyn mnogoéciowy elemen-
tdw z bazy takze nalezy do bazy. Zadanie 12,102 mowi, 7e suma | iloczyn
dwoch zbiordw domknigtych jest zbiorem domknigtym,

12.104. Niech a = {4, -5} bedzie zbiorem czgiciowo uporzadkowa-
nym. Rozszerzmy jezyk J, przez dodanie stalych dla elementow zbioru 4.
Rozwazmy diagram systemu a, te znaczy zbiér T = {¢, <<¢, 1 a < b}
Dla kazdego skoficzonego zbioru zdan T, = T istnieje relacja <, bedaca
liniowym porzadkiem taka, Ze ¢, =3 ¢ => @ < b, a nasigpnie korzystamy
z twierdzenia © zwartoscl.

DO ROZDZIAEU X1

13.5. Wskazdwka. Zauwazy¢, ze kazda funkeju powstaje ze skonczo-
nego zbiorn funkeji wyjiciowych przez stosowanie skoiiczong ilosé razy
operacji definiowunia przez superpozycje i rekursje (ewentualnic jeszeze
przez minimum badZz minimum efektywne) 1 skorzystaé z zadania /.21,

13.11. Wskazowka. Zdefiniowad najpierw indukcyjnie funkeje P(x)
poprzednika jak nastgpuje:

PO =0, Px+l1)=rx

13.12. Wskazowka, Zauwazyd, Ze x Sy x>y = (),

13.13, Wskazdwka, Zauwazyd, 7e ¥ = y= (x =)+ (y=x) = 0.
13.14. Wskazéwka. Zauwazyé, ze x < y<>(x+1)=yp = 0.
13.18. Wskazbowka. Skorzystaé z zadania 13.15.

13.22, Wskazowka. Skorzysta¢ z zadania 13.20,

13.23. Wskazéwka. Przyjimujac,-ze 4 =N, I [%(A4) =4, gdze
J—-funkeja rckurencyjna, rozwazyé funkcje g okreflony nastepujaca:
£(0) = £(0),
g0+1) = fm)lm) > go)

1 skorzysta¢ z zadania 13.24.
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13.24. Wskazdowka. Zauwazy¢, ze jesli f rosnaca:

f*(A) =4, to neAd<\/n = f(m).

n<n
Dla dowodu w druga strong rozwazy¢ funkeje g okredlong nastepujgco:
8(0) = (un)f(n) = 0,
gn+1) = (um) [m > g(m) A f(im) = 0].
13.33. Wskazdédwka. Zauwazy¢, ze jesli
I 9) = (uz < x) [e(z, y) = 0],
gdzie g jest funkejy obliczalna, to f(x, ¥) mozna okresli¢ nasiepujgco:
S0, ) =0,

n+l, jesti f{n, p) = 0A g0, P # 0agln+1,y) =0,

Sin+1,y) = {f(n!-],), W pozostalych przypadkach.

13.35, Wskazdéwka. Zauwazyt, 7e np. dla 7 == 2 jako szukane funkcje
moizna wzia¢ funkcje z zadania 5.8%,

13.36. Wskazoéwka. Skorzystat z zadania 13.35.
13.37. Wskazdéwka. Niech J(x15 oey Xn, ¥) bedzie funkecjy okreélona
nastgpujaco:

S, o 0) = g(xy, .00, xy),
T, o X, v+ 1) = hlxys ooy X0 3, 3y, e, X, M.
Rozwazyé funkcje:
06 0) = Sy ol a0 ooy i) 2, STTHR). ), V).
Dowies¢, ze funkcje ¥(x, ¥) mozna okresli¢ za pomoci. superpozycji i re-
kursji typu
(x,0) = x(x),
Y(x, y+1) = O[¥(x, M1
Ostatecznic wprowadzié funkcje @(x, y) taka, ze
w(x, 0) = x,
¢l y+1) = Olp(x, y)]
1 dowiesé, ze ¥(x,y) = Plrix), ¥].
13.39. Wskazéwka. Zauwazy¢, 72 0% = 0, a (x+ 1? = ¢(x?) 41, gdzie
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p(y) = _V+2[\/'j5] i dowie$é, ze funkcja ¢ moze byé uzyskana przez itero-
wanie funkeji ¥(z) = z+ 14 2s¢((x+4)- [\/m]")
13.40. Wskazowka. Rozwaiyé funkeje (x-+10*+5x+3p+4 1 zauwa-
zyé, ze jesli x = y, 1o
(X4+p+22 S (x+pYi+5x+3p+4 < (x+y+3)8,
skad

g(x, 9) = (x+ )+ 50k Iy +d— [V ()P4 Sx+3p 4] =

B J.\s—y dla x = »
B 13x+y+3 dla x < p.

Z drugiej strony wprowadzajac funkcjg

00 et 21,
=N, jesti 24x

mozna zdefiniowaé za jej pomocy funkcje

T x
flx) = x~+E[EJ
X

i ostatecznie EI:—?—] = g[f(x}, x*].

Lo

13.41. Wskazdwka, Skorzystaé z zad., 13.40 i 13.39.
13.42. Wskazowka, Zauwazyé, ze

g(a(Ge+)? - ) - y?)
y = 2 -

13.43. Wskazdwka. Skorzystaé z funkeji g i sq.

13.44. Wskazdwka. Ze wzgledu na zadanie [3.37 wystarczy wykazac,
ze jesli f zdefiniowana jest nastgpujaco:

f(x’ 0) = X,
S, y+1) = glf(x, »)],

to / moze byé tez zdefiniowana za pomoca czystej iteracji. W tym celu
rozwazy¢ funkcje v(x) = Q(/%) 1 w(x, y) = ((x+))?+yH)+x i dowicéé, Ze

Ow(x, y)] = x,  vwx+p)l =y
oraz, jezeli Q(x+1)# 0, to Q(x+1) = Q(x)+1 i v(x+1) = v(x).
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Wprowadzié nastepnice funkcje @(x) = fle(x), (x)] i dowiesé, 7¢ moze
oni byc zdefiniowana z funkgji wyjsciowych oraz funkeji g przez super-
pozyeje i ieracje czysty, W kofen zauwazyl, ze f(x, y) = @[w y, x)1.

13.45. Wskazéwka. Skorzystaé z wyniku zadania 13.35. Okreslic
funkcje Utn, x) nastgpujaco:

W0, x) = S(x),  UQ, %) = QLv),  UL2, x) = Jo(x), UG, x) = JYx,
a dalej dla n > 3;
Uldn, x) = U(73n), x)+ U(Ji(n), x),
Uldn-+1, x) = UlJym), U[JXn), x),
Uldn+2,0) = U, 0),
Uldn+2, x+1) = Uln, Uln, x)}.

Dowiesé, ze jest to funkcja rekurencyjna. Zauwazyé, se Jjest to funkeja
uniwersalna dla funkeji pierwotnie rekurencyjnych jednej Zmiennej.
13.46. Wskazédwka. Zauwazyé, ze Jjesli Uln, x) jest funkcja uniwer-
salng, to Uln, n)+ 1 nie moze naleze¢ do F.
13.47. Wskazéwka. Skorzystaé z zadat 13.46 i 13.45,

13.48. Wskazowka. Przeprowadzié dowdd indukcyjny ze wzgledu
na stopien komplikaciji definicji funkcji obliczalnej.

DO DODATKU ¥

DL.I. Niech A4 bedzie dowolnym ale ustalonym niepustym zbiorem
liczb naturalnych. Oznaczmy przez Z zbior okreslony nastepujgco:

Z={ned : \n<m.
med
Mozliwe sa dwa przypadki:
1" 0e A 1 wowczas oczywiscie istnieje w A4 clement najmniejszy, jest
nim bowiem liczba 0.
2°0¢ 41 wtedy 0eZ, gdyz 0 bedac w ogéle najmnicjsza liczba na-
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turalng jest tym bardziej mniejsze od wszystkich clementow zbioru A.
Zbiér Z jest z A rozigezny, gdyz jeslin e Z n A, to n < n, co nie jest mozliwe,
Ponadto, jeéline Z, me N im < n, to me Z, co wynika latwo z okre-
flenia Z.

Pokazmy teraz, z¢ w zbiorze Z musi istnieé element najwigkszy. Istotnie,
w przeciwnym bowiem razie dla dowolnego k € Z istnialaby liczba &, eZ
taka, ze¢ k < k,, skad k+1 < k; e Z. Poniewaz takze 0 € Z, wigc zgodnie
7 zasadq indukcji, Z zawieratby wszystkie liczby naturalne, a wige i clementy
zbioru A, z ktérym jak to dowiedlismy zbiér Z jest rozlyczay.

Niech wiec k, bedzic elementem najwigkszym w Z. Wobece tego
A ky < miV kg+1 2= m, skad ky+1 = my dla pewnego o1, € 4. Poniewaz

meA meAd
z faktu, 7 A ko < m wynika, Z¢ A ko4 1 < m, wige my jest najmniejszym

me A me A

elementem A, co korczy dowod.
DI1.2. Wskazdwka. Rozpatrzyé zbidr Z = {ne A : V n < mj, gdzie

meAd
A dowolny alc ustalony, niepusty i ograniczony od gory zbior liczb natural-
nych. Stosujac podobne rozumowanie jak w zadaniu D1.1 dowies¢, Ze jesti
w A nie ma elementu najwickszego, to Z = A",

D1.3. Wskazowka. Majge dany zbiér Z spelniajacy warunki zadania
rozpatrzyé zbior Z' = Z U {0, ..., k—1} i dowies¢, ze speinia zalozenia
zasady indukgji.

D1.4. Wskazdwka. Majac dany zbiér Z spelniajacy warunki zadania
rozpatrzyé zbidr Z' = {ne A :n< kv A meZ} Dowiesc, korzystajac

kE€m<n
z zasady indukcji, ze Z' > & oraz, ze Z'—{0, ..., k—1} = Z.

D1.5. Wskazowka. Majgc dany zbiér Z spetniajacy warunki 17 i 2°
rozpatrzyé zbior A = {ne N :n¢Z}. Dowiesé, ze jesli Z nie zawiera
wszystkich liczb naturalnych, to w A istnieje element najmnoiejszy nq # 0
i wowezas ng—1 e 4", ale ny,—1 € Z, chociaz (ny—1+1¢2Z, bo A roz-
taczne z Z.

D1.6. Wskazdwka. Dla danego zbioru 4 niepustego i ograniczonego

z gbry rozpatrzyé zbiér Z = {(ne A" : A m < n}.
meA

D1.7. Wskazoéwka. Dla dancgo zbioru Z spelniajacego warunki 1°12°
zasady indukcji nogélnionej rozpatrzyé zbior Z’ = {ne A" 1k <nan¢ Z}.

D1.8. Wskazowka. Zbiér A liczb catkowitych rozbi¢ na sume 4; w 4;,
gdzie A, — zbiér liczb catkowitych ujemnych. Jesli 4, # O, wowczas zbior
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Ay = {—c:ced} jest niepustym podzbiorem liczb naturalnych ograni-
czonym z gdry.

DL.9. Wskazéwka. Zastosowad rozumowanie podobne jak w roz-
wigzaniu zadania DI.8.

D1.10. Wskazéwka. Podobnie jak w zadaniach DI.8 i DL.9 sko-
rzysta¢ z faktu, ze zbidr liczb catkowitych jest suma zbioru 4 1 zbioru
NF={—n:nen).
n(n+1)

D1.11. Niech 7 = {n €A 0+ 4n= } Latwo sprawdzi¢,

ze 0 e Z, spetniony jest wige warunek ] zasady indukgji,
Niech teraz n bedzie dowolng ale ustalong liczba naturalng taka, ze
n(n+1)

neZ. Wynika stad, zc O+14.. 4n= . Dodajae do obu stran

rOwnosci a-+ | otrzymujemy

a{n+1)

_fz(n+])+2(n+l)*(H+I)(n+2) (n+1)((n+1)+1)
R 2 T

3

wige pokazalismy, ze n4+1e 7. Tym samym wykazalismy, ze 53 spelnione
wszystkie zaltozenia zasady indukeji, ktére pozwola nam wnosié, e
A« Z, ezyli réwnoié¢ zachodzi dla wszelkich naturalnych s,

D1.17. k= 1.

DI1.36. Wskazéwka, Prowadzié rozumowanie dia

2 sin(n+4)0

Z = (- Cosif = L+ ;

{JIE./ é\ O ¥ e 7‘1,-9 }
i=0

D1.46. Rozwazmy zbior Z = tne " :2" > p}. Poniewaz 2° = | > 0,
wige 0 e Z. Zakladajac teraz, Zze ne Z mamy 2° > p. Mnozgc obie strony
tej nieréwnodei przez 2 otrzymujemy 2"** > 2 i dalej 2°*Y > ptn. Jedi
n=0,to 2041 =21 — 5« 0+1, gdy # = 1, wéwezag 271 >n+nza4l.
A wige w kazdym wypadku 2"+ =~ n+1, co koticzy dowsd tego, Ze 1 wa-
runek 2° zasady indukgji jest spelniony, a tym samym i dowéd naszej
nieréwnoéci,
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D1.52. Wskazéwka. Zapisaé 6" 774+ 7"7 jako 6" 6+ 7771 (434 6).

D1.54. Nicch p — dowolna ale ustalona liczba picrwsza | niech Z =
= {ne :p\n¥—n}. Jak latwo sprawdzi¢ 0eZ, zaldzmy wiec ze dia
dowolnego ale ustalonego # mamy p|lrn—n. Bedziemy starali sig dowiesé,
ze pln+ 1P —(n+1). W tym celu rozwazmy wyrazenie (n+1)"—(n+1).
Korzystajac z dwumianu Newtona (patrz zadanjie D1.30) i dekonujac
odpowicdnich redukcji dostajemy kolejno:

n+ 1) —(n+1) = 1"+ (‘?)n”vl+...+( P )n-}-!——n—l =

i p—1
p=-1
= (n"—n)+ Z (p) nPl
i=1 :

Widoczne jest, ze wystarczy dowiescé pl([;) dla 0 < i< p. Rozwazmy

p)hp'(p—l}- o =T 1Y
i) -2+
catkowita, oznaczamy ja przez k (dowdd tego faktu wynika bezposrednio
z zadania D1.30). Mamy wicc

w tym celu wyraienie( . Jest ono liczba

Hp—=1 - (p—i+1) _
1 52- .o

k, skad plp—1) ... (p—i+1)=1il"k.

Wynika stad, ze piil - k& 1 poniewaz p jest liczbg pierwsza, a { < p, to p
nie ma zadnych wspélnych dzielnikéw z il. Wynika wigc styd, Zze pik.

Ostatecznie wige, wobec k& = (I;) mamy p| (i’) co konczy dowdd.

D1.55. Wskazdwka. Skorzystac z latwego do udowodnicnia faktu,
e 2|n%+n.

D1.38. Wskazéwka. Zapisaé  11""%+12*%%  jako 117" 11+
+ 1250 (1334 11).

DI1.61. Wskazowka. Skorzysta¢ z zasady indukcji uogdlnionej dla
k=3,

D1.62, Dla 0 oraz dla n > 3. DI1.63. Dla 0, | oraz dla n > 7.

D1.64. Dla Oin>35. DI1.65. Dlan>2. DI1.66. Tylko dla 31 4.

D1.67. Nierownos¢ nigdy nie zachodzi. D1.68, Dla n > 6.

D1.75. Wskazowka. Skorzystac z zad. D].18,
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D1.77. Wskazowka, Skorzysta¢ z zad. D1.34 przyjmujac f(n) = 2"
D1.78. Wskazéwka, Skorzystaé z zadania D1.77.
DI1.79. Wskazdwka, Przy dowodzie indukeyjnym skorzystaé z nie-
rownodei:
2 pe ‘a4 b2
a W {a+b)

e d = c+d

(a, b, ¢, d > 0).

DO DODATKU 11

D2.1. Zatézmy, 2 a = avb, Wtedy mozemy w aAb podstawic avb
zamiast g, nie zmieniajgc wartosei wyrazenia. Mamy wigc ga b — (@avbynb.
Korzystajae z przemiennodei obu dziatai (aksjomaty L2) otrzymujemy
arb =ba(bva). Korzystajuc teraz z I4a otrzymujemy b A (b Va) = h
1 wreszcie aAb = b. Whnioskowanie odwrotne Jest analogiczne,

D2.2. Nulezy udowodni¢, ze relacja << jest Zwrotna, antysymetryczna
t przechodnia. Aby udowodnig Zwrotnosc zauwazmy, ze g < a jesi réwno-
waine temuy, ze ava = a. Ale to Jest aksjomatem L1 b, Zatdézmy teraz,
easbib=a, wiedy

avb =4 | bva = g,

Poniewaz dziatanie v jest przemienne (aksjomat 1.2 b), zatem z drugiej
rownosei ofrzymujemy avd = g ina mocy przechodniofei relacji rownogei
mamy @ = b,

Pozostaje udowodni¢ przechodniodé. Zaldzmy wige, Ze a << b i b <e,
Lo znaczy ave = bi bve = ¢, Rozwazmy teraz Wyrazenie av.e, Na mocy
drugiej z powyZszych réwnosci mamy av ¢ = av(bve). Jednakze dzia-
tanie v jest Igczne (aksjomat L3 b) i stad ave = (avb) Ve, poniewaz
avb = b, zatem

(avb)ve = bve, g stad  (ave) = bve = ¢

D2.3. Istotnie, takim ¢ jest avb.

D2.4. a) Wystarczy udowodni¢, ze jezeli d<aid<bh, to d<anb.
Zgednie z wynikiem zadania D2.1 mamy d<a<dirg = a,d << b
<> dnb = b, stad dafanh) = {drha)nb =dab = d, czyli d < anb.

b) Wskazdwka, Udowodnié, ze jezelj a<dibdb<d to avbh < d.

D2.5. Rozwazmy wyrazenie (@nbd)Aa. Jest ono réwne an{anb) (na
mocy przemiennodei L2 a) (@Aa}ad (na mocy Iacznosei L3 a) i wreszcie
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anb (na mocy idempotentnosci Ll a), a zatem (aab)aa = anb, styd
anb < a. Drugiej i trzeciej nieréwnodci dowodzimy korzystajac z za-
dania D24,
D2.6. Nalery sprawdzic, czy aksjomaty L1-L5 sa speinione. Dla LI
i L2 jest to oczywiste. 1.3 ttumaczy sie na jezyk arylmelyki w sposob
nastepujacy:
NWD[x, NWD(y, z)] = NWD[NWD(x, ), z],

NWW[x, NWW(yp, 2)] = NWW[NWW(x, p), z].
Oba te zdania sy prawdziwe. Poniewaz
XINWW(x, 3)  oraz x|y == [[NWD(x, y) = x)A(NWW(x, y) = i,

zatem i aksjomat L4 jest prawdziwy.

Podobnie dowodzimy prawdziwosci aksjomatu L5,

Uwaga. Moina udowodni¢, ze rozwazana krata jest izemorficzna
ze slabym produktem kartezjanskim przeliczalng ilosei krat (A7, A, V),
gdzie xAy = min(x, y), xVy = max (x, p). Istotnie slaby produkt kar-
tezjariski jest to zbior ciagéw od pewncgo miejsca réwnych stale zero.
Na ciggach wprowadzamy dzialania A i v jak nastepuje:

{‘Vn}ned"l\ {J”n}ne.ﬁ" = {mln L’Yn: .}:n)}ne./l":
{xn}ns-f"v{yn}ne..l" = {mﬁx (xn! yn)}ne.ﬁ"

Poniewaz kazda liczba x moze by¢ jednoznacznie przedstawiona jako
tloczyn x = pi*, pi*, ..., P° gdzie py jest k-ta liczby picrwsza (p, = 2,
p = 3 itd.), zatem przyporzadkowanie x — (xg, Xy, ...) jest jednoznaczne.
Mozna udowodnié, Ze jest to izomorfizm.

D2.7. Wprowadzamy w zbiorze X dzialania min. i max. wzorami:

X, Jesli y < x,
¥, Jesli x <y

ming (x, ) = {J\': ::Z:E ;z;: maxe (¥, y) = {
<X, min_, max_) jest krata, a porzadek wyznaczony przez te dzialania
Jjest identyczny z <.

D2.8. Dowdd przez indukcje ze wzgledu na iloé elementéw w skoriczo-
nym zbiorze X,. Dla zbioréw jednoelementowych twierdzenie jest oczy-
wiste. Niech zatem zbidr X, liczy k+1 elementdw Xo = {xy, o0y Xy, X
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Zhier Xy = {xy, ..., x¢_4) liczy k elementéw i z zalozenia indukcyjnego
ma kres dolny p.

Rozwazmy clement Y ax. Jest on oczywiscie wezesniejszy (w sensie <)
od kazdego z clementow zbioru Xy, jako wezedniejszy od kazdego elementu
zbiore X, i jednoczednic Jest wezeéniejszy od Xi-1. Nalezy wige pokazag,
ze jesli ¢ jest wezednicjsze od wszystkich elementéw zbiorn X, to £ jest
wezesniejsze od y A x,. Istotnie, poniewaz ¢ jost wezesniejsze od wszystkich
elenientow zbioru Ay, a wige tym bardziej od wszystkich clementéw zbioru
X, i wobcce tego od p. Podobnie ¢ jest wezedniejsze od x,. Jest wige ono
wezesnicjsze takze od pa x, {por. zadanie D2.4 a).

D2.9. Sformulowanic to powinno brzmied: Jesli X < L, to ¢ jest kre-
sem géraym X, jesli spetnia ono warunek

ANAeX=p<x)= 1<
z

Kazdy skonczony podzbiér X = L ma kres gorny. Dowdd Jest analo-
giczny jak w zadaniu D2.8.

D2.10. Przyklad. Krata L sklada si¢ z podzbioréw X zbioru A ta-
kich, ze A —X jest zbiorem skofczonym. Dzialania A i v definiujemy
jak nastepuje:

XAY=XnY, Xv¥=XuyY.

Rodzina zlozona ze zbioréw A =0}, A {1}, ..., & — 1K}, ..., (ke)
aezywiscie kresu dolnego (w tej kracie) nie posiada, poniewaz relacjg <
wyznaczong przez dziatania jest tu inkluzja, a zbiér zawarty we wszystkich
spoérod tych zbioréw musi byé pusty.

Oczywidcie zbhidr L nie moze by¢ skonczony, poniewaz kazdy podzbi6r
zbioru skoriczonego jest takse skoriczony, a zgodnie z wynikiem zadania
D28 kazdy skoficzony podzbiér kraty ma kres dolny.

Uwaga 1. W rozwazanej kracie kazdy zbiér ma natomiast kres gorny.

Uwaga 2. Qpisana kenstrukeja powinna nasungc czytelnikowi sposéb
konstrukeji kraty o nastgpujacej whasnosci; Kazda przeliczaloa rodzina
elementéw ma kres dolny, ale istnieja rodziny nie posiadajace kresu dol-
nego.

D211, Wskazdwka, Przeprowadzi¢ dowdd przez indukejy ze wzgledu
na ilos¢ elementéw w sumie X U Y.

D2.12. Dowéd faktu, ze definicja relacji < jest poprawna. Zatézmy,
e A~ Ay, B~ B, A—B jest zbiorem skoniczonym. Wéwcezas A, -8B
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< (4, =4y v{d—=B) w (B~ B). Poniewaz za$ kazdy ze zbioréw po pra-
wej stronie inkluzji jest skoficzony, ich suma takze jest skoriczona i zbidr
znajdujgey sie po lewej stronie takze jest skoficzony, A wige prawdziwoi¢
naszego zdania nie zalezy od wyboru reprezentania z klasy abstrakeji.

Definiujemy teraz [AJA[B] = [A n 1], [A]v[B] = [4 v B]. Nalezy
sprawdzi¢, ze definicje te sy poprawne (fo zpaczy nie zaleZyg od wyboru
reprezentantdw). Reszta juz jest oczywista.

D2.13. Wynika to z tego, Ze aksjomaty sa dualne w tym sensie, Ze za-
slapienie w kazdym z nich znaku A przez v i na odwrdt prowadzi od
aksjomatu do aksjomatu. Zauwazmy. ze poniewaz g samy wlasno$é maja
aksjomaty L5a i L5b, zatem z kraty rozdziclnej otrzymamy krate roz-
dzielng. Krata bedaca wynikiem opisanego postgpowania nazywiuana jest
kratq duaing do kruty €. Zauwazmy jeszcze, Ze (') = £.

D2.34. Cz¢é¢ wspdlna dowelnej rodziny zbiorow domknigtych jest
domknigta (a wige tym bardziej rodziny dwuelementowej). Suma dwdch
zbioréw domknigtych jest domknigta. Rozdziclno$é wynika z prawa roz-
drzielnoset dla dziatan i w.

D2.15. Zatozmy, ze krata £ jest rozdziclna oraz, ze a <C . Wiedy
ave = ¢, zasSav{bac) = (avb)a(ave) = (avb) rc.

D2.16. Latwo sprawdzié, ze jeéli krata € posiada podkratg postaci epi-
sanej rysunkiem 45, to nie jest modularna. Odwrotnie, jesli krata € nie jest
modularna, to istnieja elementy a, b, ¢ takic, z¢ a << ¢, ale avibne) #
#avbyne. Weimy teraz bv e jako d, zas bac jako e. Nalezy sprawdzid,
ie pic¢ opisanych elementéw tworzy podkrate kraty © zgydane) postaci.

g
/N
/

by

\/L

Rys. 45

D2.17. Przykiad kraty rozdziclnei: <#(X), (), U), gdzie X jest dowol-
nym zbiorem.

Przyklad kraly nierozdzielnej: krata nie modularna jest tym bardziej
nierozdzielna. Rozwazyé krate piecioelementowa z zadania D2.16.

Udowodniliémy w ten sposob, ze zaréwno aksjomat L5 jak i jego
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negacja sg niesprzeczne z aksjomatami L1-L4. Aksjomat L5 jest wiec
od nich niezalezny.

D2.18. a) Poréwnaé zadanie D2.16 b. Rozwazmy rodzing wszystkich
podprzestrzeni liniowych przestrzeni Hilberta, Definiujemy dziajania jak
nastepuje: AAB =ANDB, AVE Jest to majmnicjsza przestrzed liniowa
zawierajaca 4 i B. Jest to krata modularna, ale nicrozdzielna, Zauwazyc,
ze udowodnilismy w ten sposdb niezalcznosc aksjomatu L5 od aksjoma-
tow L1-14, L4 .

D2.19. Wskazéwka. Dzialania A i v sq zwyklyimi dzialaniami mno-
goscrowymi M i w,

D2.20. Dzialanic A definiujemy jako czesé wspolng. Poniewaz udo-
wodnilidmy uprzednio, ze czgsé wspolna dwoch relacji réwnowaznodci
Jest relacja réwnowazno$ci (zadanie 4.125), definicja ta jest poprawna.
Natomiast Rv.S definiujemy jako czg§¢ wspdlna wszystkich relacii réowno-
waznosdci, zawierajacych R oraz S, Spelnienie aksjomatéw LI i L2 jest oCzy-
wiste, L3 [ L4 mniej oczywiste, ale tez latwe. Zauwaimy, z¢ R = Rv S po-
cigga za sobg RU S < R, czyli tym bardziej S <= R.

Odwrotnie S = R pocigga za sobg S U R =R, a wtedy R jest naj-
municjszy relaciy réwnowaznosei zawierajgcg zaréwae R jak i S, czyli 8= R,

D2.21. a) Rozwazmy wyrazenie ava. Zgodnie z aksjomatem L1 a
mamy aVa = av(aaa). Ostatnie wyrazenic zgodnic z aksjomatem L4 b
jest towne a.

b) Wystarczy udowodnié, ze L1 b jest zalezne od L2, L3 i L4. Istolnie
a = avianb) (na mocy L4b), za§ ana = an(avian b). Ostatnie wyra-
Zenie jest szezegdlnym przypadkiem 1.4 a — jesli zamiast b wstawimy
anbh, stad anag = a,

¢) Abyudowodnié L5 b rozwazmy wyrazenie a v (b A ¢). Na mocy aksjo-
matu L4b mamy @ = av(aae), a stad

avibac) = [aviaanc)]v(bae), czyli  av[lanc)v(bac)]
na mocy L3 b. Stosujyc teraz L5a, mamy
avleafavb)] i [aniavd)lviea({avd)],
czyli (jeszeze raz L5 a) (ave)alavb), skad na mocy przemiennosci otrzy-
mujemy ostatecznie (avb)A(ave).

D2.22. a) Kres dolny jest najwickszym elementem mnicjszym od
wszystkich elementéw x. W szezegolnodei jest mniejszy od dowolnego
xe X,
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b) Analogicznie.

¢) Z zatozemia X # O. Nicch wige x e X. Mamy [} X < & (na mocy 1,
x = | )X na mocy b), stad na mocy przechodniosei (M X < U X.

D2.23, Wskazowka. Jesli xe X, to x<avx <) {avx: xe X},
a stad (ze wzglgdu aa dowolnodé x) mamy {J X < [J{avx:xedX}.

D2.25. a) Zauwazmy, ze [ ) a, << g, v b, (dla kazdego teT). Stad tez

teT

(M@ jest wezesniejszy od &, (dla kazdego ¢ € T), a wige i od ich kresu
dulnego.

b} Analogicznie.

D2.26. a) Nalezy udowodnié, ze:

1° J vy <(U av U &)
teT tel teT
araz
22U av U b < U (@avh).

teT teT teT

19 Poniewaz dla kazdego t mamy a, < (J a,i b, < (] b, zatem dla
reT teT

kazdego ¢
avh < U av U b

teT te T

Jednakze z ostatniej nierdwnodct wynika, ze kres gormy (| {a, v, jest
reT

tez wezedniejszy od ) a,v | b,
teT teT

2% Poniewaz dla kazdego ¢ mamy g, < a,vb,, 2 wiec dla kazdego ¢

a < U (avby),
teT

stad
U (avb)

el
jest poiniejszy od «, dla kazdego 7 i wobec lego

U a = U (a:vb).

tel teT

Podobnic |} &, < | (g, vhy), a stad i suma | qv |J b, jest wezes-

teT te? teT tsT
nigjsza aod ) (a.v5,).
reT

by Analogicznie.
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¢) Poniewaz dla kazdego ¢ mamy a, < a,vb, oraz b, < avh,, wiec
Korzystajac z zadania D2.253 otrzymujemy
MNa< M (a,v &), M &< M (a,vb)
reT reT teT teT
i wreszeie

M av M b N (@, v by).

teT teT te T
D2.27. Krata (2(X), n, U jest zupelna. Krata niezupelna — patrz
zadanie D2.10. Zupehosé krat skoﬁczonych—poréwna_i zadanie D2.8,
D2.28. b) Zalozmy, ze istnieja dwa elementy a, i q, spetniajyce wa-
runki:

/\ (@Vx=ga), Ngvx-= a).

Poniewaz dzialanie v jest przemienne, mamy A (v x = ap),
x
Axva, = a;). Podstawiajge w pierwszym wypadku a4 za x, a w dru-
g:'m 2y otrzymujemy réwnosei:
GyVa, =dy, @Va =a, astad ay = q,.

c) Poréwnaé zadanie D2.6.

d) Rozwazyé kratg dualng do przykladu znalezionego w punkcie ¢,
) Tak, jezeli zbidr L jest Jednoeiementowy.

D2.29. b) Zatozmy, ze a jest Jednoscia w £, to znaczy A (xva =a).

Zgodnie z definicjy A (xvAa = @), a wigc a jest zerem w £,

f) Krata dualna do modularnej jest modularna. Jeil; bowicm krata
duglna % mialaby jako podkrate kratg pigcioelementows, opisang w za-
daniu D2.16, to krata % miataby jako podkrate krate dualng do kraty pic-
cioclementowsj w zadania D2.16. Jednakze krata duaina do kraty piccio-
elementowej z zadania D2.16 jest z nig izomorficzna.

D2.31. Zalézmy 11 i 12. Wiedy implikacja w jedng strong w It1d jest
po prostu zdaniem I1, za§ implikacja w drugy strong wynika z faktu, ze

assavb 1 b<avh,

Zatézmy 114, Ponjewas (p=q)=(p=q) jest tautologia, zatem
114 wynika I1. Poniewaz b<a jest réwnowaine dvag — d, 4 TOWRO-
czesnie a € I, zatem bvael i stad be I,
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D2.32. b) Poniewaz ideal jest zawsze niepusty, wigc jesli xe/, to 0
jako element wezesnicjszy od x tez nalery do 7,
¢) Jest to wniosek z a i b,

D2.23. Jedli xe(@) iye(a), o x<aiy<a azatem xvy < a, czyli
xVye(a).

Jesi x<yiye(a,tox <y<aistd x < g, czyli x e (a).

D2.34. Jedli w kracie jest zero, to na mocy D2.32 ¢ {0} jest czgeig
wspolng wszystkich idealow w &, a wige czeé¢ wspdlna jest niepusta,

Odwrotnie jesli czesé wspdlna wszystkich idealdw jest niepusta, to
Jest ona jednopunktowa, bo jesli 7' jest g czgscig wspolng, xe7, yeT,
x < yix # y, to poniewaz (x) jest idealem, wige 7' < (x), a wigc y e (x),
czyli y < x i wraz z nierdwnodcia ¥ < y mamy x = p. A zatem wiemy, Ze
czeS¢ wspolna jest jednoeclementowa

Niech u bgdzie jedynym elementem zbioru 7. Na Imocy rozumowania
przeprowadzonego powyzcj jesli » <x, to p = x. Rozwazmy dowolne
zelL takie, Ze zAXx < x, a zatem zAX = x. Ze wzgledu na dowolnoéé z
element x musi byé zerem.

D2.35. Porownaé zadanie D2.30. Pamictaé stale o rozréznienin A jako
koniunkeji i A jako dzialania w kracie.

D2.36-38. Porbéwnaj D2.31-D2.34.

D2.39. Przykladowo udowodniimy, Ze kazdy filtr w kracie skonczonej
jest glowny.

Poniewaz filtr ' sam jest zbiorem skoriczonym, ma wice on swoj kres
dolny tp. Udowodnimy, Ze F = [17]. Latwo widzieé, ze F < [1£].

Aby udowodni¢ inkluzje w druga strone, nalczy pokazaé, ze kazdy
filtr jest zamknicty ze wzgledu na branie przecigé skonczonych podrodzin,
co fatwo udowodni¢ dokladnie tak samo, jak w zadaniu D2.8.

Uwaga. Zauwaimy, Ze jeSli xeF, to [x] < F.

D2.40. Przyklad. Rozwazmy zbior liczb wymiernych #° oraz dziala-
nia kratowe wyznaczone w nim przez naturalny porzadek <. Rozwaimy
{x 1 x < \/2}. Zbiér ten jest idealem, ale ponicwaz nie istnieje najwicksza
liczba wymierna mniejsza od \/i, zatem ideat ten nie jest glowny.

D2.41. Zauwazyé, ze 0 = (L, | = (JL. Zastosowaéd nastepnie za-
danie D2.27.

D2.42, Zauwazy¢, ze jesli x i y sa nieporéwnywalne w sensie relagji <,
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to {x, y} nic jest podkraty kraty L (dzialania v j A wyprowadzaja nas
ze zbioru).

D2.43, Zaldéimy, e anby =0, avh, = |, anb; =0, avh =1,
Wtedy (anby)vb, — Ovd, =5, czyli (@vb)a(b,vb) = by, skad
VA(byviy) = byvi, = by, a wige by < by. Analogicznie udowodnimy
by < by, a zatem by = b,.

D2.44. Jest to w istocie ten sam dowéd co w zadaniu D2.43,

D2.45. av{~a) = 1, an(~a) =0, (~ag)v(~ ~a) =1, (~a)ja
A~ ~a) = 0. Teraz wystarczy skorzystaé z przemiennosei dzialag,

D2.46. Udowodnimy pierwsza rownosé. W oparciu o zadanie D2.44
wystarczy udowodnié, ze

P (pagvi~py~g) =1, 20 (PAQDA(~pv~g) = 0.

(PADV(~pVr~g) = [pV(~pV el Algv(mpy~g]) =
= [(pV~p)v~glnligv~g)v~p] =
=[lv~gla[lv~p] = 1Al = 1.
2Z(pA@A(~pVv~g) = [(prg)n~plvi(prg)n~g] =
= llpA~p)ngIviiga~g)np) =
= [0Ag]v[0Ap] = OvO = 0.

D247, ~'x = ~x, (F = I, 1" = 0. Ideal bedzie teraz filtrem. Filtr
stanie sig idealen.

D2.48. Uwaga. Choé dowdd Jest banalny nalezy zwrdcié nag uwage,
bo rozwazana algebra ma wielka wage w zastosowaniach.

D2.49. Dowéd tego faktu nie Jjest banalny. Pokazemy kroki dowodu,
Lo znaczy fakty, jakie musza byé po kolei udowadnione;

a) Jesli P= 0, to X-CIQ = X-ClIP,

b) Jedli = Int P, to P < Int ClP.

¢) X—~ClP = X—~ClIntClP.
d) Int CL{P U Q) = Int Cl £ ~ Int Cl Q.
D2.50. Skorzystaé z zadania D2.49 b.

D2.51. Zatéimy, 7e @ = U a. Wtedy dla kazdego t € T mamy q, < q
teT
a wige ~a < ~q, (na mocy zadania D2.45 drugi punkt),
Zaldzmy teraz g < ~a, (dla kazdego teT). Wiedy ~g > ~~aq,,
a Wit ~q = ¢, (dla kazdego ). Stad ~qgz= ) a,cyli~g>aa wigc
teT
Mg S ~val g ~a, Stad ~g Jest kresem dolnym {—a,: 1¢ 77.
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D2.52. Aby udowodni¢ réwnowaznoéé nalezy wykazaé dwie impli-
kacje. '

a) Zalozmy avbeF=aefvheF, Poniewaz |efF (por. zadanic
D237b), i av~aeF, wicc aeF lub ~ageF.

b) Zalozmy a e Fv~aeF (dla kazdego a), zalézmy ponadto avbeF,
Gdybya¢ Fibé¢F, to~acFi~b € F, czyli ~an~b e F, a wige (na mocy
praw de Morgana) ~(avb)eF, a wigc (avbyn~(avh)yeF, skad 0€eF,
a lakze acF i beF.

D2.53. Dowodzbny twierdzenia odwrotnego: Zalozmy, ze filtr F jest
maksymalny, tzn. jesli F < G jest filttem, to F = GVG = A, Nalezy
udowodnié, ze F jest filtrem pierwszym, tzn. Ze dia kazdego ae 4, ae Fv
V~ael. Przypus¢my przeciwnie, to znaczy a¢ F i ~u ¢ F. Rozwaimy

G={x: V yaa=<x}.
yer
Oczywiscic G jest filtrem. Przy tym F = G i waelG, skad F# Giael.
Zalem £ % (i na mocy maksymalnoéei filtru F mamy G = a, czyli ~a £ G.
A wige istnieje y € F takie, 7e yaa < —a. To oczywiscie daje (yAa)na <
< ~ana, czyll yaa <0, Jedli tak o otzywiscie y << ~a, ale poniewaz
yeF, wiec ~geF | otrzymalismy sprzecznose.

D2.54. W dowodzie korzystamy z iematu Kuratowskiego-Zorna.
Wystarczy udowodni¢, ze suma lancucha filtréw wlasciwych jest filtrem
whasciwym.

Istotnie, niech W bedzie sumag laficucha {Feteer filtrow wilasciwych.
Jesli a, b e W, to istnieje ¢ takie, ze a eF,1beF, co jest rownowazne (na
mocy F13) temu, e anbeF,, a wicc anbe W.

Wykazalismy wige, #e zaloZenia lematu Kuratowskiego-Zorna sg spel-
nione; mamy wige clement maksymalny. Jest to zadany filtr.

D2.55. Wskaz6owka. Jest to drobna modyfikacja dowodu z zada-
nia D2.54. Zamiast rodziny wszystkich filtréw rozwazamy jedynie filtry
nie zawierajgce ¢. Udowadniamy, ze rozwazany zbidr W nie zawiera a.

D2.56. Udowodnimy, ze f-1«{l,} jest filrem. Zaldzmy, 7e a, be
€ /71 {1}, wiedy f(@) = f(h) = 1,, a poniewaZ f(a n b) = fla) A f(b), wiec
flanbd) = 1,.

Zaldimy anbef~1x{1,}. Wtedy Slanb) = 1, czyli flaya f(b) = 1.
Ale xAy = 1 pociaga za sobg x = Lay =1, a wige f(a) = 1,, f(b) = 1,
czyli aef~1+ {1}, bef1«{1,}.

D2.57. Dowodzimy twierdzenia odwrotnego. Zalézmy, e h:a—2
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jest homomorfizmem Boole's. Rozwaimy AL« {1}, Na mocy zadania
D2.56 jest to ideat. Nalezy wige udowodnic, ze dla dowolnego xe 4,
xelr {1} lub ~xei1 w{[},

Przypu$émy przeciwne, wiedy xe 'l « {0} i ~xehlx {0}, ale wtedy

(1) = h(xve~x) = hx)Vh(~x) = 0v0 = 0.

Jednakze A(1) # 0, bo A Jjest homomorfizmem Boole'a.

D2.58. Rozwazyé {0,, 1,}.

D2.59. Jest rzecza oczywista, ze warunek Jest wystarczajacy, ponicwaz
wartosciowanie formuly Jest wistocie wartosciowaniem w algebr¢ Boole'a
2 = {0, 1}.

Dowdéd koniecznodc. Gdyby tak nie bylo, to bylaby algebra Boole’a a,
1 wartoéciowanie p takie, ze przy tym wartosciowaniu wartoéé zdania @
bytaby réwna a dia pewnego a # 1. Korzystajae z zadania 1D2.55 mamy
filtr maksymalny F w algebrze a taki, 7e 4 ¢ F. Na mocy zadania D2,57
istnieje homomorfizm algebry a w 2 taki, ze A(a) = 0. To pozwala nam
skonstruowaé wartosciowanie v; wyrazenia ¢ w algebre Z takie, ze by = 0.

D2.60. Zauwazyé, ze warunek I1% jest dualny do Fi3.

D2.61. Zwrotnosé i symetria sa banalne. Przechodnioéé wynika z wic-
lokrotnego zastosowania rozdzielnosci. W zbiorze {[x]: xe A} definiujemy
dzialania wzorami:

[aln,[b] = [anbl, [a]v,[b] = [avd], ~fa] = [—~aq].
Latwo sprawdzié, ze definicje nie zaleZa od wyboru reprezentantow,

D2.62. Dowéd jest dokladnym naéladownictwem przerabianego w al-

gebrze tzw, pierwszego twierdzenia o izomorfizmije,

D2.63. Uwaga, Zauwazyé, ze jest to szezegblny przypadek zadania
D2.64, gdzie T = {1,2} z lym, Ze zamiast algebry a, bierzemy algebre
dualng do a,.

D2.64. Uwaga. Z zadania mozna dodatkowo wyprowadzi¢ wnioski-

lloczyn uogdlniony krat jest kratg.

Jezeli wszysikie czynniki s3 modularne, to i iloczyn jest modularny, po-
dobnie z rozdzielnoscig. (Latwo zreszty widzied, ze i na odwrét).

D2.65. W rozwazanej algebrze atomami sa zbiory jednoelementowe
{t} dla re X, Jegli wige Ue P(X)i U # 0, to dla dowolnego ¢ e U zacho-
dzi {1} = U. Jedli natomiast zbior X Jest pusty, to twierdzenje Jjest oczy-
wiste,
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D2.66. Mozna to udowodni¢ wprost, ale nastepujacy dowdd nie-
efektywny jest krotki: niech 0 # x € 4, rozwazmy [x] filtr gléwny wyzna-
czony przez x. Rozwazmy dowolny filtr G maksymalny wiadciwy zawiera-
Jjacy [x] jako podzbiér (patrz zadanie D2.54). Na mocy zadania D2.39
filtr & jest gléwny. Niech G = [r], latwo widzicé, ze ¢ jest atomem i £ < x.

D2.67. Oczywiécic h zachowuje dzialanie. Aby udowodnié izomorfizm
wystarczy pokazac roznowarlosciowosé.

Niech a3 b Mozna zatozyé, ze aan~b# 0, a zatem Ze jest atom
t<an~b. Ale wtedy t e h{a) i 1 ¢ h(b).

Zauwazy¢, ze zupelnoél interweniuje w dowodzie, ze /i jest odwzoro-
waniem ,na“ Stad tcz moiemy wywnioskowal nastgpujace twierdzenie:
Kazda atomowa algebra Boole'a a jest izomorficzna z podalgebra algebry
{(PAr), N, v, —, O, AtD, gdzie At jest zbiorem atomow algebry a.

D2.68. Poniewaz algebra a jest skonczona, wige jest zupetna i ate-
mowd; a zatem izomorficzna z cialem wszystkich podzbioréw swego zbiorn
atomow,

D2.69. Zaldézmy, e a jest atomem, i x¢ [a], to znaczy xnaa = 0,
wiedy ~xAa nie moze byé réwne 0, bo mielibysmy

(xaa)vi{~xaa) =a=0.

A wige ~xAa =0, czyli a < ~x.

D2.71. a) Zalézmy, ze F e X,,,, skad anbeF na mocy F1} mamy
aeFibeF, czyli FeX, i FeX,, a wigc X,,, = X, X,

Zalozmy FeX,n X,. Wtedy aeF i beF, czyli anbeF, a wige
FeXpi X, 00 X, < X, ps

b) Fe X, U X, jest rownowaine Fe X,vFe X,, czyli ae F lub beF,
skad avbeF, czyli Fe Xays

Jesli FeX, s to avbel, ale F jest filtrem pierwszym; stad aeF
lub beF, czyli Fe X,vFeX,, a wiecc Fe X, u X,.

¢) Jesli Fe X—X,, to F¢ X,, czyli a¢ F, to za§ na mocy zalozenia,
ze filtr F jest pierwszy, zapewnia nam, ze ~aekF, czyli Fe X, Jesli
FeX_ . 1o ~aeF. Poniewaz filir jest whadciwy, wiec a ¢ F, czyli F¢ X,.

D2.72. Zauwazy¢, ze zbiory X, s3 otwarto domknigte. Jeéli @i b sa
rézue, to jeSli an~b+# 0, to istnieje ideat picrwszy zawierajacy a i nie
zawierajacy b.

D2.73. Jest to konsekwencja konstrukcji opisanej w zadaniach D2.71
i D2.72. Twierdzenie to nazywa si¢ twierdzeniem Stone’a:
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D2.74. Istotnie, jesli a Jest atomem, to nie ma x # 0, x# g ta-
kiego, z¢ 0 < x < 0.

D2.75. Oczywiicie a~b = p-gq, Dowdd hgeznosei dodawania i roz-
dzielnosei mnozenia wzgledem dodawania takze nje jest trudny. Odejmo-
waniem jest tu to samo dzialanie co dodawanie. Istotnie,

G+a =a+a®> = a?+a? a2 4 4% — (@-+a)+(a4a),
stad
at+a=0.

D2.76. Dia przykladu sprawdzimy rozdzielnosd muozenia wzgledem
dodawania:
a-‘(b+'c)=a- (b+c—2bc) = a- b+a- c—2abe - a2-b+a-e—2a%c =
=a-b+a-c—2ab)- (ac) = (a b) = (a-‘¢).
D2.77. Sprawdimy, ze an(avb) = a;
anfavb) =g (@a+bi-ab) = a®fab+4-a — a+ab+ab = a,

bo ab+ab = 0.
D2.78. Dowodzimy przez indukcjp ze wzgledu na stopien kompli-
kacji:

a) Zmienne, 0, ! sq wielomianami normalnymi.

b) Zaldzmy, ze dla wiclomianéw f i g potrafimy znalezé wielomiany
normalne f, i g, odpowiednio réwne.

Dla wielomianu f Vg jest to wielomian firg,. Dla wiclomianu fag
powstaje on z f, A g, pizez wiclokrotne stosowanie rozdzielnosci. Podobnie
dla ~f: tu stosujemy najpierw prawa de Morgana, a potem rozdziel-
nosé,

D2.79. Relacja ®~v, kiéra zachodzi jezeli P<>w jest tautologia,
jest relacja réwnowaznodci. Jej klasy abstrakcji tworzg algebre Boole'a.
Zadanie 1.80 jest szczegolnym przypadkiem zadania D2.78 dla tej algebry
Boole'a.

D2.80. Oczywiscie 0, | sa elementami booleowskimi, Jesli ¢ i b 53 ele-
mentami  booleowskimi, to (@nb)v(~av~b) = I, za$ (and)a
Al~av ~p) =0, (Pordwnaj zadania D2.43, D2.46).

Analogicznie dowodzimy, ze avh jest elementem booleowskim, Jesli
a jest booleowskie, to ~g tez, bo ~~g = g,
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D281, Jeslit = {xp .o xm) i X 2 ... 2 xp, za$  jest vzupelnicniem f,

U= RV = . 250V = L% nn=_. =X, Ny, =
=0, a zatem y = —x;,..,), = —x,, ale wiedy y; <y ... <y,
Poniewaz réownoczelnic yy = .. =y,, to y = ... = P 10 = =,

Teraz juz wida¢, ze odwzorowanie x ~» {x, ..., x> jest izomorfizmem @
i zbioru elementow booleowskich w P,

D2.82. Nie, nie musi bowiem zawieraé 0 bgdZ 1. Na przyklad niech
a = {PAN), n,wu, —, O, 4. Nicch & = {P(Par), n, U), wtedy & jest
podkraty kraty {(2(A"), n, L), ale (P(Par), n, U, —, O, Par} nie jest
podkraty Boole’a algebry a.
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SPIS WAZNIEJSZYCH SYMBOLI I OZNACZEN

A -— zbiér liczb naturalnych

Par — zbidr liczb naturalnych parzystych

NPar — zbidr liczb naturaloych nieparzystych

Z — zbiér liczb catkowitych

W — zbiér liczb wymicrnycl:

¥+ — 2bidr liczb wymiernych nieujemnych

2 — zbior liczb rzeczywistych

Zt — zbibr liczb rzeczywistych nieujemnych

¢ — 2bidr liczb zespolonych

A [x] — zbibr wielomianéw zmienncj x o wspblczynnikach naturalnych

€[x] — zbior wielomianéw zmiennej x o wspblczynnikach calkowitych

¥ [x] — zbibr wiclomiandéw zmienngj x ¢ wspblczynnikach wymiernych

Zx] — zbidr wiclomiandw zmiennej x o wspblczynnikach rzeczywistych

Zylx] — zbidr wielomianéw zmienngj x o wspdlezynnikach rzeczywistych slopnia co
najwyzej n

Foolx] — zbior funkeji zmienne} rzeczywistej posiadajacych pochodne dowolnie wyso-
kich rzeddw

Zy — pierdcient reszt modulo k

{a, b) — odcinek obustronnie otwarty o kofcach a i &

{a, b) — odcinek lewostronnic domkniety o koncach a i b

(¢, b) -— odcinek prawostronnie domknigty o kodcach a i &

alb  — relacja podzielnodei (g dzieli b)

NWD — najwiekszy wspolny dzielnik
NWW — najmniejsza wspolna wielokrotno$é

Imx — ezgéé urojona x

Rex — czgéd rzeczywista x

Elx] — czeéé calkowita liczby x

~ 8 {...} 16
v 8 { i uf 16
A § 0,9 17
= 8 AcB 17
= 8 Av B 18
By, By 8 ANBEH 18



fiX—=7¥Y
i-1
fiX—u ¥y
1 X —>7
na
frx
ey

26

26

26

34
37
37
37

B

49
49
49
49
49
5l
50
50
50

feeg, fe
f_l

{Af}l T

1T

nm=<n
24

TR{X, 5
7

2

[53)]

w‘

o*

Or{x)
X, R

x-+f
x-f
&< f
af

Wy

m+h
m-n
mn»

lim @,
fca

50
51
62
62

62

62

67
67
67
67
67

82
83
83
83
83
83
84
95
95
95
96
96
97
o8
98
98
98
98
59



4

S

101
01
101
101
102
104
104
104

107
109
110
110

111

12

111
113

a*
boa
b<a

11 air

iel

Fl x

K*

EC, EC,
D(ay

() f(x, %, ooy ) = 0
(%), Ifx, »)
Iy It

O(x)

anh

avh

2

At

114
115
116

117

118
119
119
122
125
126
129
130
139
139

144
148



SKOROWIDZ WAZNIEJSZYCH TERMINOW

Aksjomat liczby mierzalnej 240
aksjomatyka Peano 110

— rachunku kwantyfikatorow 35
alef 98

algebra 111

— Boole'a 144

— — atomowa 147

— — gesta 148

— — zupelna 145

alternatywa 8

antylaticuch 75

antynomia 26

antysymetria 74

atom 147

automoerfizm 123

Bernsteina-Cantora twierdzenie 68
Boole’a algebra 144

— homomorfizm 146

— piericiery 148

— zbiér wielomiandw 149
boolowski element 149

brzeg zbioru 24

Cantora-Bernsteina twierdzenie 68
Cantora twierdzenie 212

cigg 99

ciag zdan rosmacy 122

Claviusa prawo 9

Dedekinda liczba 212
definiowanie prrez indukgje 126
diagram relacji 47

dlugoidé formuly 14

domknigcic zbioru 23
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dopetnienie zbioru 19
dowédd 102

drzewo 89
Dunsa-Scotusa prawo 9
dyzjunkcja 8

dziedzina funkcji 49

— relacji 37

Element boolowski 149

— maksymalny 75

— minimalay 75

— najmnicjszy 75

— mnajwiekszy 75

clementarne rozszerzenic systemu 116
elementarny podsystem 116

elementy nieporéwnywalite 75

—— poréwnywalne 75

Falsz 7

filtr 143

— gléwny 143

filtr maksymalny 145

— pierwszy 145

— wihasciwy 145

formuta 101

— atomowa 35

— egzystencjalna 115

— elementarna 35

— otwarta 115

— prawdziwa 115

— uniwersalng 115

— W dyzjunkcyjnej postaci normalnej 36
~— w koniunkcyjnej postaci normalnej 36
Fraenkela-Zormelo teoria mnogosci 109
Frayne’go twierdzenie 120

funkcja 49



funkeja ciagla na zbiorze liczb porzadko-
wych 99

— czgiciowo rekurencyjna 126

— elekiywna 125

— n zmieanych 51

— obliczalna 126

— odwrotna 51

— pary 203

— pierwotnie rekurencyjna 126

—- rekurencyjna 126

— réznowarlodciowa 50

— uniwersalna 130

— zdaniowa 25

— — flalszywa 28

— — prawdziwa 27

— — speinialna 29

funktor jednoczesnego zaprzeczenia 8

— Sheffera 8§

— zdaniotwérczy 5

Gadla twierdzenic o pelnodei 119

Hipoteza continuum (uogdlniona) 100
homomorfizm Boole’a 146

Ideal 143

-— glowny 143

— maksymalny 145

— pierwszy 145

— wilasciwy 145

iloczyn kartezjanski 22
— liczb kardynalnych 98
— — porzadkowych 97
— wzgledny relacji 41
— zbioréw 18
implikacja 8
indeksowana rodzina zbioréw 62
inkluzja 17

interpretacja jezyka 107
iteracfa 125

izomorfizm 117, 146

— algebr Boole’a 145

Jednoéé_ kraty 142
jezyk 101
—- interpretowalny 107

Kancniczny rozklad funkcji 89
klasa abstrakeji 44

— elementarna 119

— uniwersalpa 121

koniunkecja 8

krata 139

— zupelna 142

kres delny zbioru 140

— gorny zhioru 140

kryterium zupetnosci Losia-Vaughta 122
Kuratowskiego-Zorna lemat 76
kwantyfikator duzy (ogblny) 26
— maly (egzystencjalny) 26

— ograniczony 26

Lemat Kuratowskiego-Zorna 76

— Sierpinskiego 102

liczba Dedekinda 212

— kardynalna 67

~— porzadkowa 83, 95

— — pgraniczna 98

— — poczatkowa 98

logika 102

Léwenheima-Skolema-Tarskicgo twierdze-
nie 121

fancuch 5

tosia-Vaughta kryterium zupetnodel 122
Losia twicrdzenie 117

Lukasiewicza symbolika 14

Minimum ograniczone 125
moc zbioru 67

— liczby porzadkowej 95
model 119

— pierwszy 123

modus ponens 15

de Morgana prawo 9, 33
mozliwa definicja stalej 105

Nastepnik 81
negacja 8
nieistotna rozszerzalnodc 105

Ohbcigeie relacji 38
obraz zbioru 50

269



odeinek poczatkowy 84 rekursia prosfa 126

odwrolnosé lewa 52 relacja 36
— prawa 52 — antysymetryczna 37, 74
odwzorowanic 49 — czedciowo porzadkujaca 39, 74
—- ,,nz" 50 — dobrze porzadkujaca 74
— rdinowartosciowe 50 — identycznodei 38
— Wzajemnie Jjednoznaczne 51 — liniowo Porzadkujaca 74
ograniczenic zbioru dolpe 75 — n-czlonowa 37
— ~— gbrne 75 — pierwolnie rekurencyjna 126
operacia minimum [25 — Przechodnia 38, 74
— — efektywnego 125 — Przeciwsymetrycena 38
— —- ograniczonego 125 — Przeciwzwrotna 38
— rekurencyjna 126
Para uporzadkowana 22 = £ réwnowaznodei 39
Peano aksjomatyvka 110 — slabo anlysymetryczna 38
pewnik wyboru 68 — spéjna 38, 74
Pierce’a prawo 9 — symetryczna 38
piericien Boole’a 148 — zwrolna 37, 74
podsystem 115 rodzina zbioréw indeksowana 62
~ tlementainy 116 rezszerzenie nieistotne 105
podzbiér 17 — relacji 40
— Bgsty 84 ~— systemuy 115
~— whadciwy 17 réwnowaznodé §
podzial zbioru 43 rdznica symelryezna 21
pele relacji 37 — zbiorGw 19
Poprzednik 81
postaé nonmalna 12 Schemat czyste iteracji 126
prawa de Morgana 9, 33 Sheflera funktor 8
prawda 7 Sierpjﬁskicg,o lemat 102
prawo Clavigsa 9 skladowa zbioru 272
~— Dunsa-Scotusa 9 Skolema-Lijwcnhcima-T arskiego twierdze-
—- Pierce’a 9 nie 121
— podwdjnego przeczenia 9 staby produk: kartezjariski 251
— sprzecznodei 9 spojnik zdaniowy 7
— sylogizmu warunkowego 9 struktura 139
~— transpozycji 9 Suma liczb kardynalnyeh 98
— wylaczonego Srodka 9 — liczb porzadkowyclh o7
produkt Kartezjanski uogblniony 62 — Zbiorbw 18
przeciwdziedzina funkeji 50 — = uogdlniona 61
— relecji 37 SUPRIrpozygja przeksztalkeenia 50
Przeciwobraz zbioru 50 symbole funkeyjne 16
przeksztalcenic 49 — Predykatywne 101
przestrzen 18 symbolika Eukasiewicza 14
system formalny 102
Regula odrywania 15 — niesprzeczny 102
— wnioskowania 15 — relacyjny 111
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systenv zupelny 102
systemy elementarme rownowazne 116
— podobne 119

Slad ultrafiltre 118

Tautologia 7

— rachunku kwantyfikatorow 27

— — zdan 7

teoria 102

— mnogodcl Zenmelo-Fraenkela 109
— modelowo zupelna 123

terim 101

trojka uporzgdkowana 22
twierdzenie Cuntora 212

— Canlora-Bernsteina 68

— Frayne'go 120

Gdédla o pelnosei 119

Yosia 117

— Skolema-Lowenheima-Tarskiego 121
— Zermelo 99

typ porzadkowy 83

— rclacyiny 82

[

Ulirafiltr 118, 145

— gloway 118, 145

uogéiniony produkt karlezjanski 62
uporzgdkowana para 22

— trdjka 22

Vaughta-Fosia kryterium zupelnodei [22

Wartosciowanie 7

wielomian Boole'a 149

— — normaloy 149

wlaciwy odcinek peczatkowy zbioru 67
wngtrze zbioru 23

wykres funkeji zdaniowej 25

— systemu 122

Zakres zmienno$ci 25
zamknicty uklad twierdzen 13
zasada ekstensjonalaodci 16
— indukcji porzadkowej 131

zasada indukeji vogodlnionej 131
— maksimum 131

— minimum 131

zbiory podobne 82

— rdwneliczne 77

— uporzadkowane podobne 82
zbior aksjomalow 102

—- argumentow 49

-— czesciowda uporzadkowany 75
— dobrze uporzadkowany 75

-— dualny 76

— formutl 101

— funkgji czgsciowo rekurencyjnych 126
— — pierwetnie rekurencyjnych 126
— — rekurencyjnych 126

zbidr liniowo uporzadkowany 75
— nieskoiiczony w-sensie Dedekinda 212
-— obliczainy 126

— pierwolinie rekurencyiny 126
— potggowy 24

— przeliczalny 67

— pusty 17

— regularny 145

— rekurencyjnie przeliczalny 126
— rekurencyjny 126

— skonczony 67

— uvporzadkowany 74

— — czefciowo T4

— — liniowo 74

— wartosci funkeji 49

— zdan kategorvczny 121

— — zupeloy 102

zdanie 26

— niesprzeczne 114

— niczalezne 114

Zermelo twierdzenie 99
Zermelo-Fraenkela teoria mnogosci 109
zero kraty 142

ztozenie przeksztatced 50
zmienna predykatywna 26, 101
— wolna 26

— zZwigzana 26

zupelnoéé modelowa .

zupelny zbior zdan 102
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