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Przez cale wieki logika nalezala do dyscyplin, ktoryeh nauczanie
pozostawalo tylko nieznacznie W lyle w stosunku do aktualnego
stanu badari. Jeszcze pol wieku temu pcrspektywy otwierajace si~
przed logika (i cala nauka) w zwiazku ze skonstruowaniern przez
lana Lukasiewieza logik wielowartosciowych bywaly przedmiotem
rozrnow towarzyskich w kregach intelektualistow. Dzis natomiast
przecietny student nic zgota nie wie 0 logikach wielowartosciowych,
intuicjonizmie ezy rachunkach modalnyeh Lewisa - osiagnieciach
logiki sprzed lat z gor~ piecdziesieciu. Z kazdym rokiem poglebia
si~ rozziew miedzy aktualnym stanern badan a przecietnym pozio
mern wiedzy logicznej, Podrecznik. ktory dajemy Czytelnikowi do
rak, rna sluzyc przyblizeniu podstawowych zagadnien logiki for
malnej szenszemu gronu sluehaczy szkol W¥zszycb, zwlaszeza stu
dentom kierunkow hurnanistycznych.
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Osiagniecia logiki formalnej - najwazniejszego Ieiagle dynamicz
nie rozwijajaeego sie dzialu logiki - sll na ogol nieznane szerokim
kregorn ludzi wyksztalconych, zwlaszcza - humanistycznie. Przyczy
oy tego stanu rzeczy nalezy zjednej strony szukac \v programach szko!
srednich i wyzszych, z drugiej zas w profilu dostepnej literatury
przedrniotu.

Zazwyczaj podreczniki do logiki albo koncentruja sie na innej
problematyce, logike formalna traktujac marginalnie. albo prezentuja
jej dokonania przy uzyciu skomplikowanego aparatu matematyczne
go, zakladajacego wysoki stopien przygoiowania czytelnikow. Jest
jeszcze trzeci typ podrecznika: ksiazka 0 logice formalnej adresowana
do humanistow. Tu jednak wyklad ogranicza si~ najczescie] do
prezentaeji logiki klasycznej.

Przez cale wieki logika nalezala do dyscyplin. ktorych nauczanie
pozostawalo tylko nieznacznie w tyle W stosunku do aktualncgo stanu
badari. Jeszcze pol wieku temu perspektywy otwierajace sie przed
logika (j cala nauka) w zwiazku ze skonstruowauiem przez lana
Lukasiewicza logik wielowartosciowych bywaly przedmiotern rozrnow
towarzyskich w kregach intelektualistow. Dzis natorniast przeciemy
student nie zgola nie wie 0 logikach wielowartosciowych, intuicjo
nizmie czy rachunkach modalnych Lewisa - osiagnieciach logiki
sprzed lat z goel! piecdziesieciu, Z kazdyrn rokiem poglebia sie rozziew
miedzy aktualnym stanem badan a przecieinym poziornern wiedzy
logicznej. Podrecznik, ktory dajemy Czytelnikowi do rC!k.ma stuiyc
przyblizeniu podstawowych zagadnieri logiki formalnej szerszemu
gronu sluchaczy szk61 wyzszych, zwlaszcza studentom kierunkow
humanislycznych. PowstaJ on jako rozszerzenie przygotowanego dla
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Na koncu podrecznika znajdzie Czytelnik material do cwtczcn
wlasnych. Byloby bardzo wskazane, gdyby lekturze poszczegolnych
partii tekstu towarzyszylo rozwiazywanie zwiazanych z rurm zadari,
Czytelnik, ktory pojdzie za nasza rada, rna wieksza szanse wyrobienia
sobie wlasciwych intuicji na gruncie kazdego z opisanycb rachunkow
logicznych.

Elemenlarny charakter pracy, jak i fakt porrueszczema w niej
wytacznie powszechnie znanych wynikow, sklonily nas do zrezygno
wania ze zbednych w takim kontekscie przypisow 0 charakterze
bibliografioznym czy historycznym. Pewne informacje pozwalajace
ulokowac w czasie podstawowe etapy rozwoju danego rachunku
zostaly zreszta podane we wstepach do poszczegolnych rozdzialow
Aby ulatwic Czytelnikowi wyjscie poza material przez nas uwzglednio
ny, przytoczymy Jjst~ kilku prac 0 charakterze rnonograficznym. ktore
- naszym zdaniern - daja pelruejszy wglad \ye wspolczesna logike
formalna:

L. W. A. Pogorzelski, Klasyezny rachunek zdafr, Warszawa 1975.
2. A. Heyting, lntuitionism, Amsterdam 1966.
3. N. Rescber, Many-oalued logic. New York 1969.
4. R. Feys, Modal logics, Paris 1965.
5. W. A. Pogorzelski. Klasyczny rachunek kwanty!ikoLOrO\II. War

szawa 1981.
Pozostaje flam jeszcze przekazac wyrazy wdziecznosci rym y,SZYSl

kim, ktorzy w jakikolwiek sposob przyczynili sie do powstania tej
ksiazki, Dzieknjemy wiec przede wszystkim pierwszym sluchaczom.
czytelnikom i krytykom tekstu - naszym Studentom z Wydzialu
Filozoficzno-Historycznego UJ Dziekujemy serdecznie naszym Kole
zankorn i Kolegom z ZakJadu Logiki IF UJ za zycz.liwll arrnosfere
w pracy i za to, ze przez tyle lat dzielili SL{!Z nami S\\I~ wiedza
i doswiadczeniem dydakcycznym. D~kujemy Recenzeolowi za u\\'a&1.
klore poZ\vo]ily oam ulepszyc przedkladany CZYlelniko\\·i leksL
W konou dzi~kujemy ro\vniei oaszym rodzinom za bezmiar okazanej
cierpli wosci.

Wvdawnictwa Uni\versytetu Jagielloriskiego skryptu pt. .Elcmenty
logiki formalnej dla studentow kierunkow humanistycznych" i jest
zapisem kursu logiki realizowanego przez autorow kilka Iai z rzedu na
roznvch kierunkach studiow.

\V podreczniku przedstawiamy pi~cpodstawowych rachunkow
logicznyoh:

klasyczny rachunek zdan,
intuicjonistyczny rachunek zdan,
trojwartosciowy rachunek zdan Lukasiewicza,
modalny rachunek zdan S4 Lewisa,
klasyczny W{!7.sZyrachunek predykatow.

Wyklad kazdego z nich przebiega wedlug tego samego schernatu,
na ktory skladaja sie cztery zagadnienia:

- opis jezyka syrnbolicznego daoego rachunku,
- jego opis semantyczny,
- jego ujecie syntaktyczne jako systemu aksjornatycznego,
- porownanie wersji semantycznej i syntaktycznej w tzw. twier-

dzeniu 0 pelnosci,
Staralismy sie usilnie, by wyklad prowadzic przy uzyciu srodkow

najprostszych, rue zakladajac, ze Czytelnik posiada jakakolwiek wie
dze logiczna, Dlatego w rozdziale I przedstawiarny ogolne wiadornosci
o uzyte] w toku wykladu aparaturze pojeciowej i wyjasniarny szcze
golowo jego schemat. Liczymy jednak na to, ze Czytelnik zna ze
szkoJy sredniej pojecie fuokcji, reIacji, idee dowodu wprost i nicwprost
oraz zasade indukcji matematycznej.

Regula jest przedstawianie pelnych dowodow poszczegolnych le
matow i twierdzen oraz ilustrowanie omawianych technik sprawdza
nia j dowodzenia szeregiem wyczerpujaco komentowanycb przykla
dow. Czasem jednak latwe, lecz zajrnujace wiele miejsca fragmeoty
dowodow lub oawet cale dowody blizniaczo podobne do juz przepro
wadzonych - pomijamy. Gor,}co w tym miejscu zach~camy Czytelni
ka. by staral si~ samodzielnie wypelnic wszystkic luki tekslu.

Jak oalezy korzystac z podr~cznika, w JakieJ kolejoosci studiowac
poszczegolne rachunki? WydaJe si~ ie najkorzystniejsze jest czytanie
rozdzialo,Y po kolel, od pier\vszego do ost3lniego, chocby z teJ
przyczyny, i.e w kolejnych rozdzialacb narastajll komplikacje technicz
ne. Drugll wain~ przyOlyn'l jest sukcesywne porownywanie ze sobtt
prezentowanych logik.
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Powodem. a zarazern celem, dla ktorego konstruujemy raehunki
logiczne, jest analiza popra wnosci rozurnowan przeprowadzonych
w jezyku naturalnym. Podstawowa wlasnoscia rozumowania popra
wnego jest zachowywanle pral1)dy: rozumowanie poprawne musi kon
czyc sie pra;wdziw~ konkluzja, 0 il'e wszystkie przeslanki Iezace u jego
podstaw byly prawdziwe.

Prawdziwosc jest cecha niektorych tylko, poprawnie pod wzgle
dem gramatycznym zbudowanych zdan (Iub rownowaznikew zdan)
jezyka naturalnego. 0 zdaniach tyeh mowimy, ze icb wartosc logiczna
stanowi prawda - rozumiana najczeseiej jako zgodnose sadu w nieh
wyrazonego z rzeczywistoscia. Pozostalyrn zdaniom jezyka naturalne
go albo przystuguje wartosc logiczna mna niz prawda, albo rue
przyshiguje im zadna wartosc Iogiczna. DJa potrzeb logiki wyodreb
niamy sposrcd ogolu poprawnych gramatycznie wypowiedzi jezyka
naturalnego tzw. zdania w sensie logiki. Zbior len tworza te i tylko te
wypowiedzi, ktore podlegaja ocenie logicznej. Naleza don np. W pelni
dookreslone zdania oznajmujace, a DIe naleza zdania rozkazujace
i pytajne. Logike przede wszystkim interesuja te rozumowania, w kto
rych wszystkie przeslanki i wniosek sit zdan iami v.r sensie logiki.

Bogactwo jezyka naturalnego sprawia, ze ITIQina w jego ebrebie
przeprowadzic nieskonczenie wiele rozumowari, rozniacych, si~ miedzy
soba zarowno trescia, jak j forma, Jednakze z punktu widzenia logiki
r6ini'ee tresciowe Sij, rnniej istome niz roznioe w formie rozumowari,
totez logika, abstrahujae od r6.znic treseiowych, utozsamia rozumewa
nia przebiegajace wedle tego samego schematu. Analiza poprawnosci
rozumowan prowadzona srodkami logiki koncentruje si~ wylacznie na
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Kaide zdanie w sensle logilci podlcga ocenlC logiczoej i moze mu
byc przypisana wartose iogiczoa. JeJ wybor w konkretnym przypadku
;aaJeiy od tego. ezy SCldwyrazony w zdaniu Jest zgodn} L rzeczy\visto;
Cl~ Wartosci logiczne niektorycb zdan j~zyka naluralnego s'l Wl.ajem
nle powiClUDe. Zwj~zek len moze np. polegac na tym. zc \vartoSci zdan
prostszycb determinuj'l wartosc wypowiedzi bardzicj zlozonej, \\ sklad
klorej wcbodzCl.

Proces przypisywania wanosei logicznej zdaniom j~yka natural
nego rna s.,\,oj odpowiednik na gruncie j~yka rachunku logicl.nego.

•

§2. Wartosciowania

przeliczalnie nieskoriczony, co umozliwia kaidorazowe odroznienie
wypowiedzi 0 podobnej strukturze. ale 0 odrniennej tresci,

Zwykle pojawia si~ w alfabecie jezyka syrnbohcznego jeszcze
l£'ZOOa,pomocnicza grupa syrnboli pelniacych role znakow interpunk
cyjoych. Zapewniaja one jednoznacznosc zlozonych wyrazen jezyka
symbolicznego i wykluczaja tym samym mozliwosc pojawicnia sie
w rum tak czesto spotykanycb w jezyku naturalnyrn arnjibo(;; (tj.
wieloznacznosci wywolanych niedookreslona struktura wypowiedzi).

Wyrazeniarni jezyka rachunku logicznego sa dowolne skonczone
ciagi symboli alfabetu tego jezyka. Oczywiscie. nie wszystkie wyraze
rna sa odpowiednikarm scnsownych konstrukcji jezyka naturalnego .
Zdaniom w sensie logiki odpowiadaja tylko re sposrod wyrazen jezyka
symbolicznego, ktore zbudowane sa zgodnie ze swoistyrni dla danego
jezyka symbolicznego regulami sensu Reguly te, pelniace role grama
tyki jezyka symbolicznego, formulowanc sa w postaci dyrekiyw
zestawiania symboli alfabetu. Sa to przepisy czysto strukturalne,
uzalezniajace sensownosc wyrazen Die od mozliwosci ich interpretacji
w jezyku naturalnym. lecz wylacznie od spelnienia precyzyjnie okreslo
nycb wymogow formalnych. Pozwalaja one jednoznaczoie rozstrzy
gnac kwesue sensownosci kazdego wyrazenia jezyka syrnbohcznego.

Dowolne wyrazenia sensowne - zwane inaczej formuJami . - w
kazdym z rozwazanych jezykow symbolicznych oznaczac bedziemy
malymi literarni alfabetu greckiego: <X.. ~. y.... (ewentualnie ze wskazni
kami: al• a1, a3 •... ). Duzych liter greckich: $. '1', n.... uzywac
bedziemy do oznaczarna zbiorow formul. Symbol r zastrzegarny dla
zbioru wszyslkich formul danego j~zyka symbohcznego

•
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Jezyk symboliezny. zwany takze jezykiern rachunku logicznego,
konstruuje si~ stopniowo, rozpoczynajac od wyboru symboli pierwot
nyeh stanowiacych alfabet j~zyka. Nastepnym krokiern jest zdefinio
waoie pojecia wyraienia tego jezyka, a ostatnim - wskazanie wsrod
wszystkich mozliwych wyrazen - wyrazen sensownycb.

Zanirn przystapimy do budowy jC(zyka symbolieznego, musimy
jasno zdac sobie sprawe z tego, ktore z wyrazow lub zwrotow jezyka
naturalnego cbcemy uczynic przedmiotem badania.. Jego eelem jest
okreslenie roli tyeh wyrazow (zwrotow) w konstrukcji zdan i skodyfi
kowanie sposobow ich uzycia w budowie poprawoyeh rozumowari, Sa
to zazwyczaj slowa czesto pojawiajace sie w naszych wypowiedziach
i majace charakterystyczny wplyw na ich strukture. Zaliczamy do nich
m.rn, spojnikl zdaniowe (np .• .i", .Jub", "nieprawda, ze"), zwroty
kwantyfikujace (np. "kaidy", ..zaden", "pew leo"), zwroty modaloe (np.
.,konieczny", .mozliwy"), Z\vroty deootyczne (op. "nakazany", "zaka
zany", "doz\vo)ony"). zwroly temporalne (np. "wczesniej". "p6Zniej")
itd. Dla aoalizy kaidej ze wspomnianych grup \vyrai:en tworzy si~
slosowny j~zyk symboliczoy. W jego alfabecie rnuszll siC( znalezc
przede wszyslkim symbole odpowiadaj~ce tym wyroinionym zwrotom
jtyzyka naturalnego. Symbolc tc oazywac b~dzierny staJymi logicznymi
danego j~zyka. Jest ich zazwyczaj niewiele. Nadmierne rozbudowywa
nie zbioru stalych logiczoych sprawia, ie j~zyk symboliczny tracl swtl

. ..pr/.eJrzystosc.
Drug~ grupC(symboli alfabetu j~zyka rachunku logicznego tworz~

lZw. zmienne. Petnil! one rol~ argumentow sta{ych logicznych j wspol
l,vOrZ<lwraz z nimi wyraienia bardziej zlo7one. Zrnienne takie mog'!
bye roi.nych rodzaJow. Zbior 7.mieonych danego rodzaJu z reguly jest

§1. J~zyk rachunku loqiczneqo

ieh strukturze: rna na eelu ustalenie zwiazkow miedzy ksztaltem
(budowa) przeslanek a ksztaltem woiosku 7 nich wyprowadzonego.

By analize t~prowadzic konsekwentnie i przejrzyscie odnoiowy
wac jej wyniki, logika stosuje jezyki symboLiczne. Beztresciowy jezyk
syrnboliczny umozliwia bowiern precyzyjne odrworzenie struktury
rozurnowari i czyni latwiejszym dostrzezenie forrnalnych powiazan
miedzy przeslankami a wnioskiem.
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Pojcrcie \\ ynikania na gruncie jt;zyka dowolnego rachunku logiczne
go precyzllJe nast~puJllca defmlcJa:

DFFl1\ICJA "" "lIK \NI \ ZE ZBIORU FORMUI. <ll \\'YN1KA ZBIOR
FORMUI. \f' (symbolicznie: t1> 1= \fI) \\'TED' I T,'LKO \\'TED". GD"

Wykazalismy zatem . ze jesli wartosciowanre spelnia pewien zbior
formul, to spelnia tez kazdy jego podzbior.

Zbior nie posiadajacy zadnego elementu nazywarny pustym i re
zerwujerny dla niego symbol 0.

LEI\-1AT 2 KA1.oF \VARTOSCIO\V,\NIl: SPELNlr\ ZBIDR PUSTY.

Dowod. Zalozrny niewprost, ze istrueje wartosciowanie v nie spelniajll
ce zbioru 0.Wobec delwicji spelniania iSlnieJe \V zbiorze 0 formula
extaka. :ie v(ex)= o. SPl7ccznose z okreslcniem zbloru pustego konc'lY
do\vod lenlatu 2 •

Formula. ktora przy pewnym wartosciowaniu przyjmuje wartosc I.
rnoze bye schernatem zdania prawdziwego. Oznacza to, ie istnieje
prawdziwe zdanie jezyka naturalnego zbudowane zgodnie ze schema
tern tej formuly Natorniast formula tautologiczna musi bye schema
tern zdan prawdziwych. Kazde zdanie jezyka naturalnego oparte na
schemacie tautologicznyrn jest zdaniem prawdziwym.

lstnienie tautologii Jest dowodem oa lO, ie oprocz prawdy faktycz
Dej (zdania pra\vdzi\vego z uwagi oa zaistnialy stan rzeczy) istnieje
pra"da jfzykowa (nieskonczona rodzina zdan prawdziwych oparlych
na wspolnym, taulologlcznym scbemacie).

Poj~em 0 zasadnlczym znaczenlu w analizle rozumowan Jest
relacja wynikania. Willie ooa zbiory zdan. Mo\vimy czasem, ie
7. pewnych sL\vierdzeo \yynikaj~ w postaci wniosk6w pe\vnc inne
sl\\'ierdzenla lub Ze z uznanla za pra\vdzj\\'e okreslonych zdan wynlka
uznanie za pra\vdziwe jakichs innyeh zdan.

Aby intuicyjne pojecic wynikania, ktoryrn poslugujemy si~ w jt;7.Y
ku naturaJnym., przeniesc na grunt rachunku logrcznego, musimy
zdefiniowac i scharakteryzowac pomocnicze pojecic, jakim jest spelnia
nie zbioru formul (formuly) przez wartoseiowanie.

DEFlNIC,JA SPEl"l\IANIA WARTOSCIOWANn v SPI:t"'JIA ZB16R FOR.
MUL <l> WTEoy I TYLKO \VTEDY, GOY v(ex)= 1 Ot.A DO\V01.NEJ
FORMULY (X NALEZI\CEJ DO Z810RU (1),

Zarniast mowic, ze wartosciowame v spelnia jednoelemcntowy
zbicr {ex}.mowimy, ze wartosciowanie v spelnia formule e.

LEMAll JESLI ZB16R FORMUJ <1> ZAWARTY JEST 'Yo lBIORZE
FORMUL \f' (symbolicznie: <l> c: '4') ORAZ \VARTOScrOWANIF v SPEl.
NtA ZBI6R '1', TO WARTOSCIOWJ\NIE v SPELNIJ\ 7BJ6R <1>.

Dowod, Zalozrny, ze <1> c: \f' oraz ze wartosciowanie v spelnia zbior '4'.
Za10Zmy niewprost, ze v nie spelnia zbioru <1>. Stad, wobec definicji
spelniania, wnioskujemy, ze do zbioru <D nalezy pewna formula IX; taka
ze v(a) = 0 Ale kazda formula ze zbioru <1> nalezy do zbioru \fl. lstnieje
wiec w zbiorze \f' formula, ktorej wartosciowanie " przypisu]e wartosc
O. Oznacza LOt wobec definicji spelniama, ze wartosciowanie v nie
spelnia zbioru \f'. Sprzecznosc z zalozcruem konczy dowod lematu 1 •

DEFlNICJA TAUTOLOGlJ JESLI WARTOSC oANU FORMULY ex
PRZY WSZYSTKfCH WARTOSCIOV/ANIACH JEST STAlA I ROWNA I,
M6WIMY za exJEST TAUTOLOGlf\.

Jest nim okreslenie funkcji zwanej warlosciowaniem. Funkcja ta
kazdemu wyrazcniu sensownemu rozwazanego jezyka przypisuje je
dynke (I), b~dl zero (0). Definicja tej funkcji w okreslony i dla kazdeg.o
1. dalej przedstawionych rachunkow charakterystyczny spos6b uzalez
nia wartosci przypisywane formulom bardziej skomplikowanym od
wartosci formul 0 prostszej struktnrze. Dlatego nie kazde odwzorowa
nie zbioru 1: w zbior zlozony z 1 i 0 Jest wartosciowaniem. W kazdyrn
z rozwazanych rachunk6w logicznych na funkcje wartosciowania
nalozone sa bowiem specyficzne ograniczenia,

Jesli wartosciowanie v przypisuje formule exwartosc 1 (symbolicz
rue: v(:x)= I), mowimy. 7J!formula «jest prawdziwa przy wartoscjo~a
niu v. Jezeli natomiast v(cx)=O. mowirny wtedy, ze Iormula a Jest
nieprawdziwa przy wartosciowaniu v.

W przypadku kai:dego z dalej prezentowanych rachunkow logicz
nych rnozliwe jest okreslenie nieskoriczenie wielu roznych wartoscio
wan. Sytuacja taka jest wynikiern przyjecia w ich alfabetach nieskon
czonych zbiorow zmiennych. Wartosc danej formuly rnoze zatern, choc
nie musi, roznie Sl~ ksztaltowae pay roznych wartosciowaniach.
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LEl\JAT 5 JESLI a JEST TAl)TOlOGIA_. TO DLA DOWOLNEGO Z810.
RU FORMUL <l>:<J>F a.

Kolejne d\va lemalYwi~llpoj~cie wynikania z poj~lern tautologil:

LEI\'IAT 4 JSSLI 0 F a, TO a JEST TAUTOLOGIf\.

DowOd. ZaloZmY, ie 0 F a. St~d, wobec definicji wynikania i lema
tu 2, wnioskujemy, ie kazde wartosciowanie spelnia formuJ~ ex.
Ozna<:za lO, ie pay dowolnym wartosciowaoiu IXprzyjrnuje war lOse I,
a latem a jest taulo)OglCl •

Ostatni z lematow charakteryzuj~cych relacje wynikania glosl, ze
jesli z pewnego zbioru <I> wynika zbi6r Iormul 'JI. to z <I) wynika
rowniez kazdy podzbior zbioru '1'.

LEMAT 7 JE8LJ Cl> F 'I' ORAZ n c '1'. TO <I> F n.
DowOd. Zalozmy, ze (1) <I> F '1', (2) nc '1'. a nadto ic (3) pewne
(dowolnie wybrane) wartosciowanie v spelnia <D. Z zalozen (I) i(3) oraz
definicji wynikania wnioskujerny, ze v spelnia 'P. Stad wobec lematu
1 i zalozenia (2) konkludujemy. ze v spelnia n. Poniewaz wybor v byl
dowolny, wykazalismy wiec, ze kazde wartosciowanie spelniajace
<I> spelnia tez Q co oznacza, ze <DFn •

Rozumowania, zarowno teoklore pro\vadzlmy \.\'obr~bie do\\'olnej
nauki. jak i pozanaukowe, stanowiCl ci'lg pojedyocz~ch wni~sko\\'~~'
Na kaide wnioskowanie skladajt.J,si~ dwa zbJory zdan w sensle logtkl:
niepusty, zwyJde skonczony zbior przeslanek I zbi6r jednoeJementowy,
ktorego jedyny element oazywamy wnioskiem. W j~zyku naturalDY~
mozemy przeprowadzic nieskoriczenie wiele roinych wniosko\\·a.n.
Niektore z ruch prz.ebiegaj~ aoalogicznie, ponlcwaz ~ icb ~?dsta\\' lezy
wsp61na zasada wnloskowania. Olo prl.yklady d\v~ch rozn~ch rozu
mowari opartych 0 t~sanl~ zasad~ (schemal) wOlosko\\'an,a.

1. PrzesJanka I: Kaidy czlowiek jest smierlelny

Nastepny lemat mowi, ie dowolna formula wynikaiace ze zbioru
<I> wyn.ika rowniez z kaidego ZbJOfU zawierajacego ¢I.

LEMAT 6 JESLf <I> F n 1 <l>c 'P. TO 'JI F n
Dowod, Zalozmy. ze (1) <I> Fn. (2) Cl> c 'JI oraz (3) pewne (dowolnie
wybrane) wartosciowanle v spelnia zbior 'P. Z zalozeri (2) i (3) oraz
z lematu J wynika, ze v spehna <1>. Stad, z zalozcnia (1) i definicji
wynikania, wnioskujemy, ze v spelrua n. Wobec dowolnosci wyboru
v wykazalismy, ze kazde wartosciowallie, ktore spelnia 'P. spelnia tez
n, a zatem 'P F n •

Dowod. Zalozrny, ze a. jest tautologi(i i niewprost, ie (I> IF a. Istnieje
wiec wartosciowanie v spelniajaea zbior <I> I nie spehuajacc formuly a.
zatem v(cx)= O. Wniosek ten, sprzeczny z zalozeniem tauto)Oglcznosci
Iormuly a. konczy dowod •

K·\iOf \VARTOSCIOWANIE SPELNIAJt\CE ZB16R <I> SPELNIA TEl
Z1310R '1'.

Wnioskiem z powyzszej definicji jest stwierdzenie ~ast~puj!lce: ze
zbioru Iormul <l> me wynika zbior formul 'I' ~symbo~c~nle: <1>. ~ 'P)
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wartosciowanie spelniajace zbior $.
a nie spelniajace zbioru 'P . .

Wynikanie formuly a (jednoelementowego zbioru {a}) ze .zbJo~~
formul <I> moze bye traktowane jako relatywna tautolo~cznosc
formuly a: kazde zdanie jezyka naturalnego oparte na schernacie a jest
prawdziwe, 0 ile byly prawdziwe wszystkie zd~a zbudo~ane wed lug
schematow formul ze zbioru <1>. W dalszyrn ciagu zamiast $F {a}
pisac bedziemy $F a. • .

W kilku lernatach omowimy te sposrod podstawowych wlasaosci
relacji wynikania, ktore charakteryzuja to pojecie w sposob ogolny,
niezalczny od specyfiki konkretnych rachunkow logicznych, w ramach
ktorych bedziemy wracac do pojecia wynikania, Najpierw wykazerny,
i.e relacja wynikania jest zwrotna i przechodnia:

LEMAT 3 (1) $F <1>;
(2) Je2Eli $F 'P ORAZ 'I' F o, TO <I> F n.

DowOd. (I) Zwrotnosc F wynika bezposrednio z definieji tej relacji.
(2) ~aI6imy. ze (I) <I> F '1', (2) 'P F n oraz ze (3) pewne wartosciowanie
v spelnia zbior <1>. Z zalozeri (I) i (3), wobec definicji wynikania.
wnioskujemy, }£ wartosciowanie v spelnia zbior 'P. a stad j zalozenia
(2), ze spelnia ono takze zbior n. Wobec tego, ze v bylo wartosciowa
ruem wybranym dowolnre, konkludujerny, ze kazde wartosciowanie
spelniajace Cl> spelnia lei n (<I> F n). co konczy dowod •
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DEFlNICJA REGULY NIEZAWODlI<EJ REGUL<\ JEST NIEZ,\WODNA
WTEDY 1 TYLKO WTEoy. GDY DLA KAioEJ NALF71\CFJ DO NJEJ
PARY (<I>, {<X}) ZAWSZE WTEoy. GOY <1> JEST ZBIORLM rAUTOLOGII.
R6wNIEZ FORMULA a JeST TAUTOLOGJJ\.

W kazdyrn z przedstawionych dalej rachunkow logicznych zacho
dzi scisty zwiazek miedzy regulami normalnyrm I mezawodnymi
wyraiony w nastepujacym twierdzeniu:

TwrERDZENIE I KAZDA REGULA NORMALNA JEST NtE7~WOI)NA.

DowOd. Zalozmy niewprost, ie istnieje taka regula normalna. ktora
nie jest niezawodna. Zgodnie z definicj~ reguly niezawodne] nalezy do
niej para (<1>, fa}) taka. ie wszystkie formuJy ze zbioru <1> sa tautolo
giami, natomiast <X tautologia nie jest. Korzystajae z definicji tautoLogii
wnioskujemy, ze istnieje wartosciowanie V takie, ie v(a) ::: O.Wszystlue
formuly ze zbioru (1), jako tautologie Set przez wartosciowanie v spel
nione. Poniewaz nasza regula z zalozenia jest normalna. zgodnie
z definicja: (1) t= 0:. Wobec definicji wynikania mamy stad: \'(~) = 1.
Sprzecznosc przejawiajaca sie w przypisaniu przez jed no i LO samo
wartosciowanie v fonnuJe 0: rownoczesnie dwoch roi'nych wartosci
koriczy dowod •

W rachunkach logicznych, prezentowanycb w kolejnyoh rozdzia
lach, miedzy regulami normalnymi i niezawodnyrm rue zachodzi
zwiazek odwrotny do opisanego w udowodnionyrn twierdzemu.

Procz reguJ normalnych - zachowujllcych prawdziwose rozwa-
iac bedzierny takze reguly zachowujllcc rautologicznosc. tzw reguly
niezawodne.

§3. SJ'ste1n aksjOtllal)ICZl1)'

Przedsta\viony w paragralie 2 sposob budowy rachu~ku I?giczn~
go Jest wynikiem se1nantycznyc:h badan nad slaly.ml. lo~~znyml.
Badania te prowadz~ do definicji funkcji \\'artosciow_anta IP?J~c~'0?ec
rueJ pochodnyoh, takich jak spelnianie. lautologJa, ,..'y~ka~le IIp.
Rachunek logiczoy oplsany semanlycznle Jest zwyklc utol.samluny ze
zbiorem swoich tautologii.

Przeslanka 2: Kazdy mezczyzna Jest ~I?wlekiem
Wniosek: Kazdj mezczyzna Jest smiertelny

Il. Przeslanka 1: Kazdy ptak jest kregowcern
Przeslanka 2: Kazdy orzel jest ptakiem

Wruosek: Kazdy orzel Jest kregowcem
Oba wnioskowania sa uszczegolowieniarni jednego i tego samego

schernatu:
Przeslanka J: Kazde A jest B
Przeslanka 2: Kazde C jest A

Wniosek: Kazde C Jest B

Przeniesrny Sl~ teraz na grunt dowolncgo rach~.nku logicznego
i zdefiniujrny pojecie reguly. Regul{! Jest dowolny zbior par ? u~talo
nym porzadku elementow (<I), {a.}> pierwszym e!ementem ~?zdeJ pary
skladajacej Sl~ na regule jest niepusty. skonezony zbior fo~~
<1> zwany zbiorem przeslanek. drugim jest jedooelemento~~ zbior
zawierajacy Iorrnule (l - wniosek. Nie bedziemy tu rozwazac regul,
kt6re powstaja przez przypadkowe zestawienie ~owolnie wybran~ch
par (<1>, {e] ). Interesowac nas beda tylko takie reguly, na ktore
skladaja si~ pary polaczone wspolnyrn schemate~. Dla takich re?ul
istrueje odpowiadajacy pojeciu wsp61nej zasady wnioskowama pewien
wspolny schernat podstawowy, a wszystkie pary tworzace regule sa
skonstruowane z formul danego jezyka zgodnie z tym schernatem, czy
inaczej mowiac sil uszczegclowieniami tego schematu osiagnietymi
przez podstawienie za jego zrnienne dowolnych wyrazen sensownych
jezyka danego rachunku logicznego.

Regule, kt6ra zawiera tylko i wylacznie wszystkie uszczegolowienia
schematu podstawowego, nazywac bcdziemy regul~ elementarnq.

Wsrod nieskoriczenie wielu regul na szczegolna uwage zasluguja
tzw. regull normaloe. Cecha charakterystyczna takich regul jest
..dziedzJczenle prawdziwoSci": Ilekroc wszystkie przeslankl Set zdanla
mi prawdZlwymi. tylekror wnlosck z nlch \vynikaJllcy tei Jest zdaniem
prawdzlwym Dla uscislenla konccpcji rcguly normalnej wykoJ7ysta
my scharakteryzowane juz poj~cie \\ ynikanla.

DEFINIC.IA REGULY NORMALNF.J REGULA JR.,,)TNORMALNA WTE
DY I TYLKO WTEDY. GOY oLA oOWOLNEJ NALE7AC'FJ DO NIEJ
PARY (CJ). {<x}) ZACHODZI WYNIKANIE: $ t= <x.
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Die tez stalo sit; rnozliwie najlatwiejsze. uscislirny pojecia tezy oraz jej
dowo~ .

DEFINICJA TEZY WVRAZENTE SBNSOWNE <X NAZYWAMV TfZJ\
DANEGO SYSTEMU AKSJOMATYCZNEGO WTEDY I TYLKO WTf-DY

• •
GOY ISTNIFJE SKONCZONY ClI\G WYRA.lEN SFNSO\Vr-,ryCH fl" .,YII
(dowod), KT6REGO OSTATNIM WYRAZI:.M JEST cx(cx= Y~J,A KTORF.
GO DOWOLNY WYRAZ JEST
B,o\DZ (1) AKSJOMATEM TEGO SYS1'PMu,
81\02 (2) POWSTAL Z WYRAZ6w WCZESNIEJSZYCH PRZEZ ZASTO.

SOWANlE KT6REJS Z REGUL PlERWOTNYCH SYSTPMU.

Dowod przedstawia si~ zazwyczaj jako ciag formul zapisanych
jedna pod druga w kolejno numerowanyeh wierszach. Kazdy z wierszy
zawiera ponadto informacje, na jakiej podstawie dana formula zostala
wlaczona do dowodu.

1m mniej sposobow dolaczania nowych wierszy dowodowycb
przewiduje definicja tezy, tym trudniej konstruowac dowody. Dlatego,
d~<le do ulatwienia procedury dowodowej, pytamy 0 mozliwosc
rozszerzenia zasobu srodkow dowodowych. Nalezy jednak zachowac
daleko idaca ostroznosc I akceptowac jedynie te nowe sposoby
dolaczania wierszy dowodowych, ktore nie rozszerzaja systemu, czyli
nie pozwalaja uznac za teze zadnej formuly, nie bedacej teza systemu
pierwotnego.

Poszukujac takich srodkow zastanowmy si~ najpierw, czy WC'lCS

niej udowodniona teze mozna wpisac do dowodu. tak jak aksjomat.
Ot6i kazdorazowe wprowadzenie do dowodu wiersza zawierajacego
teze mozna zastapic wprowadzeniem w jego miejsee skonczonej
sekwencji formul staDowi'lcycn aksjomatyczny dowod tej rezy. W ten
sposob dowod wykorzystUjilCY wczesDicJ udowodnionc tezy algoryl
micznie przeksztalcamy w dowod CD prawda dluZszy. lecz odwoluj'lcy
si~ \vylltcznie do pierwotnych srodk6w dowodowych. A zatem korzy
stanie w dowodach z wczesniej wyprowadzonych tez.jest zabiegiem nie
rozszerzajqcym systemu.

Nim omo\vimy dalsze moi:liwosci upraszczania dowodow. zauwu
my, ie wlasnosc byeia tezll moze bye zrelaly\vizowana w sposob
analogiczny jak wlasnosc bycia tautologi~. Moiemy mianO\v1CicU1.a
leinie przysJugiwanie tej ceehy jakicJs formule ct od lego. czy przyslu
guje ona \,,1szySlkim formulom Z okreslonego zbioru <1>. :Vlo\\'imy

Znane sa rowniez inne melody konstru~cji rachunku. logicznego,
wsrod nich i takie, ktore OIC odwoluja SIIC do 7.a~nych pojec semanty~-

h N . takt \Ic-Tny,ni poniewaz ich podstawe stanowranyc. azywamy Je S)'II • ~ .' •
rozwazania dotyczace skladni, czyli syo~aksy J~zyka danego rac~unku
logicznego. Synlaktyczny opis rachunkow logicznych zazwyczaj przy-
biera postac systemu aksjomatycznego. . .•

Przyst~puJClc do budowy takieg~ syslemu. \'!bleramy sposrod
ogolu formul danego jlCzyka pewna .hczby w!r~zen sens~wllych zwa
nych odtad aksjomatami. Nastepnie, rowmez dowolnie, ustalamy,
kt ' ty beda stosowane w konstruo\vanym systerme - S(} to tZ\Y.ore regu V'r "t • d ..
reguly pierwotoe. Wszystkie formuly dajace sre wyprowa ~c p~ez
skonczeniekrotne stosowame regul pierwotnych do aksjomatow
nazywac bedziemy tezami systemu. Ta~q wlasnie rnetode .zastosowal
Gottlob Frege, budujac w roku 1879 pierwszy system aksjomatyczny
rachunku zdan

Faktycznie wybor aksjornatow i regul pierwotnych jest dowolny
tylko wowczas, gdy nie nakladamy na powstajacy system j~kichs
szczegolnych zadan Jesli natorniast celem budowy systemu aksjoma
tycznego jest scharakteryzowanie pewnej dziedziny, opis rzadzacych
nia prawidlowosci, wowczas dobieramy aksjomaty tak, aby byly
oczywiste z uwagi na sens, jaki nadajemy im w tej dziedzinie, Moze Sl~
oczywiscie zdarzye, ze intuicja zawiedzie i wybor aksjornatow okaze
sie nietrafny. Sytuacja taka zaistnieje np. wtedy, gdy wsrod tez systemu
pojawia sit; formuly nieadekwatne \V stosunku do prawd badanej
dziedziny, takie, ktore przy stosowanej interpretacji przypisywac beda
dziedzinie wlasnosci de [acto jeJ Ole przyslugujace. W takiej sytuacji
trzeba modyfikowac ~estaw aksjolnatow i regul tak. aby v.rykluczyc
niepoiltciane formuly ze ZblOru tez.

Dowodzenie tez w systemie aksjomatycznym jest na ogol procesem
skomplikowanym, nie podlegajClcym algorytmizacji. Nie jest oczywisty
ani jego punkl wyjscia, ani przebieg wyznaczony kolejnosci~ stosowa
oia regul pierwotnyob. Poza lym, gdy wysilki, by wyprowadzic
z. aksjomatow pewDll formult;. s~ bezskuteczne. nie potrafimy ustalic.
ezy przyczynCl takiego stanu rzeczy Jest brak umiej~tnosci dowodzClce
go. czy Lei: po prostu dana formula, oic b~d'lc tez<!. dowodu nie
posiada. W tej sytuacji naluralDe jest d~enie do maksymaloego
uproszczenia procedury dowodowej.

Zanim odpowiemy na pytanie. jakie srodkl stosowac. by dowodzc-
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Zanim w kolejoych lematach omowirny dalsze wlasnosci relacji
inferencji, przyjmijmy nastepuiaca urnowe: jesli kazda formula naleza
ca do zbioru \fI jest inferowalna ze zbioru zalozen <:1>, WQWC'l3S piszerny:
<:I> I- '¥.

OEFINfCJA REGULV WYPROWADZALNEJ REGULA JEST WYPROWA
OZALNA W OANYM SYSTEM IE AKSJOMATYCZNYM WTEDY ITYLKO
WTEDY. GOY DLA DOWOLNEJ NALEZI\CEJ DO NIEJ PARY (<I>, {a} >
ZACHOOZI: <:I> I-d a).
Wyprowadzalnosc danej reguly uzasadniamy wykazujac, ze w kaz

dej nalezacej do nie] pane wniosek jest dowiedlny na gruncie zbioru
jej przeslanek. Czy reguly wyprowadzalne mozna stosowac na r6wni
z regulami pierwotnymi. bez obawy rozszerzenia systemu? Okazuje sie,
ze tak. Kazde uzycie w dowodzie reguly wyprowadzalnej mozna
bowiem wyeliminowac na korzysc skonczonej sekwencji formul sta
nowiacych uzasadnienie wyprowadzalnosci danej reguly, a dokladniej
zachodzenie relacji dowiedlnosci dla jej pewnych, konkretnych par.
lnnymi slowy, dowod przeprowadzony z wykorzystaniem reguly
wyprowadzalnej moze bye przeksztalcony w dowod dluzszy, lecz
odwolujacy si~ jedynie do srodkow pierwotnych.

Defioicja relacji dowiedlnosci uzupelniona nowymi srodkarni do
wodowyrni przeksztalca sie w definicje kolejnego pojecia: relacji
inferencji, ktor~ Oak si~ niebawem okaze) moiemy uwazac za synta
ktyczny odpowiednik semantycznej relacji wynikania.

DEFINlCJA RELACJJ INFERENCJI FORMULA a JEST INFEROWALNA
ZE ZBIORU FORMUL <:I> (symbolicznie: <:I> I- a) WTEDY I TYLKO

SYSJ EMU AKSJOMATYCZNEGO.

Zdefiruowane tu pojecie dowiedlnosci forrnuly na gruncie pewnego
zbioru zalozeri wykorzystamy w defmicji reguly wyprowadzalnej
danego systemu:

•

WTEDY. GOY ISTNIEJE CII\G WYRAZEN SENSOWNYCfl rII"" r..,KTO.
REGO OSTATNlM wYRAZEM JESTa(rk = a) I W KT6RYM DOWOLNY
WYRAZ JEST
ALBO (I) ELEMENTEM ZBIORU <:I> (ZALOZENIEM),
ALBO (2) AKSJOMATEM LUB TEZI\.
ALBO (3) POWSTAJE Z PEWNYCH WYRAZOW wCZeSNIEJSZVCH

PRZEZ ZASTOSOWANIE DO NICH KTORBJKOLWIEK RE
GULY PIERWOTNEJ BI\OZ WYPROWAOZALNEJ OANEGO
SYSI EMU AKSJOMATYCZNEGO .

.,!,!ystarc~ por~WDac ?bie d~~njcje (dowiedlnosci I inferencji). aby
dOJsc d? wnlosku,. ze dowiedlnosc Iormuly na gruncie pewnego zbioru
formul Jest szczegolnym przypadkiem jej inferowalnosci z tego zbioru,
Z drugiej strony jest oczywiste, ze kazdy ciag uzasadniajacy inferowal
nose danej formuly z pewnego zbioru przeksztalclc mozemy w ciag
uzasadniajacy jej dowiedlnosc na gruncie tego zbioru, poniewaz nowe
srodki dowodowe (tezy i reguly wyprowadzalne) da si~ latwo wyelimi
nowac z dowodow na korzysc srodkow pierwotnych. lstnieje wiec
obustronna zaleznosc miedzy relacjami dowiedlnosci i inferencji.
Ujmiemy j~ w nastepujacy lemat:

LEl\tAT 8 Cl> I-d a WTEOY I TYLKO WTEDY. GOY <:I>r o;

Inna, rownie oczywista obserwacje wyslowimy Wkolejnym lemacie,
wiazacym pojecie tezy z pojeciern inferencji.

LEMAT 9 0 I- a. WTEOY I TYLKO WTEOY, GOY ex JEST TEZJ\.

Dowod. Zalozmy, ze 0 I-a. Wobec lematu 8: 0 I-d e, Na podstawie
definicji reJacji dowiedlnosci wnioskujemy, ie gdy zbior przeslanek jest
pusty, wowczas ciag uzasadniajacy dowiedlnosc formu!y a jest po
prostu dowodem tej formuly. A zatem a jest teza.

Zalozmy z kolei, ze formula a jest teza, Wowczas wobec definicji
relacji inferencji, jednoelementowy ciag zawierajacy wylacznie a uza
sadnia inferowalnosc tej formuly z pustego zbioru zaloze«, czyli
01-a.

wowczas 0 dowiedlnosci formuly a na gruncie zbioru formul <:1>.

OEFI"lICJA RELACJl DOWIEDLNOSCI FORMULA a JEST DOWIE
OlNA NA GRUNCIE ZBIORli FORl\-1UL <:I> (symbolicznie: <:I> I-d ex)
WTEOY I TYLKO WTEDY. GOY ISTNIEJE SKONCZONY CII\G WYRA
tEN SENSOWNYCH 1'1..... r...KTOREGO OSTATNTM WYRAZEM JEST
a(rk = Il) I W KTORYM OOWOLNY WYRAZ JEST
ALBO (J) BLEMENTEM ZBIORU <I> (ZALOZENfSM),
ALBO (2) AKSJOMA TEM.
ALBO (3) POWSTAJE Z POPRZEOZAJI\CYCH GO WYRAZOW CL~GU

PRZEZ ZASTOSOWANIE REGUl. PIERWOTNYCH DANEGO

,.... ."",



Opisahsmy dwie metody konslrukcji rachunko~' logicznych: se~
mantyczn~ (§ 2) i synlaktycznll (§ 3). Obie \\'Iasci\\'yml soble sposobaml
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.94. TIviercizenie 0 peltlOSci

W poszukiwaniu innych jeszcze srodkow do\vodov,:ych. ktorymi
moglibysmy wzbogacac syslemy aksjomalyczne. zastanowrny si~ nad
takimi regularni, ktore nie wyprowadzaJ<J. poza zbior rez, Nazywac je
bedzierny dopuszczalnymi w danym system ie, a precyzyjnie definiowac
w sposob nastepujacy:

DEFINICJA REGULY DOPUSZCZAL"EJ RI:GULA JEST DOPUSZCZAL
NA W OANYf¥' SYSJ EMIE AKSJOMATYCZNYM WTFDY I TYLKO WTE
DY. GOY DLA KAZIJE.J NALEZJ\CEJ DO ~IEJ PARY (<1>. {a} > ZACHO
DZI WARUNEK: JESt1 zBr6R <1> SKLADA SIIi W\L\CZNIE l TEl,TO
TAKZE FOR~1ULA a JEST TElA

W pewnych systemach aksjomatycznych reguly dopuszczalne nie
wzbogacaja zestawu srodkow dowodowych w sposob istoiny, ponie
waz ich zbior pokrywa si~ ze zbiorem regul wypro\vadzalnych.
Natomiast w kazdym systemie aksjomatycznym zachodzi nastepujacy
zwiazek miedzy regulami wyprowadzalnymi a dopuszczalnymi:

TWIERDZENIE 2 KAZDA REGULA WYPRO\VADZAL'lA \V DANYM
SYSTEMfE AKSJOM,\TYCZNYM JEST W~1~1DOPUSlCl.\LNA.

DowOd. Zalozmy niewprost, ze w pewnyrn systemic aksjomatycznym
pewna regula wyprowadzalna nie jest w rum dopuszczalna. Nalezy
WI~ do niej para (<1>. [a] ), kt6rej wszysrkie przeslanki (wszystkie
elementy zbioru <1» sa tezami, a mimo to wniosek :x teza nie jest (por,
defirueja reguly dopuszczalnej). Poniewaz rozwazana regula jest z 1.810-
zenia wyprowadzalna, wiec zgodnie z definicja: $ I--d ex. SICld, \\-'obec
lematu 8. <I> I-- 0:. Z zalozenia. ie wS7ystkie ronnuly ze ZblOru <I> ~
tezami oraz z len1atu 9, wynika. ie 01-- <1>. a z przcchodnloscl rcl~cJI
lnferencji (1emat 10) takie 01-- <X. A zatem. 19odnl~ zlematc.m 9: 'X Jest
tCZ(b co - jako sprzeczne Z 1.8loienicnl konczy do\vod •

ct> s~ zawarte wsrod Iormul zbioru 'fl. zatem wskazany ciag -(I' ...."fk
rownoczesnie stanowi uzasadnlenic inferowainosci 0: ze zbioru 'fl.
Zatem \{J I-- <1 •

. . b . . k .. rnantyczny odpowiednik (por,Relacja inferencji, podo rue ja J~Jse .
lernat 3), jest zwrotna i przechodnia:

LE~1'\T 10 (J) <I> f- e.
(2) JEIFLI <J) f- 'fI ORAZ 'I' f- u. TO <1> f- n.

Dow6d. (1) dla dowolnej formuly a ze zbioru <1> jednoelementowy ciag:

I. ex - zalozenie
sianowi uzasadnienie inferencji <1> I-- ~ A zatern <1> f- $.

(2) Zalozmy, ze (I) $ I-- 'fl. (2) 'fI f- Q, oraz,.~~ (3) exE9· Wobec (2)
i (3): 'fI1-- (X. Istnieje zatem (por, definicja relacji ~rencJI) skonczo~~
. r I (w ktorym y = ex) uzasadniajacy mferowalnoscCI~ iormu yl ... ··'Yt k • d

(X ze zbioru formul 'P. Przyjmijrny, ze Iormuly (4) P1t •••• Pm nalezace 0
zbioru 'I' stanowia wszystkie zalozenia pouzeb~e ?O do~odu \{J ,I-- a.
(Uwaga: wobec skoriczonosci ciagu Y I' ...•Yk wozen rych Jest skoncze-
. . le) Z (I) i (4) wynika. ze <1> I-- Pr dla dowolnego r = I, ... , m.rue wle . .. '_f'. .

Zatem dla dowolnego r istnieje ciag S~.... , S~,>uzasadniajacy mrerencje
<I> I-- ~r (a wiec S~r= Pr)' Z wszystkich tych ciagow tworzyrny teraz
jeden ciag Il:
(TI) Sf ..... O~l' Sr ..... S~2'....

uzasadnia C1> I-- PI uzasadnia cJ> I-- P2
.... ST•... 0:::". 'Ylt· ... Y,.
uzasadnia <1> I-- Pm uzasadnia '1'1-- ex.

Jak widac, ciag n Jest skonczony. a jego ostatnim wyrazem Jest
formula ex. Ponadto kazdy z wyrazow tego ciagu jest badz zalozeniern
ze zbioru <1>. badz znalazl sie w ciagu n zgodnie z punktarru 2,
3 definicji relacji infercncji. A zatern: ciag IT uzasadnia inferowalnosc
formuly 0: ze zbioru zaloien <!): <I> I-- ex. Poniewaz 0: byJa formula
dov.'olnie \vybranCJ ze zbioru n. a zatem <1> I-- n, co konczy dowod •

Dowiedziemy \'11 koncu. ze gdy pewna formu~a Jest infero\valna
7. okreslonego zbioru. to mozna j~wyinferowac z ktidego oadzbioru
tego zbiofU:

LEl\1AT It JESLI <1) c 'JI i 4) I-- <X, TO 'fJ I-- <1.

Dow6d. Zalozmy. ze <l> c 'fI oraz ze <1> I-- ex.Zgodoie z definicj~ relacji
inferencji istnieje skonczony clClgfonnul Yl' ...."fir uzasadniajllcy infcro
walnosc ex ze zbioru <l>. Poniewai jednak ~vszystkie formuly zbioru
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melody wlasciwe dla danego rachunku. ze wszystkie aksjornaty sa
tautologiarni. .Nastepnie zakladamy dla indukcji. ze wszystkie tezy
o dowodach liczacych co najwyiej n wierszy sa tautologiarni, i wyka
zujerny w kroku indukcyjnym. ze kazda teza 0 dowodzie dlugosci
n + I takze jest tautologia, Rozumujemy nastepujaco: przypuscmy, ze
teza ex rna dowod liczacy n + I wierszy. Z zalozenia indukcyjnego n
pierwszych formul skladajacych sie na ten dowod - to tautologie. Po
zostaje wiec tylko kwestia ostatniej, n + l-szej formuly tego dowodu.
Zgodnie z definicjq tezy formula La jest albo aksjomatem (Wlf(C
i tautologia - krok wstepny), albo jest wynikiem zastosowania ktorejs
z regul pierwotnych do wczesniejszych wierszy dowodowych. Nalezy
wiec pokazac, ie reguly pierwotne sa niczawodne, tzn. nie wyprowa
dzaja poza zbior tautologii, Jezeli \\' rstocre reguly pierwotne rozwaza
nego systernu aksjomatycznego Set niezawodne, wowczas zastosowane
do tautologicznych przeslanek daja tautologiczny wniosek, a zatem
D + 1 wiersz rozpatrywanego dowodu jest tautologia, Zasada indukcji
pozwaJa wnioskowac, ze wszystkie tezy, niezaleznie od dlugosci
dowodu, sa tautologiami,

Reasumujae: aby naszkicowane wyiej rozumowanie powtorzyc dla
konkretnego rachunku logicznego, w y s tar c z y s p raw d z i C.
czy wszystkie aksjomaty tego raehunku s a
t a u t o l o g i a m i oraz czy reguly p i e r w o t n e
s y s tern u s 11 n i e z a w 0 d n e.

(I. Aby udowodnic, ze kazda tautologia rachunku logicznego
istotnie jest teza tego rachunku ujetego w forme systemu aksjornatycz
nego, stosuje si~ rome techniki. We \vszystkich pi~ciu dalej prezento
wanych rachunkach logicznych stale b~dziemy uzywac tej sarnej
melody (poehodz'lcej od Leona Henkina), ktora polega na konstruo
\vaniu dla forrnuly nie ~dllcej te~ wartosciowania 5wiadcZ<lcego
o tym. ie nie jest ona tak,ie tautologlCl. A zatem odwoluJerny Sly do
argurnentacji nie\vprost.

Konstrukcja \vartosciowania obalajClcego jest dwuetapowa. Naj
pierw srodkami syntaktycznymi wykazujemy jstnieoie laklego zbioru
forroul. do kt6rego nie nalezy dana nie-teza, a nasl~pnie st\vierdzamy.
ze przynaleinosc do tego zbioru jaklejkolwiek formuly zlozonej zaleiy.
w charakterystyczny dla danego rachunku sposob, od przynaieinosci
don wszystkich formul \vspol\vyznaczaJClcych war lOse tej formuly
poprzez wartosciowania wlasciwe dla danego rachunku. Analizuj~c

. ., kte zuia st'lle Jogiczne danego jezyka syrnbolicznego.
anah~u!~ I chara ry J ~e;od)' semantycznej jest wyroznienie wsrod
\\ ynikiem zaSlOSO\Varua . I ... vnvch danego jezyka zbioru tauto ogn, UZycieogolu wvrazen sensov.. J •• . • bi .• k . rowadzi do wyrozrueola z ioru tez w zblorze
melod)'k,s)'h'n~a lYuCZ,dn~n:gOj·l'zyka. Raehunki Jogiczne, \V zaleznosc] od
wszyst Ie .orm T ". d

. k toda zostaly skonstruowane, utozsarruarny z je nymtego. J8 ~ me -e

z tych zbiorow. .
e lm zbior tak sarno Interpreto\vanych w j~zykul~SIO len sa ".

I m stalych Iogicznych charakteryzuJerny obierna metodarru.nalura ny 1:>' d ., ..
Nasuwa sie wtedy pytanie: czy rezultate~ ~bu po ejsc Jest ~en s~m
chunek czy rnoze dwa rozne. Odpowledz uzyskamy porownuJ<4cra , . Gd bwyniki obu uj~c: zbior tautologii ze zblorern te~ .y sa to z lory

identyczne, mamy do czymema z dworna .opls~ml tego samego
rachunku logicznego. Twierdzerue. "' dowodzie ktorego wykazujerny
identycznosc rych zbiorow, tradycyjnie nosi nazwe twierdzenia 0 pel
nosci, a formulowane jest nastepujaco:

T\VIERDZENrE 0 PELNOSCI DLA DO\.VOLNEGO WYRAiENIA SEN·
SOWNEGO exOKRESLONEGO Jf<ZYKA SYMBOLTCZNEGO:
ex JESTTEZJ\ DANEGO SYSTEMU AKSJOMATYCZNEGO WTbDY I TYL·
KO WTEDY. GDY ex JEST TAUTOLOGl1\ Z UWAGI NA WSKAZANA
RODZIN~ WARTOSCIO\VA!\;.

Wypowiedziane tu twierdzenie 0 pelnosci jest faktycznie schema
tern twierdzen i moze bye dowodzone tylko na gruncie konkretnego
rachunku logicznego. Poniewaz jednak w kazdym z dalej prezentowa
nych pitrciu rachunk6w logicznych dowodzic b~dziemy twierdzenia
o peJno$ci stosujqc ty sam~ Inetody• mozemy tu orn6wic schemat
lakiego dowod u.

Schemat dowodu twierdzenia 0 pelnoSci. Twierdzenie 0 pelnosci
wymaga dovvodu dwucz~ciowego. uzasadnic bowiem naleiy dwa
fakly:

1. Kazda teza jest tautologi<t.
II. Kazda tautologia jest te~.

. l. ~akt. ie kaida teza jest tautologill. uzasadniamy, stosujllc
In~ukeJ~ ze wzglydu oa d!ugosc dowodu tej tezy mierzon~ liczbQ
wlerszy d~WOdow~c~. W. kroku wstf(pnym wykazujerny, ie kazda teza
o dowodZte dlugosci 1 (ltcz'lcym jeden wiersz) jest tautologi~. Takimi
tezaml Sll wylClcz.n.ie aksjomaty. Naleiy wiyc sprawdzic. stosuj~c
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nk = to: ITn U {Yn} I- B}.
a zatem TIn U {Yn} I- {~%I'.... p~.}.Relacja infercncji jest przechodnia
(lemat 10), a wiec ITnU {Yn} I-~. co wobec okreslenia zbioru Il,
oznacza, ze pEn".
Warunek (ill). Rozwazana rodzina zbiorow zostala tak zbudowana.
ie kaidy jej kolejny element jest albo identyczny z poprzednim. albo
zawiera poprzedni jako swoJ podzbior wlaseiwy. 00;1

Tworzymy teraz sume rnnogosciowa wyrazow tego ciagu: U TIk
1<=1

oraz lwierdzimy. i.e ona wlasoJe Jest tym poU:idanym zbiorem
n~,ktory posiada wszystkie wlasnoscl wyliczone w punk tach (1)-(4)
dowodzonego twierdzenJa. I tak:

oc

(I) (l¢ U Dt. Gdyby form uta ex nalezala do tej surny. to n1usialaby
~=1

bye elementem ktaregos z jCJ skladniko\v. a to jest wykluczone
warunkiem (i).

CIO

(2) zatozmy. ie U Ilk I- ~.Istnieje \VOWC7..aS skonczony cillg uzasad-
":;1

niajllcy t~inferencj~: 01, ... On' Wszystkle zalole-nia wyst~pujllce
w tym ci'lgu oznaC.lll1Y 021, .... Oz... Wobec faktu. ie SUmO\Vana

Sprawdzmy, ze kazdy ze zbior6w nIl (k = 1.2,3 .... ) spelnia naste-
pujace trzy warunki: .

(i) (l;ITt•
(ii) jesl! n, I- P. to f3 E n.,
(iii) nkC Il, . I'

Waruoek (i). Poniewaz zalozylismy, ze Q It (1., zatem Il.¢ITI' Nato
rniast dla k > I takze « nie nalezy do IT", gdyz konstruujac Z JUz
utworzonych kolejne zbiory, wlaczamy do nich tylko te formuly
z ciagu L -. ktore Die pozwalaja na wyinferowame ex.
Waruoek (ii), Zalozmy. ze IT .. I- p. Istnieje zatem skonczony ciag
fonnul ~I' 132'... , Pm uzasadniajacy ty inferencje, w ktorym 13m = 13. a
wszystkie zalozenia w nim wystepujace naleza do zbioru [lie' Przy
puscmy, ze zalozeniami lymi Sil formuly 137.1'.... I3;r;. Zatem ciag
13,:"·'.~mstanowi uzasadnienie inferencji {Pta' ... , ~Zj}1-'13. Ze sposobu
W jaki zostal skonstruowany zbior Fl, wnioskujemy, ze istnieje takie
n < k, ze:

funkcje, ktora wszystkim elernentorn skonstruowanego zbioru przy
pisuje wartosc 1. a Iormulom pozostalym - O. dochodzirny do
\\ niosku. re Jest ona wartosciowaruem obalajacyrn dana nie-teze, ktora
tym samyrn okazuje sic nie-tautologia.

Definiujac zbior formul, ktory urnozliwi Dam okreslenie wartoscio
wania obalajacego. wykorzystywac bedziemy twierdzerne Conters
Assera. OWwypowiedzi i dowodzie tego rwierdzenia uzywac bedzicmy
dogodnych skrotow zarruast prsac .Jcrmula (l nalezy do (jest elernen
tern) zbioru ¢I" naprszemy (lE¢I. zarniast ••formula (l rue nalezy do
zbioru <1>" pisac bedzrerny: (l¢ <t>.

TWIERDZENIE 3 (0 REl..Al'Y'''';YCH ~ADSYST~1ACH ZUPELI\'·CH)
JEZELI FORMULA ex NIB JEST f1'.irEROWALl'\A Z DANEGO ZBJORU
FORMUL Q, TO ISThIEJE ZBICR FORt.fUL ITo TAKI. ZE:
(I) <X ¢ ITo:
(2) JEZELI nal- ~, TO ~ Eno;
(3) JEZELI P¢ ITo' TO 110U {P} I- ex;
(4) Q c fIo.

Dewod. W j~zyku kazdego z dalej prezentowanych rachunkow logicz
nyeh marny skonczona liczbe stalych i przeliczalna liczbe zmiennych,
W takiei sytuacn Z wszystkioh wyrazen sensownyeh jezyka (ktorych
jest lei przelicza.lnie wiele) moina utworzyc ciag, Kolejnosc formul
w tym ciagu jest obojetna, wazne jest tylko, ze znajduja sie w nim
wszystkie Iormuly danego jezyka. Przypuscmy. ze }:- = Y,. Y2' Y3""
jest takim wlasnie ciagiern.

Zalozmy, ze formula « nie jest inferowalna ze zbioru Q(Q f-.- <x). Dla
dowodu twierdzenia mamy skonstruowac zbior n; 0 wlasnosciach
opisanych \\' punktach (I) - (4). Rozpoczniemy od zdefiniowanla nJC
skonczonej rodziny (ci~gu) zbiorow formul IT}. (k = 0, t. 2.... ) \v ktoreJ

no =Q

II, = {~:QI-~} (czyt. IT, jest zbiorern tych wszystkich formu!~.
ktorc sll infcrowalne ze zbioru zaloien Q).

Kolejne zbiory tej rOdziny powstaj(! z poprzednich oraz z formut
z ci'lgu L 1 wedlug nastltPuj<lcej dyreklywy:

n {Ok nIrU{YIc}l-ex
k+ I = gdy

{p: 0" u {Yk} I- j3} ilk U {Ylc}If (1.
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I

I

to

(4) Poniewaz no =n. zas no c n1 oraz ill c Unit, zatern n c
1t=1

c n~. Tyrostwierdzeniem koriczymy dow6d twierdzenia Assera •

Prezentaeje wybraoych rachunk6w Iogicznych rozpoczniemy opi
sem klasycznego rachunku ulan (KRZ). Wsrod systernow, krore
przedstawimy, wysuwa si\! on na plan pierwszy nie tylko z uwagi na
sw6j siegajacy starozytnosci rodowod, lecz takze z tego wzgledu, ze
spos6b ekspozycji tego rachunku stal si~ wzorcem, wedle ktorego bada
sie i opisuje strukture innych rachunkow.

Najdawniejsze wzmianki 0 logice zdan znajduja si~ w rozwaza
niach rnegarejczykow. Szkola stoicka nadala jej ksztalt pryrnitywnego
systemu dedukcyjnego (Cbryzyp - III wiek p.n.e.). Zdominowana
i wyparta przez sylogistyke, a nastepnie zapomniana, logika wan
doczekala sie swego renesansu dopiero w wieku XIX. Wspolczesny
ksztalt zawdziecza pracom George'a Beole'a, Augusta de Morgana,
a zwlaszcza Gottloba Fregego, kt6ry jako pierwszy w 1879 roku
przedstawil KRZ w postaci systemu aksjomatycznego. Charles S.
Peirce w roku 1885 scharakteryzowaJ stale tego rachunku przy
pomocy tabelek wartosci logicznych. Badania nad KRZ prowadzone
w pierwszym cwiercwieczu XX wieku zaowocowaly nowymi, ciekawy
mi aksjornatykami (A. Whitehead, B. Russell 1910: J.G.P. Nicod 1917;
J. Lukasiewicz 1924). Twierdzerue 0 pelnosci dla KRZ udowodnil
w )921 roku Emil Post, natomiast twierdzenie 0 dedukeji wprost
opublikowali w roku t 930 niezaleznie: Alfred Tarski i Jakub Herbrand,
Wlasnosci KRZ stanowily jeden z gJownych przedmiotow badari
szkoly lwowsko-warszawskiej.

co
(3) Za!6irny teraz, ze Ii¢ U nk• Poniewai formula p rna swoje miej-

k=J
see w ciagu E-, istnieje taka liczba naturalna n, ze Yn= p. A zatem
Il,U {P} I- ex. Gdyby taka inferencja rue zachodzila, wowczas na
mocy konstrukcji rozpatrywanej rodziny zbiorow, formula Ii nale
zalaby do zbioru nn+ I' i wobec tego - do calej sumy, co jest

co
sprzeczne z zalozeniem, Poniewai Il,u fP} c Un" u {Pl. rnoze-

"=1
my korzysrajac Z Jematu 11 i wyiej stwierdzonej inferencji wnio-

co

skowac, ze: U II" u {P} I- a.
1t=1

}([asyczny rachunek zdan
Rozdzial IIrodzina zbior6w tworzy ciag rOSD~CYze wzgledu na relacje

zawierania (por. (iii)), istnieje najmniejszy zbior ilm taki, ktorego
elernentami s~ wszystkie zalozenia 0%1'... ,0%(Ciag 01, ••• , On uzasad
nia zatern takze inferencje nm I- p. Wobec (ii) oznacza to, ze

00

penm• i w rezuI tacie: pe Unit.
""I
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... lub ...
jezeli ... , to ...

) jednego spojnika jednoargumentowego:

nieprawda, ze

Wyliczajac te cztery spojniki zdaniowe wskazalismy te wyrazenia
jezyka naturalnego, ktorych wlasnosci beda przedmiotem naszych
dalszych rozwazari, Dokonany wybor przesadza, krore ze zdaii w sen
sie logiki bedziemy badac rozwijajac KRZ. Postepujac zgodnie z dy
rektywami zawartymi w § I rozdzialu 1. przejdziemy teraz do kon
strukcji adekwatnego jezyka symbohcznego, w ktorym rnozliwe bedzie
oddanie struktury zdan zlozonych zbudowanych przy pomocy wyrnie
nionych uprzednio spojnikow.

Alfabet jezyka KRZ. Alfabet ten sklada sie z trzech nastepujacych
grup symboli:

(1) S 1a I e log i c z n e: 1\. V, ~, I, zwane odpowiednio funkto
rami koniunkcji, alternaty\vy. implikacji i negacji.

•
• • • J •••

Wszelkie rachunki zdaniowe sluz'l badaniu struktury formalnej
zdari w scnsie logiki, Zdania teo ze wzgledu na S\"'! budowe, dziela si~
na proste i zloione. Te ostatrne to zdania, ktorych pewna cz~sc
wlasciwa sarna jest zdaniem w sensie logiki, Do zbioru zdari prostych
naleza natomiast te wszystkie zdania, ktore rue Set zlozone. Zauwazmy,
ze taka koncepcja zdania prostego j zlozonego rozni si~ od przyj~tej
w gramatyce jezyka polskiego

Do wiazama zdari w zdania zlozone uzywarny wyrazeri zwanych
spOjnikami zdaniowymi. Z kazdym spojnikiem zdaruowym skojarzona
jest pewna liczba naturalna zwana jego argumentowoscia. Mowi ona
o I)m. z iloma zdaniami dany spojnik tworzy zdanie zlozone.
Poszczegolne rachunki zdari stanowia narzedzie do badania roli, jaka
pelnia w jezyku naturalnym rozrnarte spojniki zdaniowe.

Nasze ujecie KRZ rna na celu przede wszystkirn analize trzech
spojniko ....' dwuargumentowych:

(2) Z m i e nne z dan i 0 we: p, q. r, s.... 'PI' P2' PJ'''' iworzace
zbior przeliczalny.

(3) N a w i a s y: (.).

Jak nalezy rozumiec wprowadzone symboJe? Klare wyrazenia
jezyka naturalnego Set ich odpowiednikami? Otoz stalym logicznyrn
odpowiadaja spojniki zdaniowe, w szczegolnosci:

funktorowi koniunkcji (1\ ) spojnik i ..."
funktorowi altematywy (v) - spojnik lub "
funktorowi implikacji (-+) - spojnik .jezeli , to .. :'
funktorowi negacji (I) - spojnik ,,nieprawda, ze ...",

zmiennyrn zdaniowym odpowiadaja zdania w sensie logiki, nawiasom
zas - znaki interpunkcyjne.

OEFINICJA WYRAZEl\IA Jf;ZYx,\ KRZ WYRAZENIEM J~7YKA KRZ
JEST KAZDY SKONCZONY CII\G SYMBOLI ALFABFTU TEGO l~L.YKA.

Wyrazeniami jezyka KRZ SCl wiec ciagi: -+, P21' ) 1\ (p-+, pqr,
(p -+(q VIP»). Natomiast nie sa wyrazeniarni jezyka KRZ napisy: p!q,
(ex -+ (~ V lex»), PIP3PS"'P2n+ I •••• poniewaz w dwoch pierwszych
wystepuja symbole spoza alfabetu, a trzeci jest nieskonczonym ciagiem
symboli.

DEFINICJA WYRAZENIA SFNSO\VNEGO Jl;ZYK,\ KRZ WYRA1..E
NIFM SENSOWNYM J~YKA KRZ JEST TAKJE T TYLKO TAKIE WYRA
.lENIE TEGO J~ZYKA. KT6RE L.OSTAlO ZBUDO\VANF ZGODNIE Z
NAST~PUJI\CYMI REGULAMI:
(1) KAZDA POJEDYNCZA ZMIENNA ZDANIOWA JPST WYRAil:NIEM
SFNSOWNYM,
(2) JElELI ex. ~ SI\ WYRA1ENIAMI SENSOWNYMI. TO (ex 1\ B), (exV P)
(ex-+ ~). lex TAKZE SI\ \\YRAt.fN1Arvtl SENSO\VNYMI.

Wyrazeniami sensownyrni (inaczej: formulami) jezyka KRZ sa
.... rnysl powyzszej definicji nastepujace ciagi symboli: p,. -..., -: r,
(p -+ I p), (p 1\ q) -+ ...,(q v p»). Natomiast wyrazenia: ) -+ p. pqPJ rue
sa sensowne. Latwo sprawdzic, ie sa one zbudowane inaczej niz
przewiduja reguly (J) i (2) delinicji i tym samym nie naleza do zbioru
wyrazen sensownych KRZ.

Zbior wszystkich wyrazen sensownych j~) ka K RZ oznaczac
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V('" ex)o
o
I
I

v(ex -+ ~)
1
o
I
I

DEFINICJA WARTOSCIO\VANIA W KRZ W/\RTOSCIOWANtEM W
KRZ NAZYWAMY KAZDI\ FUNKCJI; v ZE 7BIORU LKR7. W ZBlOR
WARTOScr LOGrCZ-NYCH (symbolicznie: v; L.-IIZ -+ {O,I}) TA..KJ\,ZE
DLA DOWOLNYCH FORMUt ex, ~ E LKRZ:

JEZELt v(a.) v(~), TO v(o: 1\ p> V(O: v P)
1 1 1 I
1 0 0 1o 1 0 I
o 0 0 0

Spojniki zdaniowe j~zyka naturalnego dzielimy na ekstensjonalne
i intensjooalne. SpOjnik ekstensjonalny charakteryzujc sie tyrn, ie
wartosc logiczna zdania zlozonego utworzonego przy pomocy tego
spojnika zalezy wylacznie od wartosci logicznej zdan skladowych. Na
podstawie analizy typowych kontekstow, w ktorych wystepuja rozwa
zane przez nas spojniki zdaniowe .J", .Jub", ,Jeieli. to", "nieprawda.
ze" stwierdzamy, ze Set one przykladarru spojnikow ekstensjonaJnych .
SpOjniki intensjonalne maja natomiast t¥ wlasnosc, ie wartosc logiczna
zdania zlozonego skonstruowanego z ich pomoca zaleiy nie tylko od
wartosci, lecz takze ad tresci zdan skJadowych. Przykladami spojni
kow intensjonalnycb S4 zwroty: "konieczne, ze", .rnozliwe, ze", "wia
domo, ze".

KRZ jest wiec teoria zwiQzkow miedzy wartoscia logiczna zdan
zlozonych zbudowanych z uzyciem spojnikow ekstensjonalnych a war
tosciami logicznymi zdari skladowych. Gdy przedmiotem anaLizy sa
spojniki intensjonalne. dla badania analogicznych zwiazkow konstru
uje sie inne rachunki logiczne.

Kazdy ze spojnikow ekstensjonaJnych w staly i sobie tylko
wlasciwy sposob uzaleznia 10giCZDIlwartosc zdan zlozonych od
wartosci zdan skladowych. Aktualne staje si~ wiec pytanie: Jakie SClto
zaleznosci w przypadku czterech ekstensjonalnycb sp6jnik6w stano
wiacych przedmiot badari KRZ? Odpowiedzi dostarcza nam definicja
wartosciowania w KRZ prczentujllca syntctycz.nie illteresujctce nas
zwi4Zki w formic tabelki. Przypomnijmy, ie w §2 rozdzialu I dla
oznaczenia wartosci logicznych przyj~lism) symboJe 1 (prawda) i 0
(nieprawda).

§2. Wartoscio~vania~vKRZbedziemy symbolem L..R/, a poszczegolne wyrazema sensowne i ich
zbiory ..:_zgodnie z urnowa z § I rozdzialu T. .

Przyjety sposob rozumienia symboli alfabeiu jezyka KRZ Spra\VI8.
ze na f~rmuly tego jezyka mozerny patrzec jak na ~chemal.y bu?owy
zdan jezyka naturalnego. Zatern kazde zdanie \\' sensre logtkl: za,rowno
proste, jak I zlozone, zbudowane przy pomocy czterech ~'ym~C?lonych
spojnikow, mozna .przeuumaczyc" na jezyk .KRz' u!a\vnlaJllC ty~
samyrn jego logiczna strukture. Oto przyklad. !ak nalez~ ntlumaczyc
z jezyka naturalnego na jezyk KRZ. Rozwazmy zdanie:

..Jezeli Ziernia jest okragla I Ziernla Jest planeia, [0 nieprawda, 7C
Ziernia jest plaska lub Zierma jest gwiazda",

Dazac do rnozliwre precyzyjnego oddania struk~ury te~o .zdanla
zastepujerny zdarua proste zmiennymi zdaniowymi, przypisujac:

zdaniu .Ziernia jest okragla" - zmienna p,
zdaniu ..Ziemia jest planeta' zrnienna q,
zdaniu "Ziemia jest plaska" zmienna r,
zdaniu ..Ziemia jest gwiazda" - zmienna s.

Nie jest istotne. jakre zmicnne wybierzerny do oznaezenia tych zdari,
byle tylko roznyrn zdaniom przyporzadkowac rome zmiennc. Gdy
teraz spojniki "tlumaczonego" zdania zastapirny odpowiednimi funk
torarni, otrzymamy w wyniku taka oto fOIIDUI~ KRZ:

((p 1\ q) .... -, (r v sj].

Zwrocrny uwage na Iakt. ze spojniki poddawaoe analizie w ramach
KRZ maj'l na gruncie J~zyka naturaJnego rome synonim). Cz~sto
poslugujemy Sl~ na przyklad spojnikami ..... oraz " ezy tei " .. a ..."
\v tym samym zoaczeniu co spojnikiem ..... I Podobnie jest
w przypadku pozostalych spoJniko\v pierwoLnyeh KRZ. W szczcgol
nosel odnotujmy, ZC spoJnik ..nieprawda. Ze ... " bywa zast~po\vany
przedorzccznikow<! partykull! ..nie":

(I) Nieprawda. ie Zicml3 Jest gwiazd'l.
(2) Ziemia nle Jest gwiazd<i.

Przyjmujelny, ic obu tym zdanlom nalezy przypisac tcn san1 schemat
(negacja zmicnnej), min10 pe\vnej odmiennosci ich struklury.

Na zakonczenie rych uwag 0 j~ku KRZ przyjmijmy un10w~
o opuszczaniu ze\vo~trznych nawiasow w formutacb, zgodnie z ktorll
zamiast pisae ((p 1\ q) -+ -, (r v s»). napiszemy (p 1\ q) ......-, (r v s).
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i ostatecznie wyJiczyc wartose calej formuly:

v((p 1\ q) -+ ,(r v s))= l

A zatem zdanie 0 scbemacie (p 1\ q) -+ ,(r V $) przy opisanym wartos-
•ciowaruu v przyjmuje wattosc 1. Jest to zgodne z naszymi intuicjam~

bowiem zdanie, 0 ktorym mowa,jest istotnie prawdziwe. W ten spoS"ob
definicja wartosciowania utnoiliwia na,m "wyljczenie~' watftoSci logicz
nej zdaDia z{ozonego zawsze wtedy, gdy znamy wartosci zdan skla
dowych.

Formuly ra'Cb,u'nku zda6 S'l jednak beztresciowymi scbemata~
a zmienne \v nich wyst~pujllce nie majll iadnej wartosci logicl.nej.
Moina co najwyiej zaktadac, ie przyjmuj~ OD~ takie czy jhne
'hipolelyczne wartosei logiczne, i badac, jak w poszczeg61nycb przy-

:V(1 (r v s))= 1~(r V s)= 0,v(p '" q) = 1,

v(p) = v(q) = 1 oraz v(r) = v(s) = 0

Definicja wartosciowania w KRZ pozwala nam wnioskowac, ze:

pad~~c~ ~szta~o,wac si~bedzie wartosc calej forrnuly. Na szczegolne
wyrol.nl~nle wsro,d. form~l KRZ zasluguja te, ktorych wartosc przy
wszys~ch ~~tosc!oW'a~laeh jest niezrniennie rowna I; nazywamy je
tautologiami 1 uwazamy je za schematy zdan wylacznie prawdziwych.

DEFINICJA TAUTOLOGJI KRZ JEZELJ WAf{TOSCDANEJ FORMULY
ex JEST STAlA PRZY WS2YSTKrCH WARTOSCIOWANJACH KRZ J
ROWNA I, TO MOWlMY, ZE rJ.. JaST TAUTOLOG}~ KRZ.

Jak praktycznie rozwiazac problem ustalenia, cz.y konkretna for
mula KRZjest tautologia tego rachunku? Pytanie to wyrnaga zastano
wienia, bowiem z defi1'Ucji wartoseiowama, wobec nieskonczooej
Iiczebnosci zbioru wyrazen sensownych KRZ (samych zmiennych
zdaniowych jest nieskonczenie wielel) wnioskujemy, ze j roznych
wartosciowan jest nieskoriczenie wiele, Tautologia jest wiec taka
formula, ktora prey kaidym z nieskonczenie wielu wartosciowan
przyjmuje w-artosc 1. Gdybysmy chcieli rezpatrywac kame z wartes
ciowan osobno, procedura badania tautologicznosci forrnul bytaby
nieskoriczona. Jednak, jak sie zaraz okaze, t~nieskonczona rodzine
wartoseiowari potrafimy tak pogrupowac, ie w tezultacie zawsze
vv skoriczonej liczbie krokow rozstrzjgamy, czy dana formula jest, czy
tez nie jest tautologia,

Ot6± kazda formula zbudowana jest ze skonczonej liczby zmien
nych zdaniowych (porewnaj definicje wyrazenia i wyrazenia senso\y
nego KRZ), lComentuj~c definicj~ wartosclowania w KRZ podkresli
lismy, i.e wartose formuty zaleiy od tego, Jak s(!wartosciowane wla!nie
te, wyst~puj~ce w formule, zmiellne. l'Ja wartose bad.anej formuty nie
maj<l natomiast iadnego wptywu wartosci tych zmiennych, ktore
w formule nie wystypuj(!. Z tego wzgJydu sprawdzaJ'!c, czy pewna
formwa jest tauto!ogi(;!, dzjelimy wszystkie wartosoiowania na pewn<t,
zawsze sko6cZOfl(! liczb~ grup tak, aby w obr~bie jedDej grupy
zamko(!c wszystkie te wartosciowania, kt6re nie r.oini<t si~ mi¢zy
sob~ wartosci'ami na zmiennych wyst~puj~cy.ch w danej fonnule. Jesli
badana formula zbudowana jest z n roznycb zmiennych, wszyslkie
wartosciowania dl.ieJimy na dokladnie 2R r6i:nych grup. I tak, w przy
padku formuty zbudowanej z jednej zmjennej, powiedzmy p, wszystkie
wartosciowania dzielimy na dwie grupy: Jill. Do grupy I. uto7.samla
nej z ukladem wartoSol <1), zaliczamy wszy,stkie te wartoSciowania.
1ct6re zmiennej p przypisuj'l wartosc t; do grupy II. utoisamianej

Wynikajacy bezposredno z tej definicji wniosek dotyczy waznej
wlasnosci wartosciowania. Moina ja ujac nastepujaco: Dla dowoloycb
wartosciowan "VI i v1 ora? dla dowolnych formul ~I ~: jezeli Vl'(~) =
= vz(a.} i vl(P) = v2(P), to dla dowelnego wyraZe~ia ~e~owneg.o
y utworzonego z formul ex,p: v1(y) = vz(y). W szczegolnosci zau~a~
my, ze gdy dwa wartosciowania vii "12 w, identyczny sposeb oce~laJll
kaidll ze zmieonych zdaniowych (tj. v,(p) = v2(p). v1(q) = v2(q) l~d.),
to rowniez identycznie oceniaja ka.id~ formule KRZ. Podsamowujae:

) f· •••

wartosc formuly jest jedooznacznie zdetermlnowana wartosciarm JeJ
podformul, a wartosciowanie jest zadane jednoznacznie przez podanie
wartosci, Jakie przypisuje wszystkim zmiennyrn.

Drugi wniosek: jeSli znamy wartosci Jogiczne zdaf skladowych, lo
poslugujac sty definicja wartesciowania w KRZ mozemy "wyliczyc"
wartosc kazdego zdania ztozonego skonstruowanego za pomoca
wybranych przez nas ezterech spojnikow zdaniowych, kt6rym odpo
wiadaja funktory: 1\, V, -+, 1. Dla przykladu wezmy pod uwag~
analizowane w § 1 zdanie 0 schernacie (p 1\ q) -+ l (r v s). Wiemy, cze
zdania, ktorym przypisalismy zmienne p i q, S4 prawdziwe, a zdania,
ktorym przypisalismy zmienne r i s, S!l falszywe, rozwasmy zarern
wartosciowanie v, ktore dyktuje nam nasza wiedza:

\..
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Formula p v -,p jest tautologia KRZ.

(1) ezy jest tautologia KRZ formula p v -, p?
P -,p P v -,p
lOt
o 1 I

(5) Czy jest tautologia KRZ formula (p v q) ....(p 1\ q)?
p q p v q P 1\ q (p V q) --+(p 1\ q)
1 1 1 1 1
1 0 1 0 0
o 1 1 0 0
o 0 0 0 1

Formula (p v q) --+ (p A q) Die jest tautologia KRZ. Falsyfikuja j!l
wszystkie te wartosciowania, ktore przypisuja rozne wartosci zmien
nym tej formulv,

Zademonstrowana tu metode sprawdzania taurologicznosoi nazy
wac bedziemy tabelkow~ lub inaczej: wprost Nie jest to metoda
jedyna, Mozliwe jest rowniez poszukiwanie odpowiedzi na pytanie
o tautologicznosc Iormuly oa drodze rozumowania niewprost. Stanowi
ono pr6b~ rekonstrukcji wartosciowania falsyfikujacego badana for-

(4) Czy jest tautologia KRZ formula (-,p --+ ...,q) -+ (q -+ p)?
p q -,p -,q q--+p ""p-+-,q (-,p--+-,q}--+(q-+p)
11001 1 I
10011 1 I
01100 0 1
00 III 1 1

Formula (-,p -+ ...,q) -+ (q -+ p) jest tautologia KRZ.

Zeby WI(:C odpowiedziec na pytanie, czy Jest tautologia dowoJna
form uta 0 dwoch zrniennych, zamiast badac nieskonczenie wiele
wartosciowan, wystarczy sprawdzic, jaka jest wartosc tej formuly przy
czterech wyiej wyliczonyeh ukladaeh wartosci dla jej zmiennych.
Formula jest tautologia, jesli przy kazdym z nicb przyjmuje wartosc 1.
Analogicznie postepujemy z formulami 0 wiekszej liczbie zmiennyeh.
Dia kaidcj z nich pytanie 0 tautologicznosc rozstrzygnac rnozna
w skoriczonej Iiczbie krokow.

Aby sprawdzie, czy Jest tautologia pewna formula KRZ, konstru
ujemy tabelke, w ktorej uwzgledniarny odpowiednia, zalezna od liczby
zmiennych tej formuly, liczb~ roznych ukladow wartosci, Kazdy uklad
wartosci zapisujemy i rozwazamy w oddzielnym wierszu, Liczba
kolumn tabelki zalezy od stopnia komplikacji rozpatrywanej formuly.
W naglowkach poszczegolnych kolurnn wpisujemy, poczynajac od
najprostszych, wszystkie wyrazenia sensowne, ktore rnozna wskazac
studiujac budowe badanej formuly (nazywamy je podformolami tej
Iormuty). Kolumny wypelniamy wartosciami Iogicznyrni odnoszacymi
sie do formul wymienionych w icb naglowkach. Ostatnia koiumna
tabelki zawiera wartosci logiczne przypisywane calej rozwaianej
formule. Patrzac na t~ kolumne, udzielamy odpowiedzi na pytarue, czy
sprawdzana formula jest tautologia KRZ. Przejdzmy teraz do kon
kretnych przykladow:

wartosciowania v takie, ze: v(p) = 1, v(q) = J
wartosciowania v takie, ze: v(p) = I. v(q}= 0
wartosciowania v takie, ze: yep) = 0, v(q) = I
wartosciowania v takie, ie: v(p) = 0, v(q) = 0

(1.1)
(1,0)
(0.1)
(0.0)

I.
[I.
Ill.
IV .•

(2) Czy jest tautologia KRZ formula -,(p 1\ -,p)?
p ...,p PA-,P -'(PI\IP)
1 0 0 I
010 1

Formula ,(p 1\ -,p) jest tautologia KRZ.

(3) Czy jest tautologia KRZ formula (p -+ q) -+ (-,q -+ ...,p)?
p q ""P ...,q p -+ q -,q -+ -'P (p -+ q) -+ (-,q -+ -,p)
11001 I I
10010 0 1
OJ 101 1 I
00 J 11 J 1

Formula (p -+ q) -+ (-,q -+ lP) jest tautologia KRZ.

7. ukladem (0) - te, kiore zmiennej p przypisuja wartosc O. Gdy
w formule wystepuja dwie rozne zmienne, p i q, ogol wartosciowari
dzielimy na cztery nastepujace grupy:
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~l\tJ
(KO)oIo1

2.

(K I)

. Po Jego, ~ewejstronie wpisywac bedziemy formuly, kt6rym przyslu
guje wartosc I, natormast po prawej te, ktoryrn przysluguje wartosc O.
Do konstrukcji diagramow uzywac bedziemy osmiu regul rozkladu
formul, bedacych bezposrednimi wnioskami z definicji wartosciowania
w KRZ:

,~o

Jak nalezy rozumiec dyrektywy zawarte W tych regulach, wyjasni
my na dwoch przykladach. Przypuscmy, ze przy okreslonym warto
sciowaniu formula <X A P przyjrnuje wartosc 1 (znajduje sie w lewej
kolumnie), Zastosowanie rna wtedy regula (K I), zgodnie z ktora oba
czynniki tej koniunkcji - formuly <X i P - umieszczamy w lewej
kolumnie diagramu, co odpowiada przypisaniu im wartosci 1.Jesli zaS
przy pewnyro wartosciowaniu formula exA p rna wartosc 0 (znalazla
sie po prawej stronie dzielace] diagram kreski pionowej). wowczas,
zgodnie z regula (K 0), zachodzi jedna z dwoch mozliwosci: albo
a przyjmuje wartosc 0 j ten przypadek rozpatrujemy jako pierwszy
(wpisuJ<tc ex \v prawej kolumnie te] czesci diagramu, ktora zosrala
oddzielona pozioma Iinia), alba to p rna wartosc 0 i teo przypadek
rozpatrujemy jako drugi, umieszczajac teraz forrnule P w prawej
koJumnie kolejnej, wydzielonej kreska pozioma, sekcji diagrarnu.
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o1

~

( N J)
1 ( NO)o

2. /J

t a

(11) 1 0

«-fJ

2 P

1 «

( I 0)J 0

a

avp
a v p

~

(AO)I 0

J

~ p

(AI) I 0mule, Punktem wyjscia metody niewprost jest hipoteza, ze sprawdzana
formula tautologia me jest i jako taka przy pewnym wartosciowaniu
przyjmujc wartosc O.Wnioskujemy stad, choc nie zawsze jednoznacz
me, jakre wartosci przysluguja jej podformulom coraz to bardziej
elementarnym. Jezeli kazda z dreg. na ktorych usilujerny skonstruo
wac wartosciowanie falsyfikujace, zamknie sprzecznosc (przejawiajaca
sie \\ rownoczesnym przypisaniu pewnej formule roznych wartosci
logicznych), wyciagarny wniosek, ze dla rozpatrywanej formuly nie
istnieje wartosciowanie obalajace. Jest lO rownoznaczne ze stwierdze
niem, ze jest ono tautologia. Jesh natomiast ktoras z mozliwych drog
nie zakoriczy si~ sprzecznoscia, mimo ze badana formule rozlozylismy
na najprostsze podformuly (zrnienne zdaniowe), wnioskujemy, ze
konstrukcja wartosciowania obalajacego powiodta sie, a sprawdzana
formula tautologia nie jest.

Badajac tautologicznosc formul metoda niewprost bedzierny sie
poslugiwac takim oto diagrarnem:
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Sprzeeznosc zaznaczona strzalka swiadczy 0 tym, ze formula
i(P 1\ ,p) jest tautologia KRZ.

p (k 1)

,p (X 1)

P (1'1 1)

I 0

(2) ezy jest tautologia KRZ formula ,(p 1\ -,p)?
Zakladamy, ie nie, po czym stosujemy reguly:

I 0

(1P_,q)+(q ...p)

, p.,q q-p (J 0)

q p (J 0)

,p (J J)

1- p (N 0)

2. ,q ( I J)

q (N 1)
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Zauwazmy, ze zmienna p zostala wpisana W obu kolumnaeh
diagramu. Oznacza LO, ze zostaly jej przypisane dwie rozne
wartosci logiczne. Ta sprzecznosc (sygnalizowana strzalka) swiad
czy 0 tym, ie rue istnieje wartosciowanie falsyfikujace, zatem
badana formula jest tautologia KRZ.

W ?bu przypadk.ach, krore nalezalo rozwazyc eliminujac impli
kaCJ~ w kolumnie lewej, natrafilisrny na sprzecznosc, badana
f~rmula jest tautologia, Zauwaimy, ze w wierszu drugim'i trzecim
diagramu mozliwe bylo przyjecie innej kolejnosei stosowania
regul, Podkreslmy zatern, ze kolejnosc ta jest obojetna, tzn, wynik
st:>rawdzania ,o.d niej nie zalezy. Moze natomiast zalezec dlugosc
diagramu. Jesli wiec mamy w konkretnym przypadku mozliwosc
wyboru, .praktyczni~ j~t w pierwszej kolejnosci korzystac z tych
regul, ktore pozwalaja jednoznacznie ocenic podformuty iodsunac
moment wyodrebnienia w diagramie numerowanyeh segmentow.

(4) ezy jest tautologia KRZ formula (IP -+ Iq) -+ (q -+ p)?
ZakJadamy, ze Die, po czym stosujcmy reguly:

(I J)2.

p1

(N J)qI 0

pv,p

p Stosujemy regule (A 0)
a nastepnie regule (N 0) 1,p

p

q

(NO)p

C I 0)

(J 0)

(3) ezy jest taut.olo~'l KRZ formula (p -+ q) -+ ( tq -+ ...,p)?
Zakladamy, ze rue, po czym stosujemy reguly:

I 0

(f I)

Przejdzmy teraz do konkrctnyeh przykladow stosowania melody
niewprost. Posluzmy sie \v nieh forrnulami juz sprawdzonymi metoda
tabelkowa, by umozliwic czytelnikowi porownanie obu sposobow
ustalcnia odpowiedzi na pytanie 0 tautologicznosc wyrazenia senso
wnego KRZ.

(1) Czy Jest tautologia KRZ formula pVIP?
Zalozmy, ze nie jest. Istnieje wiec wartosciowanie, ktore tej formule
przypisuje wartosc 0; wpisujemy zatem p VIP w prawa kolumne
diagramu:

-..,
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T\\ IERDZE:'OIF: J ¢Iv [e] F fo:Rl P \\'TEI»)' 1nLKO \\'TEO'. GD\'

$F ..lt/. IX -+ P,
00"00. (I) Zaloimy, ie (1) cJ> v ta.} F..uP oraz, dla dowodu nie
\\'prost, ie (2) elllj: t:.aza -+ p. Z (2) iz definicji \\)'nikania \\' KRZ \\nio
:.kujcmy. ie istnicje lakie \vartoscio\\'anic KRZ. nllZ"ijmy je \', i:.e (3) 't'

spelnia zbior 41. a mimo to nic spclnio rormuly ex- ~, czyli lzgodnic z
definicj~ spctniania): (4) V(IX - P) = O. SI1!d, na moey definicji warto-
cio\\'ania KRZ ustalamy. ze (5) \'(ex) = 1 omz (6) \1P) = O.Skoro Vollr
to;cio\\'arue \' spemia zbi6r (I) i spelnia fonnul~ cx(por. (3) i(5J~ 10 tyro
samym (7) v spelnia zbior <1> v {ex'.Z (7) i (1). 7.godnic z dclinicj~ "'yni-

Poniewaz przypadek I.J konczy sj~ sprzecznie, badamy kolejny
przypadek 1.2. Tu sprzecznosci nie rna, Badana formula nie jest
\\'I~ tautologia, Rozwazanie przypadku 2. w ktorym drugi czlon
alternatywy p v q przyjrnuje wartose 1. jest jU7. bezoelowe.

W ~torych. segmentach diagramu 0 wielu przypadkach mozna
a w ktof)'ch rue wolno poszukiwac sprzecznosci? OIOZ sprzecznosei
~kam~' tylko \\' o~~~bie ,.\\'SpOlnego- przypadku. Jesli np. w diagra
~Ie z.naJduJCSl~C7~SCOlnaczona 2.1. t.2. to dla formuly lam wpisanej
szukamy par)' sprzcczncj \\' obrpbic segmcnto,,' , I I 2 I ., oraz .• 1: -. • • " _ \\ nle
numero\\'ancJ ~tko\\'ej ~ diagramu. \\·spOlnej \\'szystkim roz
patJ}'\\'anym prz)'padkom,
< ,Z di~gramu, \\' .klorym. rc~na droga budo\\'y \\'artosciowania
falsyfi~~JClcego 7~konC'J:yla Sl~ nlesprlecznie. odC'lytac moi.emy uklad
\\'ar~_oscl.dl~ zm.l~nnych ~a.nio\\'.ych, przy ktof)'m badana fonnula
~TZ?JmuJe \\ artosc 0, A~81t.ZUJ'Icdiagram 7. przykladu (5) st\\ ierdzamy
d! Jest 10 uklad przyplsuJ,!CY 1.miennej p ,\'artosc 1 (przypadek 1):
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q1,2

p1.1.

p

(I 0)

(A .) \\' obrebie pierwszego przy
padku rozpatrujerny Iormu
I~ p 1\ q, ktorej wartosciq
jest O. Zgodnie z (K 0) roz
patrzyc nalezy dwa pod
przypadki przypadku I.

pvq pllq

I 0

(" 0)

(~ 0)

1.

a zrniennej q - wartosc 0 (przypudck 1.2l. Uklad wartosci (1,0) jest.
jednym z dwoch, prz)' ktor) ch wyrazenie sensow ne (p v q) .... (P 1\ q),
badane metoda tabelkowa (por. str. 37). prz)jmuje \\'aftOSC O. Orugi
z nich - (0. 1> - odnalezlibysmy w przypadkach 2.1. 2, gdybysmy
kontynuowali budowe diagramu.

Przejdzrny z kolei do omowienia reJacji wynikania w KRZ.
\\t definicji tej relacji odwolujemy i~ do pojecia spelniania znanego
nam 7. ~ 2 rozdzialu I i scharaktcryzowancgo lam lcmatami J i 2.

Ol:FI:"ICJA \\'\';:";ltI:A;:";I \ \, KRZ Zr. Z810RU FOR~IUl. ell WYNIKA
NA GRUNCIE KRZ ZBI6R FOR~'Ul 'I' (symbolicznie: ellFKU'I')
\\'TEO" I rvixo ,\t, ,', cr. KA'..DE \\,ARTOSCIO\\ANIE KRZ
SPElNIAJ/\CE ct> SPI t"lll\ lEl 'fl.

Zapisu: <t> ~ KRJ. 'I' uzywarny wtedy, gdy ze zbioru fonnul ct> nie
wynika \\. KRZ zbior '{I Zgodnie z definieja sytuacja taka rna miejsee
\VO\\CZ3S.~d) istnieje \\ KRI war :l)Scil1\\'ani~ -pelni.ijace zbior <t> i nie
spelniajace zbioru '1'. Przypomnijmy tez, ze pisac bedziemy ct> P "RZ ex.
zarmast <l> L Kal r'X}.

Relacji wynikania w KRZ prz)slugujll wszystkie ogolne wlasnosci
ujete w lema 1) 1-" (pI -r s 2, rozdzial I). Procz nich relac]a ta posiada
rowniez wlasnosci specyficzne. scislc zwiqzane z KRZ, z prawdziwo
scio\\'~ charakter, st) k, funktorow tego rachunku, La\\ artq w definicji
wartoseiowania, \\'srOd nich poczesne rniejsce zajmuja wlasnosei
ukazujace zaleznosci porniedzy w ynikaniern a implikagq i negaeja. feb
prezcntacji poswiecimy kolejne rrzy iwierdzenia bedace sernantycz
nymi odpowiednikami twierdzen 0 dedukcji,

(5) Czy jest tautologia KRZ formula (p v q) - (p 1\ q)"!
Zakladarny, ze nie, po czym stosujerny regulv:

,\t ?bu przypadkach, krore nalezalo rozwazyc, elirninujqc irnpli
kacJI? w kolumnie 1 natrafilisrny na sprzecznosc, Badana formula
jest tautologia,
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~ wniosek

Przeniesmy teraz na grunt KRZ pojecie reguly normalnej:

DFFINIC.JA REGULY NORMALNf:J KRZ REGULA JEST NORMALNA
NA GRUNCIE KRZ WTEDY I TYLKO \\'TED,\, GOY OLA DOWOLNEJ
PARY ($. {ex}> NALEi'"CEJ DO TEJ REGUL Y ZACHODZI \\'YNIKAlIo'lE:
CI) l=KUa.
Znaj:tc zatem schemat pcwncj rcguly elementarnej rnoicmy pylae.

C7.yjest to scbernat reguly normalnej. Odpowiedz mozerny UZ) skac
stosujac rozumowanie niewprost, Jego wyraz graficzny podobny jest
do tego, jaki przyjmuJe sprawdzanie lautologJcznoSci rnctod~ nie
wprosl. Analizie poddajemy par~ podstawow:t badanej reguly. Zakta
dam} niewprosL ie nie rna ona wlasnoSci przyslugujllcej parom reguly
normalnej. a \\1~ i:e z jej pneslanek nie \vynika v. KRZ jej \\·niosek.
Zgodnle z definicj'l wynikania sYluacja taka rna miejsce \\'O\\'czas, gdy
pewnc wartosciowanie spelniaj~ce zbi6r przeslanek nie spelnia wnio
sku. przy tym warloSclo\\'aniu przeslanki przyjrnujll warlosc I, a \l.oio
sek - wartoSt O. Wplsujemy zatem przeslanki \\' lew'l. a \\'niosek
w pra\\''l kolumn~ diagrarnu j pro\\'adzimy daJS'lC rozumoYtanie
korzyslajClc z regul konslrukcji diagramu. Spr7.ec7.nOSc7..ltrnykaj:.Jca

DowOd. !') Zalozmy, ze (I) $u{a}I=KRl{~'''P} i dla dowodu rue
WP~OSl.~e (2) $~KR1. '1IX. Z (2) wobec definicji wynikania W KRZ
wnlo~k~Jemy, it! (3) istnieje ".artoSciowanie w KRZ. powiedzmy v.
speln~aJ~ce ell a.'e nie spelniajace ., IX. Z (3) na podstawie defimcji
spelniania .\vnoslmy. ie (4) v(.., ex) - O. a z (4) ide6rucji wanoscicwann
w KRZ. re (5) v(a) = J. co oznacza, ze wartoscrowame v spelma
formu!~ a. Sko~~ przy v .spelniony jest <J) i spelniona jest formula IX. to
~godnle l definicja spelniania, spelniona jest iakze suma: $u {a}.Stad
jednak, w~bec (I), definicja wynikania w KRZ pozwala wyciClgnqc
\vnlo~ek~. ~e (6) ~ .spelnia zbior {ti . .,~}. Korzystajac z definicji
spelniania ~I.wartosclowanla u~lala~y. 7C zarazem \'(P) = I i v(~) = O.
SP~~~ ,La zamYk~ ~O\\'oo pierwszej cz~ci l\\'ierdzenia.
. (2) Zalozrny z kolel, ze (I) <l> 1= t;RL ., a i niewprost, ie rownoczes

n~.e( ) ~ u{~}~KRZ {Po -, P}; ~ (2) oraz definicji \\ynikania \\. KRZ
~lemy. ze (3) l~tnleJe v wa.rlosclowanie KRZ spetniajClce <l> u{:x}. Z (3)
I lematu J moze"','y wywnlos.kowac, ie (4) V spclnia zbior <!> oral ze (5)
yea) - I. Natornlas.{ z (1) I (4) przez defi.nicj~ wynikania w KRZ
wyprowad7.amy wruosck ze' I . .. .. . ... • v s~ nla -, IX, czyh InaczcJ (6) v( -, a) = I.
KOil:ystaJ<lc z defimCJI wartosciowania ustalamy l'C (7) () - 0\\' t m . , . . _ ,. v a - .

.y mleJlicu.Daszego rozumO\\'anla poJa\\la si~ sprzecznosc (5) (7))
konC7~ca dowod • '
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przeslanki
TWIERDZE,\IE 2 $u {a} 1= "u {P, -, P} \VTEDY I TYLKO WTEDY.
GO)' ell 1= KRI ,(C.

•

T\\'IERDZENIE 3 <l> u {., a} F= KRZ {~, ,~~ WTEOY I TY1.KO WlcOY,
GOY $ 1= "RZa. .

Dowod twierdzenia 3, w pelni analogiczny do dowodu twierdzenia
2. pomijamy.

Postepujac zgodnie z planem nakreslonym w rozdzialc I zajmiemy
Sl~ teraz regulami KRZ, Przypomnijmy, 71!regul'l nazywarny dowolny
zbl()r par ($,{a}>. gdzie $ stanowi zbior przeslanek. a jedyny element
zbioru {«} - wniosek. Przypommjmy rowniez, ze wsrod wsrystkich
regul wyroznilismy reguly elementarne, to jest takie. ktore wraz
z pewna para podstawowa zawreraja tylko i wylacznie wszysikie jej
uszczegolowiema, Reguly eJementame 0 parze podstawowej
({a ...... ak}. {P} > przedstawiarny w formie schema lOW, w ktorych
pozioma kreska oddziela przeslanki od wniosku:

kania w KRZ wnioskujemy. it': v spelnia Iormule p. czyli (8) v(P) = 1.
Sprzecznosc w krokach (6" (8) koriczy pierwsza czesc dowodu.

(II) Zalozmy z kolei, ze (I) $ J= "RZ a - P oraz, dla dowodu
niewprost, ze (2) ell u {a} t;e "RlP. Z (.2) oraz z definicji wynikania
w K RZ wnioskujemy. ze (3) istnieje wartosciowame w KRZ. powredz,
my \': sJ?Cmiaj~.ce zbior cl> u {«} i rue spelniajace p. Z (3) i definicji
spelniania wynika, ze (4) \'(p) = O. a lemat 1 I definicja spelnlania
uspra\\'ie~li\via wnioski: (5) ... spelnia zbior cJ> oraz (6) v{«) = 1.
~orzYSI3J~C z definicji wartosciowania w KRZ z (4) oraz (6) wnosirny,
ze (7) v(a -t P) = 0, co oznacza, ze wartosciowanie v me spelnia
formuly IX -t p. Natomiast z (I,. (5) na moe)' definicji wynikama
w ~RZ wnioskujemy, ze v spelnia ~ -. p. tj. (8) v(a - P) = I; sprzecz
nose w krokach (7), (8) koriczy dowod •
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Wobec sprzecznosci zamykajacej obie drogi tego rozumowania,
wnioskujemy, ze proba konstrukcji takiego wartosciowania, ktore

(J I)2.

1. (I .)

1 0

Brak sprzecznosci juz na pierwszej z dwoch mozliwych drog
rekonstrukcji wartosciowania obalajacego swiadczy 0 tyrn, ze
wynikanic {(X -+ ~.~} t= KRLex nie zachodzi, a tym samym badana
regula me jest normalna.

Przenosimy z kolei na grunt KRZ pojecie reguly niczawodnej:

D..:lcIN1CJA REGULV 1'IolEZA\VOD~EJ KRZ REGULA JES1'!'lA GRUN
CI E KRZ :>'lEZAv,rODNA \\"ED'a' I n LKO \\·TEDY. GOY DLA KAlOEJ
~ALE7 ,\eEJ DO NIEJ PAR' :Cl>. ~~}) ZA\\'SZE \\'TED", GOY '1> JEST
ZBIOREJl.1 TAUTOLOGII KRZ. FORMULA !X JEST R6wNIEZ "f:AUTO
LOGll\ reoo RACHUNKU.

Wykazerny, ze przyktadem reguly niezawodne] KRZ Jest pewna
nieelernentarna regula zwana regulq podstawiania,

Zanim jl;l zdefiniujemy. urnowimy sie, ze:

Zakladamy, ie z przeslanek pary podstawowej nie wynika w KRl
jej wniosek. lstnieje wiec wanosciowanie. ktore przeslankom daje
wartosc 1. a wnioskowi - O. Schematy formul ex ....... ~ oraz
a wpisujemy \\' lewa, p 7..aS w prawa kolumne diagrarnu i siosujerny
rcgul~ (I I):

•L

(1) Sprawdzamy, czy Jest normalna regula elementama 0 schemacie:

ex ....... ~
fX

1 •

C I I)

Zakladamy, i.e z przeslanek pary podstawowej nie wynika w KRZ
jej wniosek i konstruujerny stosowny diagram, wpisujac a _. p, p
w Jego lewa, a ex - w prawq kolurnne.

(2) Sprawdzamy, czy jest normalna regula etementarna 0 schemacic:

(X-+P
P--

spelnia przcslanki, a zarazem nie spelnia wniosku, nie moie sie
powicsc, Rozwazana regula elernentarna jest normalna, bo przed
sta v, iony v,yiej diagram uzasadnia schernat wynikania:
{a -+ P. (X} 1== KRZP, pod ktory podpadaja wszystkie pary rcguty.

ka7dct 7. dreg tego rozumowania kaze nam odrzucic przyj~l~ hipoteze
j uznac, 'i.e parze podstawowej badanej reguly przysluguje charaktery.
sty ana \\ lasnosc wszystkich par reguly normalnej. Natorniast brak
sprzecznosci chocby \\ jednyrn z rozpatrywanych przypadkow po
twierdza wstepne przypuszczenic

Jak interpretowac obie opisane wyiej sytuacje wobec faktu, ze
wszystkie pary badanej reguly S'I tylko uszczegolowiemem pary
podstawowej? Otoz jesli ustalimy, ZC schematy skladajace sie na pare
podstawowa gwarantuja wynikanic wruosku ze zbioru przeslanck, tym
samym w kaidej konkretnej parze danej reguly zajdzie taka sama
relacja i regula okaze Sl~ norma Ina Jesh natormast \\) nikanie nie
zachodzi, wowczas zastepujac rome bier} greckie sprawdzanego
scbematu roznymi zmiennymi zdaniowyrni skoostruujemy pare swiad
CZ<}c'l0 tym. ze badana regula nle jest normaJna.

Przejdimy teraz do konkreinych przykladow:
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sylogizm hipotelYczny
Ax. 1 a-(p .....P)
Ax. 2 (ex-+~)-(P-+Y) -(a -+ y))

VC(P)= v(hC(Pl).

Szczegotowy dowod teJ rownosci, w kt6rym koleJno zakladamy. ie

S c hem a I yak s j 0 mat 6 w KRZ

\.e(p) = d(v(e(p»),

a Dast~pnje. SlOSUJ'lCIndukcJ~ 7..e \\zgl¢u na spos6b bud OW) formuly.
m07emy wykazac. ie dla dowolncgo \vyraienia sensownego j(:zyka
KRZ zachodzi rownosc:

v.' poprzednim paragrafie opisalismy KRZ metoda sernantyczna,
Teraz, zgodnie z planem naszkicowanym Vi rozdziale I, zaprezentuje
my syntaktyczna wersje tego rachunku, budujac system aksjornatycz
ny KRZ

\V §3 rozdzialu 1 omowilisrny ogolnie sposob konstrukcji systemu
aksjomatycznego. U podstaw systemu, ktory zarmerzamy stworzyc,
lei .. nasze intuicje jezykowe, zwiazane z poslugiwaniem sie w jezyku
naturalnym spojnikarni zdamowyrm: ,.i", .Jub" .• jeieli. 10"•. .mepraw
da, ic", WybieraJ<lc aksjomaty i reguty pien\'olne systcmu kierow;lc Sl~

~dziemy ich intuicYJDil oczywisIOSc1(l
Aksjomatem naszego systemu K RZ b{:dZJckazda formula powsta

j~ca przez uszczeg61owlcole ktoregokol\\iek z ponJiszych schemato\\·.
tj. \\'pisaoie w miejsce \\'yst~pujClcych ". nich greckich liter - do\\'o)
nych wyraien sensownych KRZ

§3. System aksjomatyczny KRZ

P ma postac zmiennej zdaniowej, koniunkcji, alternatywy, implikacji
j negacji, jako prosty. lecz dlugi - pomijamy.

Wskazana rownosc zachodzl takze dla naszej formuly ~:

vC(a)= v(hC(a»)= O.

Skonstruowalismy wiec wartosciowanie (vC) Ialsyfikujace Iormule
ex. Doszlisrny zatem do sprzecznosci z zalozemem, co swiadczy 0 tym,
ze regula podstawiania jest niezawodna w KRZ •

W mysl twierdzenia 1 dowrcdzionego w §2 rozdzialu I, kazda
regula normalna KRZ jest tel regula niezawodna tego rachunku.
Zaleznosc odwrotna na gruncie KRZ rue zachodzi. PrzykJadem
niezawodnej w KRZ reguly. ktora nie Jest \\ tym rachunku norrnalna,
Jest \\ lasme regula podstawiania, Wezmy bowiern pod uwage odwzo
rowarue h", dla ktorego e(p) = q. Do reguly podstawiania nalezy
zatem para: ({p}, {bC(p)}) = ({p}.{(e(p))}) = ({p;.{q}). PODle9taZ
{p} ~ ~Rzq. wiec w KRZ reg u J a pod s taw ian ian 0 r
malna nie jest.

til c - oznacza dowolna funkcje 'lJ! zbioru zmiennych zdaniowych
'" zblor :EKRZ' .,

(ii] he! - oznacza funkcj~ ze zbioru E..az W zbior :EKU okreslona
nastepujqcymi warunkami:
h~(p)= c(p) dla dowolnej zmiennej zdaniowej p.
he(a " ~) = hC(a) " helP)
h~(a v rl) = hC(a) v bC!(P>
h~(a .....P) = h~{a) -+ he(PJ
he( -, ex) = -,h"(a)
Znajac wartosci, jakie zmienny In zdaniowym danej formuty przy-

pisujc okreslona funkcja e. mozerny ustalic, jakie wYT~nle s~nso" ne
przyporzadkowuje tej formule skojarzona z e funkcja he Niech np
e(p) = I(r x q) 1 c(q) = p. WC7my teraz pod uwage formule
(p v q) -+ p i okreslmy jej wartosc poprzez funkcje be.

h~(p v q) .....p) = b~(p v q) -+ help) _ (he(p) v he(q») .....help) =

(e(p) v e(q}) .....c(p) = (I(r 1\ q) v p) -+ I(r 1\ q)

Odwolujac sie do okreslenia funkcji he. definiujerny regul~ podsta
wiania jako ogol par postaci <{~}. {hC(:x);.. gdzie he jest funkcja
okreslona jak wyzej dla dowolnego odwzorowama e.

Aby dowiesc, ze reg u I a pod ~ taw ian i a J e s 1 n t e
z a W 0 dna \\ K R Z. wykazujemy, ze zawsze wtedy. gdy a (jedyny
element zbioru przeslanek) jest tautologia KRZ. rewniez be(ex) jest
tautologia
Dowed, Zakladamy (rozumujac niewprost), ze przy pewnym odwzoro
waniu e formula he(a) tautologia nie jest. mimo ze exjest tautologia,
lstnJeJe WI~C takie wartoScto\\ante v. prl.y ktorym hC(ex)ma wartosC 0:
v(hC(ex})= 0, Okreslamy z kolei na zmiennych zdaniowych wartosclo
\\'anie VC:
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Zauwazmy, ze w analogiczny sposob jak tezy p -+ p dowicdziemy
kazdego wyrazenia sensownego opartego na schemaeie a -+ (X. Prak
tyczniej wiec bedzie dowiesc sehematu a -+ ex. nii sporzadzac osobne,
identycZllle przebiegajace dowody tez: q -t q. r -+r, (p 1\ q) -+ (p " q),
itd. Jesli bowiem dowiedziemy schernatu tezy. to wpisujac wszedzie
w dowodzie w miejsee liter greckich odpowiednie wyrazenia sensowne
przeksztalcamy go w dow6d kaidej z nieskoriczenie Iicznych tez
oparrych na tym sarnym schemacie. Ze wzgledow praktycznych

zwana regula odrywaoia (RO). Czesto w literaturze przedmiotu uzywa
sie tez jej laciriskiej nazwy: modus ponens.

Podkreslmy, ze na aksjomatyke tworzonego systemu KRZ sklada
sie nieskonczenie wiele formul i ze Kazda z nich jest zbudowana wedlug
jednego z jedenastu schernatow.

Jedyna regul~ pierwoma naszego systemu KRZ bedzie regula
elementarna 0 schemacie:

Ax. I alp - (q-. q). ~!p
Ax. I a, p. P/q
RO 1,2

1. ((p -+ (q -+ q)) -t (p _ p)
2. P -+ (q _ q)
3. p -t p

W rnysl prz~toczn~J definicji teza KRZ jest kazda formula wypro
wadzalna z aksjomatow systemu przez skoticzenlekrotne stosowarue
reguly odrywania.

Na prostyrn przykladzie zademonstrujemy. jaki wyra2 graficzny
przyjmuje uzasadnienie, ze pewna formula jest teza KRZ. Aby
wykazac, ze formula p -+ p jest teza naszego systemu, konstruujcmy
skonczony ciag' forrnul, zwany jej dowodem. spelmajacy warunki
wyliczone w definicji tezy. Ciag ten numerujemy po lewej i dokladnie
opisujemy po prawej stronie, wskazujac w przypadku aksjornatu
schemat, z ktorego powstal, a w przypadku formuly uzyskanej przy
pomocy reguly odrywania numery tyeh wierszy dowodu, ktore byly jej
przeslankarni:
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." .,Podstawiajac v..' schema tach aksjornatow wyrazema sensowne
\\ miejsce liter greckich przestrzegamy zasady, by kaide wystapienie
podstawianej litery zastapic f4 sama formula. Jak wiemy, zbior
wyrazen sensownych jezyka KRZ jest nieskoticzony. Skurkiern tego,
przez prawidlowe zastepowanie liter greckich forrnulami, z kazdego
z jedenastu schema tow uzyskac mozna nieskoriczerue wiele aksjoma
tow. Tak wiec aksjomatami opartymi na schemacie Ax. I beda miedzy
innymi nastepujace wyrazenia sensowne:

p -+ (q ~ q),

p -+ (p - pl.
(p v q) -+ (r -+ r),

I r -+ ({p 1\ q) -t (p 1\ qj).

..
ZYCJl

. ,
przdenfile~~yteraz nka~~nl powstaJ~cego systcmu aksJornatYC'lnego

KRZ. e InlCJ~ tezy, tore] ogolne s[ormulowanle podalism w §3
-ozdzialu J. y ,

DEFINfCJA TEZY KRZ WYRAiFNIE SENSOWNE (l NA7VWAMY
TEZA SYSTEMU AKS!O~1ATYCZNEGO KRZ WTEDY I TYLKO WTEDY.
GDY ISTNIEJE SKONCZONY CI/\G rORMUl Y I' ..••Yl (dowod). KTO.
~EGO OSTATNIM WYRAZEM JESTa(Yt = a.) 1W KTORYM L)OWOLNY
WY}tAZ JEST

ALBO (I) AKSJOMATEM OPARTYM NA JEDNYM ZE SCHEMATOW
AKSJOMAT6w KRZ.

ALBO (2) POWSTAt. Z POPRZEDZAJJ\CYCH GO WYRAZ6w TEGO CfA
au PRZF.Z ZASTOSOWANIE REGutv ODRYWANfA.

prawo komutacji
prawo skracania
prawo pochlaniania dJa 1\

prawo pochlaniania dla 1\

prawo rnnozenia nastep
nikow
prawo pochlaniania dla v
prawo pochlaniania dla v
prawo dodawania poprzed
nikow
mocne prawo kontrapo-

3 (a- (P - y») - (P -+ (a -+y))
4 (a-{a-+p))-+(a-p)
5 (al\p)-+<x
6 (a 1\ P) -+ P
7 (a-t P> -+ (Ca- y) -+ (a -+ (P 1\ y»))

Ax.
Ax.
Ax.

Ax.
A>..
Ax.
Ax.
Ax.
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Cl
P-+Cl

Aby uzasadnic wyprowadzalnosc reguly poprzedzania w KRZ., wyka
zerny, it zachodzi {a}~d KR.lp-+a.

Regula poprzedzania(RP)

ex-+y
Aby uzasadnic. wyprowadzalnosc reguly przechodniosci implikacji
w KRZ, wykazemy, ze zachodzi {Cl-+~'~-'V}~d-KRZCl-tY.

1. ex-+ r> zalozerue
2. ~ -+ y zalozenie
3. (Cl -+ ~) -+ (~ -+ y) -+ (a -+ y») Ax. 2
4. (~-+ y) -+ (Cl -+ y) RO 3, 1
5. 0.-+ Y RO 4.2

Regula przechodniosci
implikacji

(RPI)

Regula komutacji(RKom) Cl-+ (p -+ y)
~ -+ (Cl-+ y)

Aby .uzasadhniC ~{ rowadzalnosc reguly komutacji w KRZ. wykaze
my, ze zac odzi Cl-+(~-+Y)}~d-KRZ~-+(ex-+y).

1. a -+ (~ -+ y) zalozenie
2. (Cl -+ (~ -+ y») -+ (~ -+ (a -+ y») Ax. 3
3. ~ -+ (Cl-+ Y) RO 2, t

,

•I
I

I TYLKO WTEOY. GOY DLA DOWOLNEJ NALE71\CEJ DO NlEJ PARY
(<I>, {e} >: <I> I-d -KItZCl.
W przypadku, g~y pragniemy uzasadnic wvprowadzatnose pewnej

reguly eJem~nt~eJ, wystarczy wykazac, ze z przeslanck je'
podstawowej dowiedlny jest na gruncie KRZ " . k U J p~ni t faktu .. JCJ wruosex. zasadnie-
e e~o przyjmuje wiec postac scbematu dowodu, kt6ry mozna

w r~e pO~IZeby uszczeg610wic tak, aby swiadczyl 0 zachodzeniu
relacji do:me~1nosci miedzy przeslankami a wnioskiem konkretoej
pary nalezacej do rozwazanej reguly.

A oto pierwsze sposrod regul wyprowadzalnych w KRZdni . . wraz
Z uzasa memem ich wyprowadzalnosci w naszym systemie aksjo-
matycznym:

I
I,

f
j

~
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Koncepcja dowiedlnosci rna zastosowanie w definicji reguly wypro
wadzalnej:

DEFINJCJA REGULV WVPROWADZALNEJ W KRZ REGULA JEST
WYPROWAOZALNA W SYSTEMIE. AKSJOMATYCZNYM KRZ WTEDY

W §3 rozdzialu I wiele miejsca poswi~cili~y kwestii ..be~iec~e
go". nie rozszerzajacege system~, wzbo.gacarua ~ortymentu srodk.ow
dowodowych. Doszlismy do wniosku, ze do kazdego dowo~u mo~
wpisac kazda wczesniej udowodnionCl formule (te~) oraz ze mozna
oprocz regul pierwotnych stosowac w dowodach tz~.r.eguty wypro
wadzalne. W chwili obecnej, gdy zaczynamy dowodzic pierwszych tel,
pytanie 0 reguly wyprowadzalne w naszym systemie aksj~matyczn~~
KRZ staje sie bardzo aktualne. Nim jednak przypomolmy definicje
reguly wyprowadzalnej, przeniesmy na grunt konstruowanego syste-
mu poj~le relacji dowiedlnosci:

DEFINICJA RELACJl DOWIEDLNOSCJ W KRZ FORMULA Cl JE.ST
OOWIBDLNA w KRZ ZE ZBIORU FORMUL <I> (symbolicznie:
<I> ~ d_KRZCl)WTE.DY t TYLKO WTEDY. GOY ISTNIEJE SKONCZONY
Cll\G FORMUL 'VI' ... ,YJ.' KT6REGO OSTATN1M WYRAZEM JEST
a(ylc = Cl) I W KT6RYM DOWOLNY WYRAZ JEST
ALBO (1) ELEMENTEM ZBIORU <I> (ZALOZENlE.M).
ALBO (2) AKSJOMATEM OPARTYM NA JEDNYM ZE SCHEMAT6w

AKSJO~{AT6w KRZ,
ALBO (3) POWSTAJE Z POPRZEDZAJI\CYCH GO WYRAZOW TEGO

CII\GU PRZEZ ZASTOSOWANIE REGULY ODRYWANIA.

1 •
2.
3. ex -+ Cl

(T2) ex-+ (~-+ ex) prawo syroplifikacji
1. ~ -+ (a -+ Cl) Ax. t air>, ~/Cl I
2. (r> -+ (Cl -+ Cl»)-+ (Cl-+ (~ -+ Cl») Ax. 3 Cl/~, ~/a.,y Cl
3. Cl-+ (~ -+ e) RO 2. 1

Ax. 1 a/Cl -+ (~ -+ ~), ~/Cl
Ax. 1
RO 1,2

(Tl)
• • •Cl-+ ex prawo tozsamosci

(Cl -+ (~ -+ ~»)-+ (Cl-+ Cl)
Cl-+ (P -+ ~)

bedziemy wiec od tej pory przedstawiac dowodv scbemat6w, a Die
poszczegolnych tez. Oto przyktady:
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2. "Cl-+(X
3. (a-+,p)-+(,I~-+I~)
4. (ila -+ ,13) -+ (~-+ -,a)
5. (cx-t ,~)- (~-+ ICX)

(T6) (Cl-+ I~) -+ (~ -+ la) slabe prawo transpozycji
1. (i,cx-ta) -+(ct-+ ,p)-+('Ia->-,~») Ax. 2

CX/llcx, P/cx
'Y/I~
T4
RO I, 2
Ax. 1J CLj-,a.
RPI 3, 4

(f3) (Cl-+ (~ -+ y» -+ «Cl -+ P) -+ (ex -t 1» sylogizm Fregego
I. (ct -+ 13) -+ ((13 -+ CL- y») -+ (a -+ (a -+ y»)) Ax. 2 y/a - y
2. (~-+ (a -+ y») -t (a -+ P) -+ (a -+ (CL-+ y»)) RKom 1
3. (a -+ (13 - y») -+ ~ -+ (a -t y)) Ax. 3
4. (a -+ (13 -+ y») -+ (a -+ ~) -+ (a -+ (a -+ y»)) RPI 3, 2

(T5) ex-t IICl slabe prawo podwojnego przeczenia
1. IIICX- lex T4 cx/la
2. (1IIa-+ la)-+(cx-+ I lex) Ax. II

a/llcx, ~/a
3. a -+ 'ICL RO 2, J

8. i, a -+ cx

6. (I -,(P --. ~)-+ IICL) -+ a
7. I ICX-+ ( .., I(P -+ 13) -+ I,a)

(T4) 'l 'lCl -+ Cl rnocne prawo podw6joego przeczenia
1. (ICl-+I(P-t~»)-+((~-+~)-+a) Ax. JI ~/~_~
2. (~-t~) -+ (( lex -+ -,(P -+ ~»)-+ ex) RKorn I
3. ~ -+ P T I a/~
4. (10. -+ -,(~ -t P») -+ 0. RO 2, 3
5. (II(~ -+ 13) -+ 110.) -+ (,0. -+ I(~ -+ ~») Ax. 11

CX/I(P -+ ~), ~/I<X
RPI 5, 4
T2 CX/IICY.,
~jll(~ -+ 13)
RPI 7, 6

Aby uzasadnic wyprowadzalnosc poprzedzonej reguly odrywania
w KRZ, wykazemy, ze zachodzi {('I-t(p-ty),ex-~}r-d_KRZex-+y.

I. a -+ (P -+ y) zalozenie
2. a -+ ~ zalozenie
3. (a-t~)-+((p-+(a-+y»)-+(a-+(a-+y»)) Ax. 2 y/a-I'
4. (P -+ (CL -+ y)) -+ (ex -+ (a -+ y») RO 3,2
5 (ex-+ (P -+ y») -+ (P -+ (a- y») Ax. 3
6. ~ -+ (ex-+ y) RO 5, 1
7. a-+(a-ty) RO 4,6
8. (ex -+ (a -+ y») -+ (a -+ y) Ax. 4 Ply
9. a-y RO 8.7

W dowodach kolejnych formul bedzierny wykorzystywah zarowno
udowodnione wczesniej tezy. jak tez reguly, ktorych wyprowadzalnosc
w systemie KRZ wlasnie wykazalismy, Jak pamietamy z rozwazari
w §3 rozdzialu 1, uzycie tych dodatkowych srodkow dowodowycb nie
zmieni naszego systemn, Dowody, W kt6rych korzystarny z dowiedzio
nych tez i wyprowadzonych regul, rnozna latwo zastapic dowodami
dluiszyrni. ale odwolujacyrni si~ wylacznie do pierwotnych srodkow
dowodowych. Dopuszczajac nowe sposoby uzasadniania wierszy do
wodowych czynimy dowody kr6tszymi i czytelniejszymi. Oto dalsze
przyklady:

Poprzedzona regula
odrywania

lPRO)

5. ((a -+ ~)- (a -+ (a ....1'»)) -+ (((a -t (a -+ 1'») -t {a-t y») .... (a .... ~) ....
-+ (a ....y»)) Ax. 2 rJ./(J. _, ~t

p/a ....(<X- 1').
Y/<X-tY

6. (CL-+ (P - y)}- (((a .... (a -+ 1'» -+ (a - y») -t (IX _ ~) .... (CL- y»))
RPI 4, 5

7. ((ex - (CL -+ 1'») -+ (a -t y») _. ((a -t (~ -+ y») -t ({a -t ~) -+ (a -t y»))
RKom 6

8. (a -+ (ex-t 1'») -t (ex -+ y) Ax. 4 Ply
9. (a -+ (P -r+ y») - ({a -t P) -+ (a -+ y)} RO 7. 8

I

zalozenie
Ax. 1 a/~.~/a
Ax. 3 a/~.~/CL, y/CL
RO 3,2
RO 4,1

t. IX
2 ~ -+ (IX -+ CL)
3. {~-+ (<X-+ CL»)-+ (CL--+ (~ -+ CL)}
4. a _. (~ -+ a)
5. ~ -+ a
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TI0 (X/la
T4
RPI I, 2
T7 r:Jr1 I ex, Pia
RPI 4. 3

(Til) (ICX-+ a) -+ a mocne prawo Claviusa
1. (I tX-. I Ia) -+ I Ia
2. I -,a - tX
3. (,<1 --+ "a) -. a
4. (1a -+ a) --+ ( 1a - -, 1(X)
5. (1tX- a) -+a

DEFINlCJA RELACJI lNFERENCJJ W KRZ FORMULA a JEST INFE
ROWALNA W KRZ ZE ZBIOR U FORM UL <l> (symbolicznie: <l> I- K1lZex)
WTEDY J TYLKO WTEDY. GDY ISTNIEJE SKONCZONY ClJ\G wYRA
ZEN SENSOWNYCH Y l' •.., Y1<' KTOREOO OSTATNl M WYRAZEM lEST
a(YI< = (X) I W KTORYM DOWOLNY \VYRAZ JEST
ALBO (1) ELEMENTEM ZBIORU $ (ZALOZf'NlE~f).
ALBO (2) TEZI\ KRZ (W SZCZEGOLNOSCI - AKSJOMATEM OPAR

TYM NA KTORYMS ZE SCIIEMATOW AKSJOMATOW KRZ).
ALBO (3) POWSTAJE Z POPRZEDZAJJ\CYCH GO WYRAZ6w CI.J\GU

PRZEZ ZASTOSOWANJE REGULY ODRYWANIA BJ\oi 00-
WOLNEJ REGULY WYPROWADZALNEJ w KRZ.

Wszystkie ogolne wlasnosci przyslugujace relaeji inferencji (byla
o nich mowa w lema tach 8 - 11. §3 rozdzialu f), przysluguja r6wniei

2. a -+ (Ia -+ I(a -+ a»)
3. (ex.... ..,a) ......(a -+ I(a - a»
4. (a -t I(a -+ a») -+ (a -+ a) - ,a)
5. (a -+ la) ......(tX-+ a) -t lex)
6. (a -t a) - ((X -+ la) ......lex)
7. a -t a
8. (a -t la) -+ la

T2 PI, P
T8 alP. P/ex
RPI 1, 2

(T9) a -+ ( la -t P) prawo przepelnienia
1. a -+ ( -, f3 -t a)
2. (, f3 ...... a) -+ ( I tX-t P)
3. a-+(Ia .... ~)

(TIO) (a-+ la) ....la slabe prawo Claviusa
1. (a .... (la-+ l(tX-+a»)) ......((tX-+ la)-t(a-+ I(ex-+a»))

T3 P/la,
yl l(a -+ a)
T9 P/I(~ -~)
RO 1, 2
T6 Pia -+ a
RPI 3, 4
RKom 5
Tl
RO 6,7

Zakoriczmy w tym miejscu liste przykladow. Ostatnie dowody
prowadzilismy niemal wylacznie przy uzyciu wt6rnych srodkow do
wodowycb: regul wyprowadzalnych idowiedzionych wczesniej tez, To
dzieki nim dowody te sa czytelne j wzglednie kr6tkie. Gdyby kon
sekwentnie korzystac tylko z aksjomatow i reguly odrywania, dowody
tyeb samych tez stalyby si~ bardzo dlugie, a przez to i malo przeirzysre.

Postepujac w spos6b opisany w §3 rozdzialu I wzbogacamy z kolei
o nowe srodki dowodowe relacje dowiedlnosci, przeksztalcajac j~
tym samyrn w relacje inferencji:

9. (a _.. "1P) -+ (a -+ -,a») -+ (a -+ 1P) -+ la}
10. (a -+ P) -+ (tX-+ I p) -lex)

2. (-,"'a-+a)-+(I~""" Ila)-+(""p-ta»)
3. I..,a ......a
4. (I ~ -+ lla) -+ ( I P -t a)
5. Cia -t P) -t (I~ -+ Ila)
6. (-,a ......P) -t (I P -t a)

..
(T8) (la ......P) -+ (I~ -t a) mocne prawo transpozycji

1. (IP - 1lex) -+ ( I I~ - ex)- (IP - a») Ax. 2 a/-'~,
PI I lex, Y/~
RKom 1
T4
RO 2, 3
T7 ~/-'~
RPJ 5, 4

(T 12) (Cl-+ P) ..... «Cl -+ IP) - ICl) slaby dylemat destrukcyjoy
1. (~-+ P) -+ (lP - la) T7
2. a-(a-+p)_(IP-+ la») RP 1
3. (ex-+ P) -+ (a -+ (I P - lex» RKom 2
4. (a-'(Ip-+ la»)-.(a-'IP)_(a-+ la») T3 P/iP. 'fIla.
5. (ex-+ ~) -+ (~ -+ I P) -+ (~-. lex») RPJ 3, 4
6. (~-. I~)-+-'~ TIO
7. (ex-. ,P) -. (ex -+ lex) -. lex) RP 6
8. l(~-.,P) -. (a -. I~) -+ I~)) -+ (((ex-+ I P) _ (a -. I a)} _

-+ (~-+ ,P)-+ ,ex)) T3 a/a-+ IP.
P/a-+-'a; y/lex
RO 8,7
RPI 5. 9

(T7) (Cl-t p) -+ ("'P -. 1«) slabe prawo kontrapozycji
1. (~_ ~) -+ ((~ -+ I I~)-+ (a -+ I I~») AY... 2 y/'" I~
2. (~-+ I"'~)-+ (a - ~)-+ (a -t ,-, ~») RKom 1
3. ~ -+ .., I ~ T 5 a/~
4. (a -+ P) -+ (a -+ I I P) RO 2, 3
5. (a .... I I P) - (Ip .... la) T6 PI I ~
6. (a -t ~) _ (I ~-+ la) RPI 4, 5

,



zal.
zal.
zal.
Ax. 1

1. (ex.- P) -+ (0: -+ 'Y)
2. a
3. p
4. a - (P -+ P)

zaL
wI.
RP 0'
RP 0"
Tl
teza

n: n:
0'. (ex -- ~) ...... (a .....Y)
0". <X
I. P -+ ((a .....~) ......(Il .....1))
2. ~ -+ a
3. p -+ ~
4. P -+ (a -+ (P .....P»)

Ostalnlm wyrazem ciilEu n jest formula 0: -+ p. Wykaiemy. ie n uza
sadnia infero.walnos~ fonnuly <X-+ P ze zbioru zaloien 'fl. NalelY wi~c
umotywowac zgodnle z definicjll relacji inferencji obecnosc kazdej
z formul a- Y'!' (1 ~ m~ k) w cillgu O. W tym celu przesledzimy
powody. ~Ia klorych do~olna formula "tnl mogta si~maleic w pier
~olnym C1llgu fl Zgodrue z definicj'l relacji dowiedlnosci formula Y
j~t m

albo (I) zalozeniem ze zbioru 'l'u{o:} = {<XI'·'"<Xn'<X}'

59
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I

I
~

•

albo (2) aksjomatem,
albo (3) formula uzyskana przez zastosowanie rcguly oclrywania

do pewnych wyrazow 'Yr. 't, wczesniejszych w ciagu n od
i;

(I) Gdy '1m e '1'. wowczas obecnosc w ciagu 0 forrnuly ex • Ym uzasad
niamy zastosowaniem rcguly poprzedzania, wyprowadzalnej w naszym
systcrnie, do wlasciwego sposrod zalozcn <Xl' .... tX.n• Jesli natomiast
Ym = ex, wtedy formula <x-+ Ym• zbudowana wedlug schernatu (TI)
<X-+ ex. jest ieza i jako taka rnoze sie maleic y, ciagu n.
(2) Jesli formula Ym jest aksjomatem, wtedy formule <X-+ '1m uzyskuje
my z tego aksjornatu przez zastosowanie don wyprowadzalnej reguly
poprzedzania i rnozemy wpisac J14do ciagu n jako teze.
(3) Rozpatrzmy w koncu przypadek, gdy formula Ym Jest wynikiem
stosowania reguly odrywania do wyrazen Yr' y, wczesruejszych w nod
Ym. Zalozrny dla indukcji, ze wyrazenie ex-+ Yr' a takze wyraieoi~
0: -+ Y.( = <x-+ (rr -+ Ym)) znalazly si~juz w ciagu n p~awomocnle. W tej
sytuacji uzasadn.iamy obccnosc formuly C'L -+ Ym \V Cll\gu.n zastosowa
niem wyprowadzaJnej w naszym systemic poprzedzonej reguly odry-
wania do fonnul 0: -+ Yr, a -+ y,. .

Wykazalismy zatem, ze kazde wyraienie ciagu n znalazlo ~I~

w rum dzi~ki zaistnieniu jednej Z przyczyn wymiemonych w definicji
relacji inferencji. Ci14gn uzasadnia WIf(Cinferowalnosc formuly <X..... ~
ze zbioru zalozen '1'. PoniewaiJednak zbior If' zawiera sre w zbiorze <1>.
konkludujemy wobec lernatu l(v). ie <l>.I-KIlZ~ -+ ~ • .

Oto przyklad. ktory unaoczni czytelntkowl sposob konsl~.uowanla
ci'lgu n. opisany ogolnle w dowodzie lwierdzenia 0 dedukcjl \vpr~st.
Cillg n uzasadnia inrerencj~ {(<X-+ ~) ---l (ex -+ "f), ex. P} ~ t:.R.z~(. natomJa5l
cl<!g n jest jego modylikacjq uzasadniajqc'l infercncJ~ {(<X ---l ~) -+

.....(0: -+ y), C'L} I-KR7.P .....y.

rclacji inferencji \V KRZ. Przypomnijmy je tutaj, jui bez dowod6w, za
to uszczegolowione w sposob odpowiedni dJa KRZ.

Ltl\'Al' 1 (i) <l>f-d-I..RZa WTEO' I TYLKO WTEOY GOY <l>f-KRZa:
(ii) 01-"RZa \VTEOY 1 TYLKO \VIEOY. GOY <X JEST TEZi\ KRZ;
(iii) <1> I- Io..Rl$:
(iv) J ESLI $1- KRZ'¥ ORAZ 'fI f KIlZ O. TO <l> I-KIlZO;
tV) JESll <t>f-,,~z<X ORAZ <t> c 'P. TO tp I-KIlZ(l.

Relacji inferencji \V KRZ przysluguja jednak, oprocz wyrnienio
nych '" lemacie I. pewne dodatkowe wlasnosci plynace z takiego, a nie
innego sposobu rozumienia \\I KRZ stalych logicznych, w szczegolnos
ci implikacji I negacji. Najwazniejsze z nich, Iormulowane W postaci
tzw twierdzeri 0 dedukcji, maja istotne znaczenie dla praktyki
dowodowej.

TwlERDZENJE 4 (O OFOUKCJr WPROST)
JEZELI $u {a} f-KRZP, TO <J> f-KRZa-+ p.

Dowod, Zalozrny, ze <l» u {o:}I-KRZ p. Wnioskujemy stad, wobec de
finicji reJacji inferencji w KRZ. ze istnieje skonczony ciag formul
uzasadniajacy inferowalnosc p ze zbioru <I> u [«}. Poniewai: ciag ten
jest skonczony. znajduje sie yr' rum skoriczona liczba formul ze zbioru
<J) pelniacych role zalozen. Tworza one zbior '¥ = {<Xl' •.. , <Xn}. A zatem:
'fI u [e} I-KRZP. Z Iaktu, ze zachodzi tu inferencja i z lematu I (i), wnio
skujerny, ze 'JI u {a} f- d -I..RZ p. Oznacza to, Ie istnieje skonczony ciag
fonnul n: 'rl' ...,Yk' w ktorym Y.. = p. Ten ci'lg, uzasadniajClcy do
wiedlnosc ~ ze zbioru 'P u {<x}. zbudowany jest \vylClcznie przy uzyoiu
pienvotnych srodkow dowodowych. Stanowi on podstaw~ konstrukcji
nowego cillgu fonnul 0:

(0) 0:1,0:2, .... O:n' <x -+ 'Y I' <x -+ 'Y2' .... a -+ 'Y~.



6160

zalozenie
zalozenie
AY.. 5. ex/a -+ (3. ~/ 1(3
RO 3, t
Ax.6 a/a -+~. P/-,13
RO 5, 1
R04,2

Z udowodnionych wlasnie twierdzen 0 dedukcji, jako proste
wnioski otrzymujemy ich wersje szczegolnie uzyteczne w praktyce
dowodowej:

TWlERDZENIE 0 DEDUKCJr \VPROST (TDW)
JEZELI {al, ..·,cx,,}~KRz(3, TO 0 r-KRZCX1....(...(a" -+ (3)... ).

SLADETWIERDZENm 0 DEDUKCJI NlEWPROST (SIDN)
JEZELI {al' ..., al!. (3} roz {y,-,r}, TO 0 rKRZa1-+ (... (a" -+ ...,13)... ).
MOCNE TWlERDZENIE 0 DEDUKOl NlEWPROST (MTDN)
JEZELI {at ..... aL~ I (3} r- KRZ {y, -'r}, TO 0 r-KJl2al -+ ( ... (a" -+ (3)... ).

1 zaloienie.CX
2. a_. (3 zalozenie
3. (3 RO 2, 1
Ciag ten uzasadnia inferencj~ {cx,a .... ~} r-KRZ(3, a zatem, zgodnie
z TOW: 0 r-KRZa -+ (a -+ ~) -+ ~). Wobec lematu 1(ii) oznacza to,
Ze a -+ «<:I .... p) -fo P) jest schematem tez KRZ.

(2) Wykazemy, ze (T14) «ex _. P) 1\ -,P) -+.'<:1 jest. schemat~~
tez KRZ. Dowiedziemy w tym celu, ze ze zbioru zalozen
{(a -+ 13) 1\ I (3,a} inferowalna jest pewna para ..f~rmul s~rz~r:z
nych. Oto zbudowany zgodnie z definieja relacji inferencji crag,
ktory fakt ten uzasadnia:
1. (a -+ (3) 1\ -, ~

2. a
3. (a -+ ~) 1\ ...,13) -+ (ex -+ ~)
4. a -+ (3
5. (a -+ (3) 1\ ,~) -+ I f3
6. ,~
7. 13

TWIERDZENrE 6 (0 DEDUKCJr NJEWPROST - MOCNE)
JE2:FLI <I>v{la} rKRZ{r, ,r}. TO <I>ruz<X.

DowOd. Zalozmy, ze (1) <I>v {Ia} rKJlZ {r. IY}. Z (1). na mocy
twierdzenia 5, wnioskujemy, ze (2) <l> r- KltZ .., Ia. Korzystajac Z T4
iRO uzasadniamy inferencje (3) {-, lex} r- KR,ZCX. Lemat 1 (iv) pozwala
z (2) I (3) wyprowadzic <I>r- KRZex, co koriczy dowod •

TWIERDZENlE 5 (0 DEDUKor NrEWPROST - $lABE)
JEZELr <I>v{a}r-KRZ{r. Ir}. TO <I>rnzl<X.

Dow6d. Zalozmy, ze (I) <I>v {a}r-KltZY j <I>v {a} r-uzIY. Na mocy
twierdzenia 4 z (I) otrzymujemy (2) cJlt-KRZa-+r i <I>rKRZa-+ IY·
Bezposrednio z (2) mamy (3) <I>r KIlZ {a -+ r. cx-. Ir}. Wykorzystujac
TI2 i RO uzasadnimy inferencje (4) {a-+'Y.a-+ Iy}r-KRZlex. Z (3)
i (4) na mocy Jematu 1(iv) wruoskujerny, ze <I>r ...RZ la, co koriczy
dowod twierdzenia 5 •

Wyrazy ciagu n oznaczonc numerami 4 i 5 sa tezamJ. uzyskanymi
z Ax. t i Ax. 3 przez zastosowanie reguly poprzedzania,

teza
PRO 5,4
PRO 6, 3
PRO r, 7
PRO 8.2

Ax. 3
RO 5.4
RO 6. 3
RO I, 'Z
RO 8,2

5. (3 -+ ((a -+ «(3-+ ~)) -.
-+ ((3 -+ (a -+ (3»))

6. (3-+ ((3 -+ (a -+ P»)
7. (3 -. (a -+ (3)
8. f3 -+ (a -+ r)
9. (3 -+ r

-~

Formule ksztaltu: al -+ (a2 -+ (... (an -+ (3)... ») bedziemy nazywac
implikacja wstepujaca 0 poprzcdnikach al .....an i nastepniku ~. Trese
TOW wyrazic wiec mozerny nastepujaco: dana implikacja wstepujaca
jest teza KRZ (por. lemat J (ii», 0 ile miedzy zbiorem Jej poprzednikow
a jej nastepnikiem zachodzi na gruncie KRZ relacja inferencji.
Natorniast STON i MTDN glosza taka zaleznosc: dana implikacja
wstepujaca jest teza KRZ, 0 ile z jej poprzednik6w i wyrazenia
sprzecznego z nastepnikiem inferowalna jest dowoloa para formul
wzajemnie sprzecznych,

Gdy wiec chodzi 0 odpowiedi na pytanie, r:zy okreslona formula
jest teza, wystarczy wobec udowodnionycb twierdzen 0 dedukcji
wykazac zachodzenie relacji infereocji miedzy odpowiednimi zbiorarni
Iormul, ZwykJe jest to znacznie latwiejsze oii podanie aksjomatyczne
go dowodu. Oto kilka przyklad6w stosowania twierdzen 0 dedukcji:

(I) Wyka:iemy, ie (Tt3) ex-+ ««-+ p) -+ p) jest schematem tez KRZ.
W tyro celu oajpierw dowiedziemy, ze zachodzi nastepujaca
inferencja: {<X. a -+ (3}r- KRZ~' Konstruujemy wiec ciag spelniajacy
wymogi definicji retacji inferencji:

5. (a -+ (~ -+ (3»)-+
-+ ((3 -+ (a -+ (3»)

6. (3-+ (a -+ (3)
7. a -. (3
8. a -+ r
9.r
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RO 4. 2

zalozcnlc
Ax 10
RO 3. I

zaloienie

zalozenie
Ax 8 ~/-,o:
Ax.9 P/-,a
T7 ~/:l v 'l"l
RO 4.2
RO 5, t
T8 PIa v IIX
RO 7.3
RO 8. 1
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.". " ..:-;I~ pierwszej sprzecznosci.

(3) Wykazerny, i.e (TJ 5) 112 - p) -.!1) -+!l (zwana prawern Peirce'a)
jest schcmatern tel. KRZ 00\\ odzirny Yo' iym celu, ie zc zbioru
zalo'icn {(a -. 13)-+ ix; ,'l.f inferow alna jest sprzecznosc,
I. (:x - P) - a zalozenie
2. -, ~ zalozenie
3, IX - ( -, IX-+ ~) T9
4. ,'l- (0: -. ~) RKom J
5. 7 -+ 13 RO 4. ~
6. ':X RO 1. 5
""yka1.3li;my. ze {("l-~)-. a. -'':X} f-"RZ{~ ,o:}. \\'ynika stCld
\\.'obec tezy T9. ie {(rx-PI-+'l.,IlXjl- ..RZ{y,IY}. a MTDN
pol-\\'ala \\'niosko\\'ac. ic 01- "Rl (ttl - ~)-. :x) - 'l.. Oznacza lO. lc
"15 jest schematcm tez KR'l_

Schcma!y [e:t.TI3 -115 nllaly postac Inlplikacji \vst~puj ..cych. ezy
Jcdnak l\vicrdzcf1l3 0 dedukcJi nloina \\ykorzystac do \vykaZ}".anlu,
/.e tC/.<t KRl jest formula z gto\\'nynl runktorcm inn) m ni/' implikacja?
\\' takich przypadkach slosuJcmy \\'~ IClczllie STDl\ I ~fTDN. uznajqc

w powyzszym ciagu jako wyraz 6 i 7 pojawily si~ \\'yra.ienia
wzajernnie sprzeczne: , ~ i~.Poslugujac sie T9 i RC? \\' kolejnych
krokach mozna wvwnioskowac do\\olnl! sprzecznosc y I ''Y.•
8. 13-+ ( -, p -+ y) T9 'l./P. P t
9. l~-+"( ROg.7
to. 'Y RO 9. 6
11. ~ -+ (-,P - '·f) T9 ex/p. p/I(
12. -,p ....IY RO 11.7
13. ,y RO 12. 6
Jest wiec prawda, 7.e ze zbioru zalozen {(:x -+~) 1\ -,P.IX} infero
walna jest dowolna para formul sprzecznych, a zatem moiemy
powolac sie na STDN iwywnioskowac, ze f-XR7.('X -+ P} 1\ ,13)-.
-+ -,ex.. a to, wobec lematu I (ii). oznacza, ze T 14jest schernatem tez
KRZ.
Zwrocmy uwage, 'ic wobec prawa przepelnienia (T9) a -+ (-,'X _. P).

z pewnej pary formul sprzccznych inferowalna jest dowolna para
Iormul sprzecznych. Pamietajmy 0 tym, gdy zamierzamy korzysrac
z twierdzcn 0 dedukcji niewprost. Ciqgi uzasadniajace odpowiedmc
infercncje uznawac bedziemy 7.3zakonczone 7. momentern POJ3\\ tenia

Dowod, Zalozrny, ze $v {'.X} I-KRI.Y oraz ze $u {~} I-"RJ:'Y. Korzy
stajqc z t\\ icrdzenia 4 "nioskujem), 7 tych 7.aloien. ie <J> I- "R1'1 -+ Y
oraz $ f- "RZ ~ -+ "(, co 7.apIsac mOlenl) takle <J> f-I\.RZ (<l -+ y.p.- y}.
U7..asadninl) teraz. ie relacja inferencJi zachodzt poml~dzy zblorem
{:'l - y. P-. y) a formul,! (a. V P) -;0 y.

1 'l.-,(
2 P • Y
3. (<l -+ y) -+ (P -+ y) _. ((IX V J3) -+ y))
4. (13 --. y) -+ (('X V ~) -+ l)
5. (:x v 13)-+ Y

Lf'\J\f 2 JLSLI cDu :t1: I- ..R/.' OR,\Z <l>u :~tl-KR/Y' TO rAKll:
0) u {:x v nll-"R/Y'

W \\ icrszach 6 i 9 pojawily Sl~ formuly sprzeczne. a zatem
{,(a v -,al} I-I\.R7 {r. -,r}. Z pomoca MTDN mozerny stad wnio
skowac, 1C 01-KRZa V -':x, co ..vobec lernatu I(Ii) oznacza. ze T 16
jest schematem tez KRZ.

Na zakonczenie opisu syntaktycznej wersji KRZ udowodnimy, ze
relacja inferencji posiada w tym rachunku jeszczc jcdna, istotna
i uzytccznq wlasnosc:•

calq dowodzona formule zanegowana, badz pozbawiona negacji (gdy
glownyrn funkrorem jest l). za jedyne zalozenie Yo' ciagu uzasadnia
jucym stOSO\'"(\. prowadzaca do sprzecznosci, inferencje

(4) Wykazemy, i:e jest schema tern tez KRZ (TI6) 2 V la (zwana
prav ..em wylaczonego srodka). Glownym Iunktorem T 16 jest
alternatywa. By moe skorzystac z MTDN. 7C zbioru -[1(0: V 10:l}
wyinfcrujcrny pare formul sprzecznych:
I. 1(c'X V :x)
2. :x _. (:x v -,n)
3. ,I)' _.(a v -'0')
-t. (:x -+ (:x v -; :x») .... (-,(:x V -,:x) -+ ,:x)
5. ,(:x V ,:x) - -,'l.
6. ,'l.
7. (l~-+(a V -,ct»)-(-,(a: v -,~)-+a)
8. I(':! v .a} -+ ex
9. :x
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Do woo. (J - i) Zalozmy, ze ., ~En; i mew prost, ie P En~.Zatem.
wobec definicji relacji inferencji: n~I-KR? {Po ; ~:. Schematern lezy
K RZ jest prawo przepelruenia (T9), zachodzi W1~ 01-Kit?~ ......

-+ ( .., ~ -+ ex). Stad, ze 0 c n~I lernatu I (v) wnioskujemy, ze
n~f-Ii.RZP -+ ( .., ~ -+ a), czyli n~I- Ii.RL{~. I~.~-.(I~....~)}.Skoro
{P.'P. ~-+ (..,p -+ ex)} I-KUcx. wobec lematu I (iv): n~I-uz~ Ozna
cza to (por. twierdzenie 8 (2»). :ie exE n~.co jest sprzeczne z twier
dzeniem 8 (J).

(1 - ii) Zalozmy, ie ~,n~I niewprost: ..,~¢n~.Wobec twierdzenia
8 (3) wnioskujemy, ze I1~V{~}I-~Rl.O'.' a takze n~v{l~}I-"RLCX;
Lemat 2 pozwala dalej wnioskowac. ze n~v {~ v I a} I-KRZcx. For
mula a v ..,~jako schemat tez KRZ (T 16)Jest infero\\'alna z dO\\'olne
go zbioru fonnu~ takie z n~.A zatcm. korzystaj~c z twierdzenia 8 (2):
~ v ..,~Err~.Oznacza to. ie n~v {P v I~} =n~.a lym samym

•

Sprobujemy teraz porownac zebrane w §§2 i 3 wyniki semantycz
nej i syntaktycznej analizy sralych logiczoych KRZ. W Jakim wza
jemnym stosunku pozostaja zbiory tautologii I tez KRZ? Odpowiedz
na to pytanie pozwoli nam stwierdzic, czy mamy do czynienia
z dwiema wersjami, dwierna niezaleznymi eharakterystykami tego
samego raohunku logicznego, Podejmijmy zatem probe dowiedzenia
twierdzenia 0 pelnosci dla KRZ (por. §4 rozdzialu I). gloszacego
identycznosc porownywanych zbiorow tautologii i tez KRZ.

TWLERDZENJl7 (0 PEt NOSC) OLA K.RZ)
DLA OO\VOLNEGO WYRAiENJA SENSOWNEGO ex J~ZYKA KRZ:
ex JEST TElA KRZ WTEDY ) TYLKO WTEDY, GOY ex JEST TAUTO
LOGIJ\ KRZ.

DowOd. Zgodnie ze schematem dowodu twierdzenia 0 pelnosci uzasa
dnimy najpierw fakt
(1) Kazda teza KRZ jest tautologia KRZ. Jak pamietarny, nalezy
w tym celu przeprowadzic rozumowanie indukcyjne ze wzgledu na
dlugosc dowodu danej lezy (por. uwagi konczace cz~sc r szkicu
dowodu twierdzenia 0 pelnosci w §4 rozdzialu J). Sprowadza sie one
do wykazania, ze:
)0 Kazdy schernat Ax. 1 - Ax. II jest schematem tautologii (l~ cz~sc

dowodu pozostawiarny Czytelnikowi jako proste, lecz dosyc dlugie
cwiczenie) oraz ze:

2° jedyna regula pierwotna systenlu aksjomatyczngo KRZ jest nie
zawodna.

Ustalilismy juz, ze regula odrywania jest normalna (por. przyklad (1)
ze str. 46). Korzystajilc z t\vierdzenia 1 w §2 rozdzialu 1 wnioskujemy

TwIERDZENlE 8 (0 RELATYWNYCH NAOSYSTEMACH Zl"PELNYCH
OLA KRZ)
JEiELJ FORMULA ex N1E JEST INFEROWALNA Z Q, TO ISTNfEJE
ZBIOR FORMUL KRZ n~TAKI, if
( I) exrt I1~;
(2) JEZELJ ~ I-lUl7.P' TO ~ En~;
(3) JEiEL) Prtn~. TO n~v {P} f-KRZex;
(4) Q c:::n~.
Na gruncie KRZ zbior n~posiada, oprocz wyrnienionych w twier-

dzeniu 8, jeszcze inne wlasnosci, specyficzne dla KRZ;

LElVtAT 3 (1) IPEII~ WTW. GOY p¢n~;
(2) P 1\ 'Y E Il~ WTW. GOY P E n; ORAZ y En~;
(3) P v 'YEn~ WTW. GOY pEn~ LUB YEn~i
(4) P -+ YEn~ WTW. GOY Prtn~LUB YEn~.

§4. Twierdzenie 0 pelnosci dla KRZ

zalozen <I> v {ex v P} •
Yo+2 = Y

aby uzasadnial inferowalnosc y zc zbioru

stad, ze jest ona takze regula niezawodna KRZ. co koriczy r ezesc
dowodu twierdzenia 0 pelnosci,

Aby teraz udowodnic. ze
(II) Kazda tautologia KRZ jest teza KRZ, skorzystamy z twierdzenia
Assera (rwierdzenie 3, §4, rozdzial I). obowiazujacego rowniez na
gruncie KRZ. Przypomnijmy je teraz bez dowodu, ale W odpowiedniej
dla KRZ stylizacji:

,
A zatem {ex ..... y.P-+y}I-KRZ(ex v ~)-+'Y. Wobec lematu 1 (iv)

prawda Jest WI~C. ze <I> I- KRZ(ex v P) -+ y. Moiemy stad dalej wnJo~ko
wac, ze <I> v {ex v P} I-Ii.RZ'Y. gdyz wystarczy ciag YJ' ... , Yn stanowiacy
uzasadnienie dla <J> I-KRZ(ex v P) -+ Y wydluzyc 0 dwie formuly:

Y = ex v A zalozenie
n .. I ...

RO D, n+ I
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Lemat 3 pozwala wnioskowac, ie tak zdefiniowane odwzorowanie
v jest wartosciowaniem w KRZ. Ty obserwacj~ uzasadnimy jedynle oa
przykladzie fun1ctora oegacji:

Niech v(P) = 1. Wtedy z definicji v ~ E a'. Wobec slabego prawa
podwojnego przeczenia (T5) potraftmy wykazac, ie rowotei .., ., ~Eall.
St~d i z lematu 3 (1) wnioskujemy, ie ..,~¢n°. Kolejne zaslosowame
definicji v daje v(..,~) =O.

Za10imy z kolei, ie v(~) = O. Przez definicj~ v: ~¢a:l St~d wobec
lematu 3 (1): ..,~En°. Znow stosuj~c definlcj~ v wnloskujemy, ie
v(.., P) = 1.

Stwierdzilismy tyro samym. ie odwzorowanie v spelnia warunek
nakladany przez definicj~ wartosciowania w KRZ oa funklor negacji.

Korzystajllc z lematu 3 (2- 4) Czytelnik bez trudu wykaie. ie
odwzorowanie V spetnia takze warunki staw~a~e w.defUlicji wartoscio
wallia funktorom koniunkcji. alternatywy I ImplikacJI.

Wiemy jui wi~c, ie v jest wartosciowaniem w KRZ. Z twierdzertia
8 wiemy tam, ie ex¢nil. a zatem, zgodnie z definlcJ~ \I: v(et.) = o.

I

v{~)= er{~ gdy

Powrocmy teraz do U czesci dowodu twierdzenia 0 pelnosci dla
KRZ. Zalozmy, ze et. jest tautologia KRZ I przyjmijmy niewprost, ze
mimo to nie jest teza aksjomatycznego systemu KRZ, czyli ze
01f KU\X. Na mocy twierdzenia 8 istnieje wiec stosowny zbior
fI0 (dalej oznaczany nil) 0 wlasoosciach wymienionych w punktach
(1)-(4) tego twierdzenia i w punktach (1)-(4) lematu 3.

Rozwazmy odwzorowanie V takie, ze dla dowolnego P E LKRZ:t

,

f
form~ly 0 p ~ (P -. Y), ktora wobec lego Jest inferowalna ze zbio-
ru nn· StoSUJ~Cregule odrywania wykazujemy z'en~L A. " . or KRZ'" ..... y, co
z uw~gt na twierdzeme 8 (2) oznacza, ze ~ -. YEn~
(B) Ntec~ teraz YE~. Zatern: n~I-KRl'Y. Prawo symplifikacji (T2)
w POStaCIy ~ (~ -+ y) rowniez jest inferowalne z rr; zatem stosujac
regul.~ odrywania wykazujemy, ze n~ I-kR2. ~ .....y. Zgodnie z twier
dzeniem 8 (2) oznacza to, ze: p .....yE n~. co konczy takze dowod
lematu 3 •

nil 1-, e, Ponowoie odwolujac sie do twierdzenia 8 (2) wnioskujerny,
n KRZ , . . dzeni 8 (1)ze (lEn~,co pozostaje \V sp,":ecz.nosci. z twter . ~nrem .... ".
(2 - i) Zalozmy, ze ~ AyE no. Zgodnie z definicja relacJI. inferencji:

re 1-. ~ A y. Oparte na Ax. 5 I Ax. 6 formuly (~ A y) -+ ~ I (~ A y)-+
o "RZ , ,. bi nl) M zatem

-+ y infero ....-alne sa w szczegolnosci ze Z 10m 0' amy
n; I-uz {~ A y.(~ 1\ .y) -+ ~. (~ ~ Y),-+ ~}: K~rzyslaj~c Z reg~ty odry
wania mozna stad wnioskowac, ze rowruez no I- KRZ P oraz no I- KItZ y.
co w mysl (2) twierdzenia 8 oznacza, ze zarowno ~En~,jak i
"(E no".

:I • 2 • nx L {~}(2 - ii) Zalozmy teraz, ze ~Eno IyE no ',Oz:na~ to, ze A -or KRZ p.! ..
Wykazujemy. stosujac regule poprzedzania, ze IToI-KRZ ~ -+ y. Rowniez
Tl w postaci schematu p .....P oraz Ax. 7: (P -+ ~) -+ (~ -+ y)-+
-+ (~ .....(P 1\ y»)) sa inferowalne ze zbioru n~.Zatem n;~KItZ

{p -+ P. P .....y, P. (P -+ P) -+ (P -+ y) -+ ~P -+ (~ ~ y)))} ....SlOSUj(!C regule
odrywania i lemat 1(v) wyprowadzirny wniosek IToI- KRZP A y, co
przez twierdzenie 8 (2) oznacza, ze P 1\ YEn~,

(3 - i) Zafozmy, ze ~ V YEn~i przyj,mijmy niewprost, ze zar6wno
P ¢n~,jak i y¢n~.Na mocy twierdzenia 8 (3) wynika stad, ie
a~u {P} I- KRZCXoraz fI~u {y} I- KRZet.· Lemar 2 pozwala wyprowadzic
dalej wniosek n;u {P V y} I- KRZa, co przez twierdzenie 8 (2) prowa
dzi do uznania, ie CXEn~,co jest sprzeczne z punktem (L) tego
twierdzeoia.

(3 - ii) Naleiy rozwaiyc dwa przypadki:
(A) Zaloimy, ie ~En~.Zatem n~I- KUP, Ax. 8 w postaci schematu
P -+ l~V y)jest inferowalny z a~. Lat\VOjest wykazac, S[osuj~c regul~
odryv.·ania, it! n~I-KRZP v r.a przez t\v1erdzenie 8 (2) otrzymujemy:
P v YEa~.
(B) Zaloimy, ie yE n~. Argumentacja analogiczna jak w (A). z wy
korzyslanlem Ax. 9,
(4 - i) Zaloimy, it! ~.....YEn~ oraz niewprost, ie P En~i y¢ rr~,
Z zaloien tych wnosimy, ie a~I- KRZ t~.~.....y}. A zatem rownlei
II~ I-KRZY' co wobec twierdzenia 8 (2) oznacz.a, ie YEn~. Ostatoie
stwierdzenie pozostaje w sprzecznosci z drug'l cz~scill zaloienia
n.iewprost.

(4- ii) Roz\vaiyc nateiy dwa przypadki:
(A) Gdy p¢n~.Lo wobec puoktu (1) dowodzonego wlasoie lematu:
.., P En~,co oznacza, ie n~~KU ..,p. Zastosowanie reguly komutacji
do prawa przepelnienia (T9) prowadzi do uzoaoia za schemat tez KRZ
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Fllozofiezna baze intuicjonistycznego rachunku zdan (tNT) sta
nowil tntuicjonizm - konstruktywistycany nurt w filozofii matematyki
zapoczatkowany w 1907 roku przez holenderskiego rnatemaryka
Leitzena E. Brouwera. Glowne zasady tego kierunku sa nastepujace:
budowe matematyki - nie dajacej siC(sprowadzic ani do logiki, ani do
jezyka symbolicznego - nalezy oprzec wylacznie na pierwotnej
intuicji ciagn liezb naturalnych oraz intuicyjnie oczywistej zasadzie
indukcji matematycznej. Pozytywnym kryteriurn istnienia obiektow
matematycznych jest ich konstruowalnosc, podczas gdy niesprze
cznosc jest zaledwie warunkiem koniecznym ich egzystencji.

KRZ okazal sie nieprzydatny do analizy rozumowan przeprowa
dzanych w obrebie tak pojmowanej matematyki, Wsrod tez KRZ jest
bowiem wiele odczuwanych jako paradoksalne, gdyz umozliwiaja
niekonstruktywne dowody, jak np. prawo wylaczonego srodka (T16):
ex V lex. Dopiero w 1930 roku Alfred Heyting, poslugujac sie metoda
aksjornatyezna, w oparciu 0 jezyk KRZ stworzyl nowy, odpowiadaja
cy postulatom intuicjonizmu, intuicjonistyczny rachunek zdan - INT.
Rcwnoczesnie podjeto proby sernantycznego scharakteryzowania tego
rachunku. W roku 1932 Kurt Goedel wykazal, ie zadna tabelkowa
charakterystyka funktorow odwolujaca sie do skonczonej liczby war
tosci logicznych rue jest adekwatna v.' stosunku do syntaktyeznego
ujecia INT. Pierwszy adekwatny opis semantyczny INT poprzez
nieskonezony ciag matryc pedal w roku 1935 Stanislaw Jaskowski.
Autorern najpopularniejszej obeonie sernantycznej wersji INT jest Saul
Kripke. Na oiej to wzorowane jest ujecie semantyczne !NT przed
stawione w §2 tego rozdzialu,

,

I ntuicjonistyczn y rachunek zdan
f

Rozdzial IIIWskazalismy wiec wartosciowanie obalajace formule ct, pokazujac t~m
samym, ze rue jest ona tautologia. Wniosek ten, sprzeczny z zaloze
niem, konczy dowod twierdzenia 0 pelnosci dla KRZ •

Przedstawiony tutaj dowod twierdzenia 0 peln~sci dla KRZ
swiadezy 0 identycznosci zbioru tez i zbieru tautologii ~. Zatem
obie konstrukcje: semantyczna (§2) isyntaktyczna (§ 3) opisuja ten sam
rachunek logiczny: kJasyczny rachunek zdan,
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Alfabet jezyka INT. Alfabet len sklada sie z trzech nastepujacych
grup symboli:
(I, S t a I e log i c Z n e: A, V. -+ • ..,. zwane odpowiednio funkto-

rami koniunkcji. alternatywy, implikacji i oegacji.
(2) Z m i e nne z dan J 0 we'. p q r s p p p tworza, . , ..... l' 2' 3,··· •ce

zbior przeliczalny.
(3) N a w i a s y: (.).

DEFINICJA \VYRAiE1\IA .If;ZYKA INT WVRAZENI'Etv1 ~ZYKA INT
JEST K,.\tOY SKONCZONY Crl\G SYl\.1BOLI ALFABETU TEGO J~7YKA

DEFINICJA WYRAiF.NIA SENSO\VNEGO Jf;ZVKA INT WYRAZE
NIEM SENSOWNYM J~ZYKA TNT JEST TAKlE r TYLKO TAKIE WYRA.
ZENIE TEGO JIVYKA. KT6RE ZOSTALO ZBUDOWANEZGODNTE Z NA
ST~PUJ.-\CYMI REGULAMl:
(J) KAtDA POJEDYNC'ZA Z~lIENNA ZOANlOWA JEST WYRAZENIEM

SPNSO\.VNYM.
(2) JE7ELI ex, ~ Sf\ WYRAiENIAMI SFNSQWNYMl, TO (ex 1\ ~). (ex V ~).

(ex -. ~), lex TAKlE S.-\ WYRAZEN1AMI SENSOWNYMI.

Identyczne w warstwie jezykowej rachunki KRZ oraz INT w za
sadniczy sposob r€>zniil siy miedzy soba pod wzgledern opisu sernan
tycznego. Niestety, na grunt INT nie mozna przeniesc bez zrnian
prostej koncepcji wartosclowama, znanej z KRZ. Odpowiednikiem
tego pojecia w INT jest wiazka wartosciowan, konstrukcja dose
zlozona, ktorej sens przyblizymy kilkoma nieformalnymi uwagami,
zanirn ostatecznie sprecyzujemy go odpowiedrna definicja.

Oioz sprobujmy prawdziwosc intuicjornstyczna rozurniec jako
dowiedlnosc na gruncie pewnego ustalonego systernu aksjornatyczne
go. Innymi slowy: wartosc ) przysluguje wylacznie tym formuJom.
ktore juz zostaly udowodnione. Wszystkim pozostalyrn, niezaleznie
od tego, czy w przyszlosci uzyskaja dow6d czy tez nie. przypisano
wartosc O. System aksjornatyczny jest przy tym pojrnowany jako
calosc dynamiczna, rozwijajaca si~ w czasie. Stopniowo przybywa
w rum dowod6w, co powoduje, ze formuly. ktorym poprzednio
przypisalisrny wartosc 0, w rnomencie uzyskania dowodu zmreniaja j~
na wartosc I. Z drugiej strony, zadna formula raz udowodniona nie
rnoze swego dowodu utracic: w systemie moze wiec tylko .,przybywac
prawd". Formula raz oceniona jako prawdziwa na zawsze zachowuje
t~ocen~. Chwilo'wy stan wied7Y 0 systemie naz\vijmy warloscio\va
niem inluicjonistycznym. Tak poj\!te warlosclowanie nie jest izolo\va
ne, lecz pozostaje w seisle okreslonych Z\villzkach 'I warlost;ioy.·aniami
,.wczesniejszymi" i "poiniejs7.ymi". Formuly. ktorym dane \varlosci.o-

Alfabet jezyka INT jest identyczny z alfabetem jezyka KRZ.
a definicje prowadzace do okreslenia zbioru wszystkich wyrazen
sensownych intuicjonizmu LINT dokladnie powtarzaja znane z po
przedniego rozdzialu sformulowania:

§2. Wartoscio\vania w INT
I... lub .

jezeh , to ...
nieprawda, ze ...

••• J ••

M~zn~tutaj po~vt6rzyc uwagi podane w § I rozdzialu [I 0 sposobie
roz.u~e,~la syrnboli alfabetu, jak I przyklady ilustrujace proces .,uja
wniarua logicznej struktury wypowiedzi j~zyka naturalnego poprzez
"tlumaczeni.e". ich oa j~zyk symbohezny rachunku logicznego

Podobnie jak w KRZ, podtrzymujemy umowe 'I § 1 rozdzialu r
zgodnie z ktora .,
I ~a~miLiterami alfabetu greckiego oznaczarny poszczegolne wyra

zenia sensowne, elementy zbioru L,'\r:
2 duzymi literarni alfabetu greckiego oznaczarny podzbiory zbioru

LINT;

30 opuszczamy zewnetrzne nawiasy okalajace cale formuly.

••

Wszystkie ogolne uwagi poczynione w § 1 rozdzialu I, a dotyczace
sposobu konsirukcji jezyka symbolicznego. pozostaja w moey.

I'\JT, podobrue jak KRZ. Jest rachunkiern zdaniowym. Stworzony
zostal pierwotnie w wersji aksjomatycznej bedacej modyfikacja aksjo
matycznego systernu KRZ. Jeayk syrnboliczny INT jest zatem dokla
dnie taki sam jak j~z)'k KRZ. Przypomnijmy \Vl~C tylko (por § I
rozdzialu II), i.e spojnikarni zdamowymi analizowanyrni na gruncie
TNT sa Z\\ roty badane juz w K RZ:
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l

Z tresei definicji \viq.zkl \vynlka. ze nlekiedy, dla ustalenia \varlosci
formuly ~rzy okr.e~lony~ wartosciowaniu v nie wyslarcza znajomosc
ocen,Jakle warlOscloy,tantc to przypisuje podformulom badanej formu
Iy. Warunkl (4) 1 (5) swiadcz~ 0 tym. ie wartosc formuly implikacyjnej

,

•

••

DEFINIC,JA WI·\ZKI \VARTOSCJOWA~ \V TNT W1J\ZKA WARTOSCIO
WAN W INT NAZYWAMY KA70Y PODZBI6R W ZBIORU \VSZYST
KICH OO\\'ZOROWAN ZBIORl,. FORMULLINT WZBI6R {O,l}, \V KT6-
RYM OKRESLONA JFST RF.LACJ,\ ZWROTNA I PRZECHODNTA R,
A PONAOTO DLA OO\VOLNEGO ODWZOROWAJI.I1A veW lOLA 00-
WOLNYCH FORMUL IX, ~ ZE ZBIORl" LINT SPELNION£ SA NAST~PU
JI\CE \VA.RUNKI:
(I) JEStl v(ex) = 1, TO OLA OO\VOLNEGO ODWZORO\VANIA \v TA-

KIEGO. 7E v R w: ~'(ex) = 1;
(2) v(a 1\ P) = 1 WTW. GDY v(ex) = I I yep) = 1:
(3) v(ex v P) = 1 WTW. GOY v(a) = 1 LUB v(~) = 1;
(4) v(a -+ P) = I wrw GOY OLA DOWOLNEGO O()WZOROW,\NIA

w TAKIt:.GO. ZE v R \v:w(ex) = 0 LUB w(P) = 1;
(5) v{ lex) = I WTW. GOY DLA OOWOLNEGO OD\VZOROWANIA w

TAKIFGO. zs v R w:\v(ex) = O.

I

••

~ nega.cyjnej ~~taJic ~o~emy dopiero wtedy, gdy wiemy, z jakimi
In~yml warto~c~owan~aml v pozostaje w relacji R oraz gdy wiemy, jak
te mne wartoscl~~anla - ~dzj~my je nazywac pomocniczymj wzgl~
dem v - ocernaja bezposrednie podformuly badanego wyrazenia
sensownego.

Wi~z.k~ warto.sc1?Wan W okreslirny jednoznacznre, gdy:
J wsk~emy, w Ja~l sposob kazde nalezace do niej wartosciowanle

oceola poszczegolne zmienne zdaniowe:•
2° zde~nlujemy zwro.tnl:! ~prz_cchodni~ relacje R ujawniajaca strukture

wzajemnych powiazan miedzy elcmentami W
Znajomosc struktury zwiazkow miedzy wartosciowaniarni pozwala
odpowiedziec na pytanie, ktore z wartosciowan S,! pornocrucze wzgJ~
dem kt6rycb. Dowod jedynosci tak opisanej wiazki nalezy prowadzic
indukcyjnie wzgledem liczby funktorow wystepujacych w Cormule.

D"EFlNTCJA TAUTOLOGII INT JE2:ELI WARTOSC OANEJ FORMULY
ex PRZY WSZYSTKICH WARTOSCIOWANIAC.t Z KAWE) Wll\ZKl WAR.
TOSCIOWAN TNT JEST STALA J R6wNA I, W()WCZAS MOW1MY, 2:£
ex JEST TAUTOLOGIA INT.

Spos6b okreslenia wiazki wartosciowan z gory wyklucza stosowa
we metody wprost do rozstrzygania problemu tautologicznosci for
mul, Nie rna bowiem mozliwosci podzielenia nieskonczonego zbioru
wiazek wartosciowan na skoriczona liczbe grup, tak aby \v obrebie
grupy zamknac wszystkie wiazki zachowujace sie identycznie z uwagi
na badana formule. W INT jedyna metoda rozstrzygania kwestii
tautologicznosci jest wiec metoda niewprost: proba rekonstrukcjt
takiej wiazki wartosciowan, do ktorej nalezy pewne wartosciowanie
Ialsyfikujace sprawdzana forrnule.

Punktem wyjscia dJa tej metody, z powodzeniem stosowanej jui:
w KR~ jest zalozenie, ze badana formula me Jest taurologia Il\'T ize
W takim razie musi istniec wiazka wartosciowan, do ktorej nalezy
pewne wartosciowanie, przypisujace badanej fonnuJe wartosc O. Jezeli
kazda z mozliwych prob okreslenia wiazki zawierajacej wartosciowa
nie obalaj(lce zakonczy si~ sprzecznosci~, analizow8n~ fonnul~ uzna
jemy za tautologjy. Jesli jednak prlynajmnieJ Jedna droga rekonstruk
cji wartosc1owama obalajl:!cego me pro\vadzi do sprzecznosci. interpre
tujemy ten wynik jako pOlwierdzenle hipotez) 0 nietau(ologicznosci
badanego wyraienia sensowncgo.

f

wanie przypisuje wanosc O. mialy j"l przy kazdyrn z ..wczesniejszych"
wartosciowan, Formuly, ktoryrn dane wartosciowanie przypisuje war
tosc I. zachowaja j(l przy kaidym wartosciowamu "poiniejszym".
\\ artosciowania intuicjonistyczne, wzajernnie powiazane relaeja od
Z\\ ierciedlajaca narastarue naszej wiedzy 0 system re, rworza zbiory.
Aby uchwycic naszkicowane tu intuicje dotyczace takich zbiorow
wanosciowari, sernantyczna wersja TNT operuje pojeciem wiazki
wartosciowan. Wartosciowania nalezace do rej samej wiazki wiaze
relacja R - zwrotna I przechodnia. Wyjasnijmy jeszcze, co znacza te
okreslenia:

Relacja R okreslona w pewnym zbiorze Jest w nim z w rot n a
wtedj i tylko wtedy, gdy kazdy element A tego zbioru pozostaje w tej
relacji sam ze soba (syrnbohczrue: A R A).

ReJacja R okreslona w pewnym zbiorze Jest w nim p r Z e c h 0 d
o i a wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnycb element6w A. B, C tego
zbioru: jezeli A pozostaje w relacji R z B, a II z C, to relacja La wiaze
rowniez elementy A i C (symbolicznie: jezeli ARB iB R C, to A R C).
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(R t) Jezeli w R v oraz w(a) = I, to V(IX) = 1.

Regulami (K I), (K 0), (A 1) i (A 0) na gruncie INT poslugujemy si~
dokJadnie tak sarno jak w KRZ (por. str. 38-39). Komentarza wymaga
jll jednak pozos tale reguly. Weimy pod uwage (I t): jesli pay pewnym
wartoseiowaniu w formula IX - ~ przyjmuje wartosc 1, wowczas
zgodnie z puoktem (4) definicji wiazki przy kazdym z wartosciowan
pomocniczych wzgledem w alba wartoscia exjest 0, albo wartoscia
~ jest 1. Rekonstruowane w diagramie wartosciowanie w jest po
mocnicze w stosunku do samego siebie z uwagi na zwrotnosc relacji R.
zachodzi wiec albo 1, W{IX) = 0 albo 2. w(~) = 1. Stad, gdy w(-x - tl) =
= 1, Die postulujemy istnienia innych niz sarno w wartosciowan
pomocniczych. Analogicznie nalezy interpretowac regule (N 1) oparta
na punkcie (5) definicji wiazki wartosciowari INT.

Rozpatrzmy z kolei regule (10). Z zalozenia, ze przy pewnym
wartosciowaniu w formula IX - ~ przyjmuje wartosc 0, wynika zgod
nie z punktem (4) definicji wiazki wartosciowari INT istnienie takiego
wartosciowania pomocniczego wzgledern w, przy kt6rym wartoscia
exjest 1, a wartoscia ~ jest O. Jezeli takim wartosciowaniern nie jest
samo aktualnie rozwazane wartosciowanie w (tzn. w(a) = 0 lub
w(~)= 1), to dJa zapewnienia ogolnosci naszym rozwazaniom wskazu
jemy nowe, rozne od w, wartosciowanie v spelniajace wymogi punktu
(4) (rj. v(GX) = 1 oraz v(~) = 0). Nowe wartosciowanie opisujemy
nowym diagramem. Regula (R I) kaze przepisac do lewej kolumny
tego oowego diagramu cala zawartosc lewej kolumny diagramu

1 0

!
l

V

'a
Wskozujemy v. w RV

tokie, ze

(1'1 0)o11(1'1 1) o
ww
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fJ

I 0

2

1. a

V

(11) I 0

w

2

1

aV{J

(A J) 1 0

w

1.

allp

Io (I. 0)1o

2.

1(It 1)

ww

Bezposrednio z definicji wi~zki wartosciowari TNT wynikaja naste
pujace reguly konstrukcji diagram6w:

.warua.

Rozumowanie, ktorego celem jest rozstrzygniecie pytania 0 tauto
logicznosc formuly, zapisujerny podobnie jak w §2 rozdzialu II. Tym
razem jednak, poniewaz zgodnie z definicja tautologii TNT zmierzamy
do okreslenia wartosciowania obalajacego jako skladnika pewnej
wiazki wartosciowan, niejednokrotnie rozwazac bedziemy cale rodziny
diagramow. Aby uniknac nieporozumien, nalezy nad kazdyrn z rozwa
zanych diagrarnow umiescic symbol opisywanego w nim wartoscio-

I (w
J 0 (A 0) laV(3

~

la

1{J
I

J ~

w

J 0 (I 0)

a+fJ j
WskazuJemy v w R v
takie I ze
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IRozumowani~ koriczy si~ niesprzecznie, Powiodla sie wiec proba
sfalsyfikowaDJa formuly p v ...,p. Okazuje sie, ze badana formula
przyjmuje wartosc 0 przy wartosciowantu w nalezacyrn do takiej

oI•

p

o

v

Sprzecznosc konczaca rozumowanie swiadczy e tym, ze niemozli
wa jest konstrukcja wiazki wartosciowan zawierajacej wartoscio
wanie, ktore Ialsyfikowaloby badana formule. Wyrazenie sensowne
.,(p 1\ ,p) jest wiec tautologia [NT.

(3) Czy jest tautologia INT formula (p -+ q) -+ (-,q -+ "lp)?
Zalozmy, ze nie:(NO)

I

Nalezy teraz zastosowae regule (N 0). a poniewaz sarno wartoscio
wanie w Die przypisalo jak dotad zmiennej p wartosci I, wskazu
jerny rozne od w wartosciowanie pornocnicze v(w R v), takie, ie
v(p) = 1:

I 0

p"',p (N 0)

P (K 1),
(K 1),p

I\p (N 1)

(A 0)

(A e)

p

J 0 1/

.. , .Nalezy teraz zastosowac regule (N 0), a pomewaz sarno wartoscio-
wanie w nie przypisalo jak dotad fonnule p 1\ "lP wartosci 1,
wskazujemy wartosciowanie v, pomocnicze wzgledem w, takie, ze
v(p " -, p) = I:

w

(I) ezy jest tautologia [NT formula p VIP?
Zalozmy . ze Die jest. Istnieje wiec wartosciowanie w przypisujace
formule p v "lp wartosc 0:

w

wiazki, w ktorej istnieje pomocnicze w stosunku do w wartoscio
wanie v(w R v), takie, ze yep) = 1. A wiec formula p v -,p nie jest
tautologia INT.

(2) Czy jest tautologia INT formula -, (p 1\ ...,p)?
Zalozmy, ze Die:

wartosciowania w. Vi.' kazdyrn z utworzonycb diagrarnow obowiazuja
te same zasady poszukiwania sprzecznosei, ktore stosowalisrny \\ dia
gramach dla KRZ (por str. 42) Analogicznie jak (l 0) interpretujemy
odnoszaca si~ do negacji regule (N 0)

Przejdimy zatem do przykladow. Posluzymy si~ w nich tyrni
samymi formulami, ktorych tautologicznosc w KRZ badalismy w §2
rozdzialu II. Ten nieprzypadkowydob6r sprawdzaoych formul umozli
wi nam nie tylko dostrzezenie rozmc w samym procesie ustalania
tautologicznosci, Jecz tam w Jego wynikach na gruncie obu rachun
kow: KRZ oraz INT.

I 0
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INT formula (..,p -+ iq) -. (q -+ p)?(4) ezy jest tautologia
Zalozmy, ze nie:

Sprzecznosci kODCl.1Cerozumowanie swiadcza 0 tyrn, ze nie jest
mozliwa rekonstrukcja wiazki zawierajacej wartosciowanie obala
~<tcebadana formul~. Wyrazenie sensowne: (p -t q) -t (...,q -+ ...,p)
Jest zatem tautologia INT.

~

I 0

P (N 0)

q (R 1)

'P-,q CR .)

1 'P (J 1)

Wskazujemy wartosciowanie w) pornocnicze wzgledem wz:

1,

(I 0)

(R I)

(1 I)

pq

(r-; 0)

(It I)

(R .)

(N 1)

(I 1)

(1 1)

o

(1 0)

IW;J

I 0

P,~\
p-q

"q

1. / p

2. q

Wskazujerny wartosciowanie Wl pornocmcze wzgledern \Vz:

(r 0)

(R I)

Wskazujemy wartosciowanie \v! pornocnicze wzgledem WI:

oI

Wskazujemy wartosciowanie WI pomocnicze wzgledern wo:Wskazujerny wanosciowanie \\!1 pornocnicze wzgledern WI:

P -q

o
(1 0)

I

o

- ---...... • '-&!'" .~,

I

Wskazujemy wartosciowanie \\'1 pomocnicze wzgledern \\'0:
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Nie znajdujac sprzeeznosci w przypadku 1.2 wykazalismy, ze
formula (p v q) -+ (p 1\ q) Die jest tautologia INT. Obala JClwar
tosciowanie w powiazane relacja R z warrosciowaniem v, takirn,
ze v(p} = 1, a v(q} = O.

Wiemy, ze klasyczne prawo wylaczonego srodka (p v -,p) nie jest
tautologia INT (por. przyklad 1). Wynika to z pewnej szczegolnej
wjasnosci alternatywy intuicjonistycznej uj~tej w poniiszym lernacie:

q1.2

11.

(A 1)

(JL 0)

(K 0)

1.

(1 0)pllq Phq

1 0

v

Wskazujemy wartosciowanie " pornocnicze wzgledem \v:

(pvq) -(ph q)

I 0

w

LE\1A'J 1 FOR~1Ul.A a v P JEST rALTOLOGl1\ TNT WTf:DY 11YL
KO \\ TEOY GOY CHOCtAL JEI)Fl'-r Z JEJ SKLAONfKO\\< (a BI\DZ ~)
JEST TALTOLOGIA iNT.

Dow6d. (I) Zalozmy, ze ct v P jest tautologia I przyjrnijrny (dla
dowodu niewprost), ze rnirno to zaden ze skladnikow tCJ alternatywy
(ani C( ani ~) nie jest tautologiq tego rachunku, Oznacza to, ze istnieja
wiazki wartosciowan intuicjonlstycznych Va oraz V'I' do ktorych
naleza wartosciowanla v.. 1 VII 0 nastepujacych wlasnosciach:

V.. EV, i "Q(a)=O oraz VIlEVIl I 'p(P)=O

W wiazce V.. okreslona jest zwroina I przechodnia relacja R.; w wiazce
" II - relacja RJ!.

Uiworzmy teraz podzbior W zbioru wszystkich odwzorowan
przypisujacych formulom intuicjonistycznym wartosci ze zbioru {O.I}
wlaczajac don:
I te i tylko te wartosciowania z wiazki V!l' ktore SIl pomOCJ11CZe

'1 uwagi na relacje RQ wzgledcm wartosciowania v~.Wobec zwrot
nosci relacji R, - v:a EW);

.2 te i ti ko te wartosciowania l wiazki VII' kiore sq pornocrucze
z uwagi na relacje RjI wzgledem wartosciowania vp. Wobcc zwrot
nosci reJacji RJ! - V1\ E W):

3 odwzorowanie \V okreslone na zbiorze zmiennych zdaniowych
w sposob nastepujacy:
\v(p) = 1 wtedy i tylko wtedy. gdy V.,(p) = 1 i vll(p) = I.
a rozszerzone na zbior wszystkich formul intuicjonistycznych
zgodnie z warunkarni (2) - (5) definicji wiazki wartosciowan intuicjo
nistycznych, przy czym relacje pomocnicznosci R okreslimy w zbio
rze W postulujac, by
(a) dla dowolnego V EW: \Iv' R v
(b) dla dowolnych u. V E W roznych od odwzorowania w:

u R, wtedy i tylko wtedy, glly u R, V lub u RII v.

Z sarnego okreslenia relacji R wynika. ze jest ona " zbiorze \V zwrot
na i przechodnia.

Konstruujac zbi6r W zadbalisrny, aby kazde z nalezacych do ruego
odwzorowari spelnialo warunki (2) - (5) definicji wiazki wartosciowari
intuicjonistycznych. Aby wykazac, ze zbior W jest istotnie laki!
\vi<tzkli. nale;:'y jeszcze udo\\'odnic tylko. ze spelnia rownie! \varunek

Zauwazmy teraz, ze ponowne stosowanie reguly ~~ 0) nl~ wyrnaga
od nas wskazania jakiegokolwiek nowe~o wartosclo~anla p,orno~~
. (gl d . ) przy ktorym zrruenna p przyjmuje wartoscnlczego \VZ ~ em W3 .' •

1. bo takirn wartosciowamem Jest (z uwagi na Z\v:otn~sc ~elacJI ~)
sarno W3 Zakoncsylismy tyrn sarnyrn konstrukcje wlll2~1 .warto~
ciowan INT, w ktore] rozpatrywana ror~~a przy wartosciowaniu

. I. wartosc 0 Brak sprzecznosci \V przeprowadzonymw0 przYJ~fa. . . .
rozumowaniu swiadczy 0 tym, ze badane wyrazeme sensowne me
jest tautologia TNT.

(5) Czy Jest tautologia TNT formula (p v q) -+ (p A q)?
Zalozmy, ze rue:

. _--.....;;..___ - -



8382

Udowodni!ismy wi~c, ze zbior wszystkich taulologii rachunku INT
zawlera si~ v.' zbiorze wszystkich tautologil KRZ. 0 tym, ie zawieranlC
od\vrotne ole zachodzi, la1\'{0 si~ pnek0nac porownllJ'lC odpowiedzJ
na pytante 0 lautoJogicZDosc lych samych forn1ul spra\vdzanych \\' obu
rachunkach (przyklady (1) - (5)). W d\voch przypadkach ((I) i(4)) formu
Iy tautoJogiczne w KRZ zosta~y sfalsylikowane w INT, Wynikl tyell
ustalen zilustrujemy rysunkiem;

, Zwracalismy juz uwage oa fakt, ie jezyk] KRZ oraz TNT SCi
Identycz~e: LKRZ = LINT; A jaki istnieje stosunek miedzy zbiorarm
tautologii obu racbunkow? Z larwosciq udowodnimy

LE[\.JAT 2 KAZDA TAUTOLOGIA INT JEST TEL T\UTOLOGI.l\ KRZ.

Do\Y6d '. Zalozmy, ze ex jest tautologia (NT i, ruewprost, ze isrnieje
\vartos.clowanle .v \v KRZ takie. ie v(a) = O. Rozpatrzmy zblor tv}
z relacJ~ R spelnlaJllC<! warunek v R v. Jest absolutnle oczY".'Jste. ze talc
zdefiniowana relacj~. jest ~\vrotna I prLechodnia " ZQ10rze {v}.
KorzystajllC z delinlCJI ~a:toSCIO\Vanla KRZ sprawdzamy, ie zblor {v}
slanowl \VIClzk~ \varlOSClowan TNT (por (I) - (5) dcfinicji wll~zkl).
lSlnieje wiyc wi¢a, do ktorej nalez}, \lIartosclo\vanie v, takle. ie:
v(ex)= O. Zatem a oie jest tautologitl w lNT Wnlosck len. sprzeczny
z zalolenicm, konczy do\\rod lematu •

wartosciowaniu \11. Z dOlychczaso\vych ustaleri wrerny, ze do wrazk:
W naleza .wartosciowania v j vJl pcrnocmcze wzgtedem \'1 i takie. ie
,,~(ex)~ 0 I vlI(~)= ? .Stad. wobec (1) defirucji wtazki (przenoszeme
wartosci 1 n.a wartoscrowama pomocnicze) wiemy, ze w(a) = v.(P) = o.
W rezultacle:. na moc?' warunku (3): w(a. v ~) = O. co pozostaje
w sprzeczno~cl Z zalozona tautologicznoscra tej alternatywy I co
konczy dowod pierwszej czesci lernatu

(II) Gdy ex jest tautologia INT (dJa formuly ~ dowod biegnie
analogtcznle~, ~o ~rzy kazdyrn wartosciowaniu z kazdej wiazk: wartos
ciowan InlUICjorus~y~ych przyjmuje ona wartosc 1. Korzystajac
r v.:arunku (3) d~~nlcJI wiazki wartosciowan INT wnioskujerny, ze przy
kald.ym wartos~l?Waruu z ka_Zdej wiazki rowniez formula (X v ~
przYJm~Je \var~osc 1. a zatern Jest tautologia rntuicionistyczna. Tym
wnioskiem konczyrny dowod lernatu 1 •

. . .
(1) mowiacy 0 dziedziczeniu wartosci 1 przez ~.~tosclowan~a po-
rnocmcze. Na pewno wlasnosc t« maja te ,,'arto~CIO\\anla. ktor~ ~o
zbioru V\' trafily ZI! zbiorow VI oraz Vfl' Pozostaje Wl~C wykazac, ze
rowniez odwzorowanie w spelnia len warunek. W dowodzie tego
Iaktu stosujemy indukcj~ z uwagi na zlozonosc forrnuly: .

K r 0 k \\' y j sci 0 \\ Y Zalozmy. ze formula ma ksztalt zrmen
nej zdanlowej p oraz ZC wtp) = 1. Wykazemy. Ze dla dO\\'olneg~
wartosciowanla pomocniczego \(\, R \.) mamy rep) = 1. Takie wartos
ciowanie \. jest albo identyczne z w a1bo nalezy do .V". tresp. VII)'
W pierwszym przypadku warunek jest spe!~lony z zalozenia, W dru
girn wartosciowanie v jest pornocrucze takze w.st.?sunku do v" (~·esp.
vI') Z uwagi na relacje R2 (resp, Rj\) Z definlcj~ odwzorow ~nla \V
wnioskujemy. ze v,,(p) = 1(resp. \II(P) = 1). Stad zas, wobec stwierdzo-

, .. .
nej wyiej pornocniczoscr v wzgledern wartosciowarna v" na gruncre
wiazki V,,' mamy v(p) = 1. co zarnyka dow6d kroku wyjsciowego.

K r 0 kin d u k c Y j n y. Niech dla formul y 1 B wlasnosc do
wodzona zachodzi, Wykaiemy, ze przysluguje ona dowolnej Iormule
z nich zbudowanej przy uzyciu statych logicznych jezyka rachunku
JNT Ograniczymy si~ lU do przypadku a1ternatywy i negacji - ko
niunkcje i implikacje pozostawiajac Czytelnikowi.

( v) Niech w("I v 0) = 1 Przyjelisrny, ze w spelnia warunki (2) - (5)
definicji wiazki wanosciow an intuicjonistycznych, a zalcm \v(y) = 1
lub w(o) = I. Rozpatrzm) prz)'padek \\'(y) = 1 (\\' druglm przypadku
rozumo\vanie przeblcga analogicznie). Z zaJoienia mdukc),Jnego \\nlO
skujemy. i.e dla do\volnego od\vzorowarua pomocniczego v (\" R v)
zachod?1 v(y) = 1. a ponlc\vaz kazde Z odwzorowan nalezllcych do
W spclnia \varunki (2) - (5) definicji wi'l7ki. przcto v(y v 8) = 1.

(I) Niech W(IY) = I Zalozrn~ ruc\vprosl, 7.J! \11 zblorze Vv istntcJc
odwzorowanlc v pomocniclc \vzgiydem w(w R v) i v(-,y) = 0 Od\vzo
ro\vanie v spelnia warunkl (2) - (5) delinicjJ wiCizki wartoscio\van
inlujcjonistycznych. a :zatem istrueJe \\ zblorze W takie odwzorowanle
u pomocnicze wzglydem v(v R u), dla kl6rego u(y) = t. Poniewaz
relacja R jcst przechodnla, zatcm wR u. Z faklu istnieoia \vartoscio
wanta pomocniczege, przy ktorym formula y przyjrnuje \vartosc I.
wnioskowac mezemy (pono\vnie korzyslaj<lc Z delinicjl \\'IClZkl warto
sciowaii intuicjonislycznych), i.e \v( IY) = O. Sprzecznosc.

Po upewnieniu siry, ie zbi6r W jest istotnie wi~zk<l \\'arloscio,,/an
intuicjorustycznych. moiemy pylae 0 .",'artosc formuly ex v p prJ:)

-=- -
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W kolejnym lemacie sformuluJemy wazna zaleznosc miedzy tauto-
logiami KRZ a iautologiarni INT:

L";1V1AT3 FORMULA a JEST TAUTOLOGIA KRZ WTBDY I TYLKO
\Vl EDY. GDY FORMULA -, ,a JEST TAUTOLOGIJ\ INT.

Dowod. (A) Zalozmy, ze IX Jest taurologia KRZ, a mirno to "a
nie jest tautologia INT. lstnieje zatem wiazka U wartosciowan
innncjonistycznycb, a \\1 niej wartosciowanie u, kto~e for~ule ~ ICX
przypisuje wartosc O. Z detinicji wiazki (punkt 5~wnioskujemy, 1£ do
U nalezy rowniez wartosciowanie u'. pomocrucze w stosunku do
u(u R u'], takie, ze u'( la) = 1. W wiazce ~ wybieramy ciag wartoscio-
wan W = wO,Wl,W2'''' wedlug nastepujacych zasad:. .
III wszystkie wyrazenia sensowne ze zbioru LINT porzadkujerny \\' ciqg:

Y., 'f2' 'f3' ... ;
2 za poezatkowy element ciagu wartosciowan W uznajemy wartos-

cio ....·anie u':wo = u';
3 przy doborze kolejnych wyrazQw ciagu W postepujerny mdukcyj

nie. Gdy mamy juz wybrane wartosciowanie Wk' wowczas sposrod
wartosciowan pomocniczych \v stosunku do niego w wiazce
U wybieramy to wartosciowanie v, ktore spelnia warunek:
V(Yk ~1 V IY ...+ l) = I, i wlasnie to wartosciowanie dolaczarny do
ciagu W jako kolejny wyraz (wit+ 1 = v).
Czy w willzce U zawsze potratimy odnaleic kolejny elenlcnt ci~gu

W? Okazuje si~t i.e tak: niech bo\vien1 zbior W k sklada si~ z wszystkich
\\'artosciowari pomocniczych w stosunku do \\:10..' Oczywiscie. wobec

KRZ

zwrotnosci relacji: R: Wk E Wk' Musi zaistniec zatem jedna 7. dwoch
sytuacji:
(a) w zbiorze W k istnieje wartosciowanie, powiedzmy w, ktore formule

'Yk+ I przypisuje wartosc 1. Zgodnie z (3) definicji wiazki wartoscio
wan INT mamy W(Yk+ I V -''Yk+ I) = 1 i wowczas za k + I-szy
element ciagu W uznajerny w.

(b) w zbiorze Wk nie ma wartosciowania weryfikujacego y" + I' Ozna
cza to, ze kazde wartosciowanie pomocnieze wzgledern wI!. przypi
suje formule 'Yk-t- I wartosc O. Zgodnie z definicja wiazki (punkt 5):
wk( l'Yk" 1) = 1, a z uwagi na punkt 3, takze calej altcrnatywie:
Y ..... I V 'Yk+ I wartosciowame w.. przypisuje wartosc I.Kolejnym
elementem ciagu W bedzie wowczas sarno Wk' czyLi: wk + I = w....

Ciag W, wobec przechodruosci relacji R. posiada nastepujaca
wlasnosc: otoz dla dowolnych dwoch wartosciowari do mego naleza
cych (w, u EW) jedno jest pomocnicze wzgledem drugiego: alba w R u.
albo uRw.

Definiujemy teraz odwzorowanie v, postulujac, aby dla dowoLnej
formuly Y: r:

1 gdy W eiagu W istnieje wartosciowanie \\ takie. ze
v(y) = -< w(y) = 1

o w przeciwnym razie.
'-

Udowodnimy, ze tak okreslone odwzorowanie v jest wartosciowa-
niem KRZ. Nalezy wiec sprawdzic, 7e v spelnia warunki sformulowa
ne w definicji wartosciowania tego rachunku (por. SIr 33).

(1) Negacja. Zalozmy, ie v(-,&) = I i przypuscmy, ze rownoczes
nie v(o) = 1. Wobec definicji v istnieja w ciagu W wartosciowania w...
iwm takie, ze: wk(-,o) = 1. wm(&) = 1. Jedno z tycb wartosciowari musi
bye pomocnicze wzgledem drugiego, przyjrnijmy, ze to wm jest
pomocnicze w stosunku do wit (rozurnowanie w przypadku odwrotnej
zaleznosci rniedzy wartosciowaniarni biegnie analogicznie) Z zaloze
nia, ze w,,(-,B) = 1zgodnie z punktem (5)definicji wiazki wnioskujemy,
ze przy kaidym wartosciowaniu pomocniczym wzgledern w~. w szcze
g61nosci przy wm• rormula B przyjmuJe wartosc 0 - "prlccznosc.

Zato~my z kolei, ie v( -, 0) = O. Z defnicji v \\ nioskuJemy. :ic prz)'
dowolnym wartoscio\vaniu WE W formula IS przyjmuje .....'artosc O.
Formula 8 stanowi jeden z \vyrazo\v ciilgu utworzonego z w.szystkich

(pvq)_(pil q)
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Pojecie spelniania w rachunku {NT definiujerny i charakteryzuje
my tak, jak LO uczynilismy w §2 rozdzialu I Przejdzrny wiec do
sprecyzowania, czyrn jest na gruncie INT relaeja wynikania.

DEFINfCJA WYN1KA"IIA W TNT ZE ZBIORU FORMUL <1> \\,\,NIKr\
NA GRUNCtc INT ZBI6R FORI\o1UL \fI (syrnboJjcznje: <t> I=I~r'l')
\VTEOY I TYLKO WTEOY. GOY KALDF \VJ\RTOSCIO\VANIL l K,\ZDEJ
WlI\ZKJ WARTOSCIOWAN INT SPELNIAJAC'I! <t> SPELNl:\ TEl \fl.

Jesli tak zdefiniowana rclacja nie zachodzi mi~dzy zbiorami
<J> i 'I' na terenie rachunku INT. WO\vczas piszemy: <IJ j;I: .~r'1'. Jesli
oatomiast <1>I=.NT{ex}. pisac b~dzlemy: (1)1=.'<rex.

Relacjl wynikania \11 INT przysluguj~ \\'Iasnosci ogolne Yo'ypo\\'ie
dzlane w Icmataeh 3 - 7 z §2 rozdziatu 1. Procz nich relacja ta posiada
w~asnosci specyfiC7..ne.YoynlkaJllcc z prawdzi\\'osciowej charaklerystyki
funktorow w INT, zawartej w definioJL y,li(!zki wartoscio\van intuicjo
njstyc7.nyeh. Podobnie jak w KRZ. tak I w rachunku INT zachodzll
charakterystyczne z\\'i,!zki mi~dZ)' relacj~ ,,'ynikania oraz funktorami
implikacJi i negacji. zwane semanlycznymi analogonami t\\'ieruzen

kacji 8 _,\(y -t 0) jest tautologia INT. w szczegolnosci wk(o-+ (I'- 0)) =
= 1. Punkt (4) definicji WIClzki pozwala stad wnioskowac, ze
w,,(y - 0) = 1,co wobec definicji v oznacza, ze: v(y -+ 0) = I, Osiagnie
Lai tym razem sprzecznosc koriczy dow6d CZ<;SCI dotyczace] irnplikacii.

Uzupelnienie rozumowania 0 przypadki alternatywy I koniunkcji
pozostawiarny Czytelnikowi.

Powrocmy teraz do Iormuly ex. Ustalilismy, ze u'( -,~) I Po-
niewaz jednak u' = wo0 WI~C zgodnie L. definicja wartosciowania
v:v(-,ex) = 1. Ale v jest wartosciowaniem KRZ, a zatem. v('X)= 0,
Wskazalismy tyrn samym wartosciowanie KRZ Ialsyfikujace Iormule
ex.. co pozostaje w sprzecznosci z zalozeniem 0 jej tautologicznoscr
w tym rachunku.

(II) Aby zakonczyc dowod lematu 3 zalozmy, ie z kolei formula
-'"lex jest tautologia INT. Na mocy lematu 2 jest ona rowniez
tautologia KRZ. Z definicji wartosoiowania KRZ wnioskujerny, i.e
przy kazdym wartosciowaniu KRZ formula let przyjmuje wartosc O.
a formula exwartosc 1. Wykazalisrny tym samym, ze exjest tautologia
KRZ.

\\ vrazen sensownych jezyka INT, a wiec dla pewnego wskaznika k:
& :: Y . Zgodnie z konstrukcja ciagu wartosciowan W: WIt(YkV 'I'k).=
= wL(8 V ,8) = I. Poniewai. ~sta~ilis~y juz, ze \Vk( -,8) ,- 0, WI~~

zgodnie z punktcm (3) definicji wiazki: wlt(S)= 1, co konczy czesc
dowodu POS\vl~conll negacji. ,

(2) Implikacja. Zalozmy. ze v{1'-t 8) = 1 oraz, dla dowod~ ~e
wprost, ze v(y) = I, a v(8) = O. Z zalozen ly~h. wO.bec defin~eJ' .v.
wvnika ze Yo'ciagu W istnieja \varlOSClowanla """ I wm• takie, ze:
\,.~(y....'8) = I i "'m(Y)= 1Wartosciowama te, na pewno wraze relacja
R. Przyjmijmy najpierw, ze ,vm jest pornocmcze w stosu~~~ d~ \Vk'
Z dotychczasowych zalozeri, \v mys.1 punkl,u (I) definicji wl~k~:
wynika, ie \Vm(Y-t 0) = 1. a korzystaiac dale] z punkt~ (4) definicji
wnioskujemy. ze przy kazdyrn wartosciowaniu pomocnlcz~m w sto
sunku do w poprzednik (y) rna wartosc 0 lub nastepnik (o) rna

m • ,
wartosc 1. Wobec ZwrOtflOSCI relacji R wartosciowanie wm Jest
pomocnicze wzgledem samego siebie, a \vi~c wm(y),= 0 lub wn~(o)= 1.
Pierwszy czlon tej alternarywy wykluczylisrny, Wive pozostaje tylko
rnozliwosc druga: wm(8) = 1. Siad zas, wobec definicji v: v(8) = 1, co
sprzeczne jest z hipoteza. Gdy z kolei przyjrniemy, ze wartosciowanie
Yo'.. jest pomocnicze wzgledem Wm' to wtedy, korzystajac z punktu (I)
definicji wiazki, ustahrny, ze wk(Y} = 1. a dalsze rozumowanie prze
biegnie jak poprzednio dla \VIn•

Z kolei przypuscmy, ze v('Y-t 0) = 0 i dla dowodu niewprost
zalozrny, ze b<}dz v('Y)= 0, badz v(o) = 1. Jako pierwsza rozpatrzmy
rnoiliwose: v(y} = 0, Poniewaz formula rnusi si~ pojawic w ciClgu
ut\vorzonym ze wszystkich wyraien sensownycb J~zyka TNT jako jego
koteJny. np. k-ty \vyra7. (y = YIt). zatcm wartosciowanle w" z ei(lgu
W spelrua warunek: wL(Y"V l'Y,,}= wk(Y V -,y) = 1. Przyj~lismy za
lozcnie. ze v(y} = 0 i st<ld. wobec definicji v, moiemy wDosie. ie dla
wlt(Y)= O. A zatem. zgodnie z punktem (3) definicji wi~zki wartoscio
wan sty"ierdzamy. ie wk( -,y) = I, Poniewai jest tautologill INT
skomutowane prawo przepelnlenia: "'Y -. (y -t 0) (spra\vdz.!). zatern
wlt( ly -+ (y -+ 0)) = 1. KorzyslajqC z punktu (4) definicJi wiClZki\\ ypro
wadzamy wniosek: w\(y -t o} = 1, co wobec okreslenia V oznacza, ie
v(y -+ 0) = 1. Sprzecznosc,

Przeanaljzujemy teraz drugll rnoiliwosc, zakladaj~c, ie zarazenl
v(y -+ 0) = 0 oraz v(o) = 1. Z definicJi v \vnosimy, ie istnieje w ciqgu
\V lakie warlosclowanie wit. i.e: \\',,(o} = 1. Poniewai pra\vo sympliti-
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Zalozmy. Ze istnieje wil;lzka W i nale7~ce do niej wartosciowanie
v takie, ie (I) v(-, -,p) = 1 i (2) v( -,p) = I. Z (1) wobec delinicji wictzki
wynika, ie kaide wartoscio\vanie pomocnicze wzgl~dem v (wi\!c
i sarno v. poniewai v R v) przypisuje wyraieruu ..,p \vartose O.
A zatem: (3) v( I p) = O. Sprzeczoosc w rozurnowaniu mi~dzy (2) i (3)
sWladczy 0 tym. ie rue istnieje \vartosciowanie speiniajllce zbi6r
{I -,p. -,p}. PrawdZiwe jest wi~c nast~puj:tce stwierd7cnie: ka.zde
wartosciowanie z kaidej WlllZki y,'artosciowan intuicjonistyczoycb
speJniajllce zbior { .., -, P, I p} spetnia takie zbi6r {~, ..,B}. gdzie p jest
dowolnCl formul~ ze zbioru :E1NT• czyli: f., -,p. -,p} FIN'! {P, -'P}·

Rozwaimy z kolei dwuelemcntow& \vi~zk~ wartoscio\\,an inluicjo
nistycznych W = {v. w} ze zwrotnll i przechodnill relacj'l R = {<v, v).
<..v, w). (w. w)}. Wi¢~ okreslimy jedooznacznie. gdy kaide z v/arlOS-

TWIERDZE:-ill: 2 <l>u {a} I=INT{P, -'P} WTEDY I TYLKO WTEOY
GOY <l>1= INT -, (X.

Dow6d. (1) Niech (I) <l>u {a} I=INT{P, -,~}. Dla dowodu niewprost
zaloimy ~onadto. Ze (2) <l>tFlN'1 -,ex. Z (2) na mocy definicji wynikania
wnioskujcmy, ze istnieje wiltZka wartosciowan inluicjonistycznycb
W i nale~ce do niej wartosciowanie v takie, Ze (3) v spelnia <t> oraz (4)
v( la) = O. Zgodnie z punktem (5) definicji willzki warLosciowan
istnieje w W pewoe wartosciowanie u pomocnicze \vzgl~dem v. takie,
ze (5) u(a) = 1. StosujllC don punkt (1) definicji willZki ustalamy

• •I row-KONTRPRZYKLAD Wykazerny, ze { .'-'p, IP} I=I~T{~, -,~}
noczesnlc {liP}~INTP.

Znane z §2 rozdzialu II twierdzenie 3 nie jest prawdziwc w ra
chunku INT. Aby sie 0 tym przekonac. rozwazmy nastepujacy

wobec (3). ze (6) u spelnia <1>. Z (5) I (6) wnioskujemy, ze (7) u spelnia
<!> u {a}. Siad wobec (I) i definicji wynikania wyprowadzamy wniosek
(8) u spelnia {~. -,~}. Oznacza to, ze zarowno (9) u(~) = 1. jak I

(10) u( I~)= 1. Z uwagi na (10) odwolujemy si~ znowu do definicji
wiazki wartosciowan intuicjonistyczoyoh. by ustalic, ie kazde warto
sciowanie pomocnicze wzgledem u (takze samo u - skoro u R u)
przypisac musi formule P wartosc 0: (II) u(~) = O.Sprzecznosc rniedzy
(9) a (I J) konczy t~cz~sc dowodu.

(II) Zalozmy teraz, ie (I) <J>1= INT -'ex. a dla dowodu niewprost, ze
(2) <J>u {a} tFIST{~' -,~}. Z (2). wobec defirucji wyoikania. wnioskuje
my. ze istnieje wiazka wartosciowan intuicjonistycznych W i nalezace
do ruej wartosciowanie v takie, ze (3) v spelnia zbior <l>u {a}.
Poslugujac sie lematem 1 dowiedzionym w §2 rozdzialu II. wyprowa
dzamy wniosek, ze (4) v spelnia <I> oraz (5) v(a) = 1. Na podsiawie
(1) i (4) stwierdzamy, odwolujac Sl~ znow do definicji wynikania. ze
(6) v( ., a) = 1. Skoro tak, to kazde wartosciowanie pomocnicze wzgle
dem v (wiec i samo v) przypisujc formule a wartosc 0: (7) Yea) = O.
Sprzecznosc miedzy (5) i (7) konezy dow6d tego twierdzenia •

o dcdukcji Jednakze z trzech twierdzen obowiazujacych w KR~ ~po~.
twierdzerua 1. 2 I 3 z §2 rozdzialu II) na teren rachunku mtuicjoru-
stycznego przeniesc mozna tylko dvva pierwsze:

T\\'IERD1F"iIE 1 <l> u {a} I=IJ',I~ WTEO) ( TYLKO \VTEDT. GOY

Cl> 1= l1'il a -. ~.
Dowed. (I) Zalozmy, ze (1) <l>u {a} I=INT~ i niewprost, ie mimo to

(2) <J) tF1N1~ -+~. Z (2) wobec definicji \~ynika~i~ wnioskujemy. ze
istnieje taka wiazka wartosclowan W i takie w ruej \vart?SCIOWanl~ :'
ze (3) v spelnia <I>. ale (4) v(a .~) = O. ~atem zg~dnle z definicja
wiazki. istnieje y, wiazce W wanosciowanrc pomocrucze wzgledem v,
nazwijmy je utv R u), takie. ze zarazern (5) ut«) = 1 i (6) u(~) = O. Z (3)
oraz punktu (I) defirucji wiazki wartosciowan inuncjornstycanych
wynika. i.e (7) u spelnia zbior <l> Z kolei z (7) i (5) wyprowadzamy
wniosek, ze (8) u spelnia zbior <J> U {o:}. Stad wobec zalozenia (1)
konkludujemy, ze (9) u(P) = 1. co pozostaje \v sprzecznosci 7. (6).

(II) Zalozmy z kolei, ic (1) <t> 1= INTa .... ~ i niewprost, i.e mi rno to
(2) <I>u{a} I=F I"lTP, Z (2) wobec definicji wynikania wnioskujemy, ze
istnieje wiazka wartosciowan innncjomstycznych W oraz nalezace do
nie] wartosciowanie v takie, ze (3) v spelnia <f> I (4) v(o:}= 1.
a jednoczesnie (5) v(~) = O. Z (I) I (3) zgodnie z defimcja wynikania
wyprowadzamy wniosek (6) v(a. -+ P) = 1. Stad, na mocy definicji
wiazki wartosciowan, przy wszystkich wartoSciowaniach pomocni
czych wzgledem v (a wiec i przy samym v) poprzednik implikacji musi
przyjltC wartose 0 Jub jej nasl~pnik - wartost 1, a zatem (7) v(a) = 0
lub v(~) = 1. PoniewaZ warunek (4) wyklucza prawdziwosc pier\vsze
go cztonu tcj aJternatywy. wi~c prawdziwy musi bye czton drugi:
(8) yep) = 1. Warunki (8) i (5) pozostajet jednak w sprzecznosci •



DEFINICJA REGULY NORMALNE.J INT REGULA JEST NORMALNA
NA GRUNCIE lNT WTEDY I TYLKO \VTEOY, GOY DLA DO\VOLNEJ

(J lJ2.

1. (1 1)

a-tl
" {J•

1 0

v

Zalozmy, ze nie, Istnieje wiec wiazka wartosciowan intuicjonistycz
nych i nalezace do niej wartosciowarue v takie, ze:

(I) Sprawdzamy, czy Jest normalna regula elementarna 0 schemacie:

a ....~
a

• •
CZ«SCIDowod lematu 4 przebiega podobnie do dowodu drugiej

twierdzenia 2.

Ogolne uwagi 0 regulach wnioskowania, ich rodzajach, wlasnos
ciach, a takze zachodzacych rniedzy nimi stosunkach zawarte sa w §2
rozdzialu T. Przypomnijmy tylko. ze regula jest dowolny zbior par
postaci (<1>. {a} >. w ktorych <I> stanowi skoitczony zbior przeslanek.
natomiast a - wniosek. Regule elernentarna charakteryzujaca sie tym,
ze wszystkie skladajace SIC( na rna pary sa podstawieniarni pewnej pary
podstawowej, bt(dzlemy przedslawiac w formie schematu:

w(S) = 1 dla wszystkicb zmiennych

Innyrni slowy: dla zmiennych wartosciowanie v ;oZni s~y.?d ~art.oscio
wania w tylko na zrniennej p. Stosujac punkt (~) definicji wiazki usia
lamy, ze v(-,p) = w{-,p) = 0, gdyz wartosciowanie w. pornocnicze
zarowno wzgledem v. jak i samego siebie, przypisuje zmiennej p war
tose 1, zas v(--,-,p) = 1, poniewaz kazde wartosciowanie pomocnicze
w stosunku do v (a wiec w i sarno v) przypisuje formule -,p wartosc O.
Ustalilisrny WIC(C,ze wartosoiowanie v spelnia formule -, "lp, a nie
spelnia p. Oznacza to, ie istotnie: liP ~ltrrP •

Zauwazrny. ie przytoczony kontrprzyklad falsyfikuje w lNT tylko
[edna czC(sctwierdzenia 3 z § 2 rozdzialu II, natomiast druga pozostaje
w mocy Wyrazirny j<l w formie kolejoego lematu:

LEMAT 4 JE7ELI <t> 1= 1NTCl. TO <J) U { l:X} I=rNT{~' -, ~}.

natorniast

PARY (<I>. {a} > NALFi.I\Cl:.J DO TEJ RFGULY ZA(I-JODZl WYNIKANCE:
<l> 1= II"<'Ta.

Dla uzyskania odpowiedzi na pytanie, czy pewna regula elernen
larn~ .~est normalna, w rachunku INT stosujemy, podobnie jak to
cz~nllls~~ ". KRZ (por. SlI. 45), rozumowanie niewprost. ZakJadamy
mJa~OWlcle,. ~e badana regula nie Jest normalna. czyli twierdzirny, ze
nalez~ do mej taka para, w ktorej ze zbioru przeslanek nie wynika na
gru~cle .INT ~orm~la bedaca wnioskiem. Poslugujac sie definicja
\vynlk~Ja ,,:nl?sk~J~m~ Z przyjetego zalozenia, ze istnieje wiazka
\vart~s~lowan . .'ntulcJonlstycznych i pewne w niej wartosciowanie
spelniajace zbior przeslanek, a nie spelniajace wniosku. Wartosciowa
rue to p~ypisuje kazdej z przeslanek wartosc I, a wnioskowi wartosc
O. P~ebleg rozum~~ania zapisujemy w diagramach, takich jak te,
z ktorych .~orzystallsmy sprawdzajac tautologicznosc formul w INT.
Sprzecznosc. ~mykaj~ca kazda z drog tego rozumowania swiadczy
o norrnalnosci badanej reguly, a jej brak chocby w jednym z rozwaza
nych przypadkow potwierdza przyjeta hipoteze, ze regula nie jest
normalna. PoniewaZ wszystkie pary badanej reguly sa oparte na
wsp61nym schemacie. sprawdzeniu poddajemy wlasnie ten schemat.

Przejdimy teraz do przykladow:

v(B) = {~ gdy

ciowan wchodzacych w jCJ sklad zadarny na wszystkich zmiennych
zdaniowych. Nicch WI~C dla dowolnej zmiennej zdaniowej B:

9190
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W przypadku rachunku [NT rozwazania natury syntaktycznej
wyprzedzaly poszukiwania semantyczne. Najpierw pewne inuucje
jezykowe sformalizowano ukladem aksjomatow i regul, a dopiero
poznie] skierowano wysilki na stworzenie modelu semantycznego,
ktorego adekwatnosc wzgledem tej formalizacji gwarantowana jest
twierdzeniern 0 pelnosci.

Punktem wyjscia tych badan byl KRZ w wersji aksjomatycznej.
Nalezalo jednak talc zmodyfikowac ten rachunek, by przestaly bye
jego tezami wszystkie formuly, ktore umozliwialy dowody nieefektyw
ne. Jakie formuty mialy bye wykluczone ze zbioru tez rachunku (NT'?
Przede wszystkirn prawo wylaczonego srodka (T 16) a. v '1a.. rnocne
prawo podwojnej negacji (T 4) '1'10. -t <X, mocne prawo kontrapozycji
(Ax. II) ( let -+ ...,~)-+ (~ -+ ex), mocne prawo Clavi usa (T 11)
(i(X. -+ ex) -+!X, prawo Peirce'a (T 15) (a. -+ ~) -+ ex) -t a. ieby wyrnienie
najbardziej charakterystyczne, a zarazern najmocniej kwestionowane.
Rownoczesnie nalezalo zachowac daleko idaca ostroznosc, by w zbio
rze tez rachunku !NT pozostaly oczywiste rowniez dla inuncjonistow

lui rozpatrujac pierwsza droge rekonstrukcji wartosciowania
obalajacego nie natrafiamy na sprzecznosc. Istnieje wiec taka
wiazka wartosciowan intuicjonistycznycb, do ktorej nalezy warto
sciowanie weryfikujace przeslanki i falsyfikujace wniosek pewnej
pary nalezacej do badanej reguly, a zatem regula ta nie jest
normalna na gruncie rachunku TNT.

Na zakonczenie tych uwag dotyczacych regul normalnych w [NT
sforrnufujemy \1/ postaci lematu pewna ogolna obserwacje:

LEMAT 5 KAZDA REGULA NORMALNA W TNT JEST TEl REGUl.A
NORMALNJ\ W KRZ.

Lemat ten uzasadniarny rozumowaniem analogicznym do przepro
wadzonego w dowodzie lematu 2.

DEFINICJA REGULY NJEZA\\'ODNEJ INT REGULA JPST NA GRUN
CIE INT NIEZAWODNA \VTEDY T TYLKO WTEDY. GDY DLA KAtDEJ

a1 §3. System aksjomatyczny INT(I I)

oI

v

Zalozmy, ze nie. Istnieje wiec wiazka wartosciowari intuicjonistycz
nych i nalezace do niej wartosciowanie v takie, ze:

(2) Sprawdzamy. czy jest normalna regula elementarna 0 schemacie:

et-+P
p

•NAI EUtCEJ DO NLEJ PARY (<I>, [«] > ZAW$ZE \VTEDY. GDY <l> JEST
ZBIOREM TAUTOLOGII INT. FORMULA (X JEST R6wNI£'Z TAUTO
LOGII\ TEGO RACHUNKu.

. Regula podstawiania, niczawodna w KRZ, okazuje sj~ rowniez
Dle~awodn(l ": rachunku ~NT. Rozumowanie prowadzace do tego
wniosku nalezy wzorowac na argumentacji przedstawionej w §2
rozdzialu 11 (str. 48). .

Co wiecej, mi~~regulami niezawodnymi w obu porownywanych
rachunkach zachodzi nastepujacy zwiazek:

LEMAT 6 KAZDA REGULA NIFZA\VODNA W [NT JEST fEZ REGUll\
NIEZAWODNI\ W KRZ.

Lemar 6 jest bezposrednim wnioskiern z lematu 2 udowodruonego
z §2 tego rozdzialu oraz delinicji regul niezawodnych w TNT oraz
KRZ.
. Jezeli chodzi 0 stosunek miedzy zbiorami regul oorrnalnych i regul

niezawodnych w INT. to rzadzi nim twierdzenie 1 z §2 rozdzialu J.

Sprzecznosc zarnykajaca obie drogi tego rozumowania swiadczy
o tyrn, ze ole powiodla si~ proba rekonstrukcji wiazki i nalezacego
do niej wartosciowania, krore spelniajac przeslanki, nie spelnialoby
wniosku rozpatrywanej reguly. Zachodzi wiec wynikanie
{ex-+ p.«] 1= tNT p. swiadczace 0 normalnosci bada nej reguly.
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zwana regula odrywania (RO). Parnietamy, ze byla ona rowniez jedyna
regu1rt plcrwotnCl systemu aksjomatycznego KRZ.

•cyjny
Ax. 12 Cl- (I<X -+ ~) prawo przepelnienia.

Wobec nieskonczonosci zbioru LJI).'Tna aksjomatyke rachunku
!NT sklada si~ nieskoriczenie wiele Iormul, z kt6rych kazda jest
pewnym podstawieniern jednego z dwunastu przytoczonych wyzej
schernatow.

Jedyna regut~ pierwotna naszego systemu INT jest regula elemen
tarna 0 schernacie:

DEF'fNICJA TEZY INT WVRAZENIE SI NSOWNJ:.: <X NA/Y\VAMY
TEZI\ SYSTEMU AKSJOMATYCZNEGO TNT WTPDY I TYLKO \V1E.OY.
GDY ISTN1EJE SKONCZONY CII\G FORMUL YI' ....,\( (dowod), KT6-
REGO OSTATNIM WYRAZEM JESTCl(YIr.= <X)I W KT6RYM DOWOLNY
WYRAZ JEST

ALBO (1) AKSJOMATEM OPARTYM NA JFDNYM za SCHEMAT6w
AKSJOMAT6w INT,

ALBO (2) POWSTAL Z POPRZF.DZAJI\CYCH GO \VYRAZ6w TEGO CII\
GU PRZEZ ZASTOSOWAN1E REGUlY ODR' WANIA.

Mowiac swobodnie: ieza lNT jest kazda formula, ktora moina
wyprowadzic z aksjomatow systemu przez skoriczeniekrotne stosowa
nie reguly odrywania.

Dowody tez w rachunku INT zapisywac bedzierny dokladnie tak
sarno jak to czynilismy w KRZ, a wiec w postaoi ciagow formul
numerowanych po lewej i opisanych po prawej strome. Przykladowy
dowod prawa tozsamosci: p ... p przeprowadzony na gruneie KRZ
(por. str. 51) jest ).;6wnjei dobrym dowodem intuicjonistyeznym.
Z powod6w, ktore wyjasnialismy w §3 rozdzialu 11 (sir, 52) takze
w rachunku intuicjonistycznym dowodzic bedzierny nie poszczegol
uych rez.Jecz ich schemat6w.

Porownujac aksjomatyki rachunkow: INT ora? KRZ, dochodzimy
do wniosku, ze kazdy aksjomat rachunku INT Jest albo aksjomatern,
albo teza KRZ, bowiem schematy Ax, ) - Ax. 10 SCi identyczne w obu
rachunkach, natomiast Ax. 11' i Ax. 12 zoamy z KRZ jako schematy
tez, T 12 i T 9. Wobec Iaktu, ze jedyna regula pierwotna systernu
aksjomatycznego [NT Jest rownoczesnie regula \\ KRZ. kazdy dow6d
przeprowadzony w !NT moze bye uznany za dowod na gruncie KRZ.
W zwiazku z tyro oczywisty jest nastepujacy

LEMA1' 7 KAZDA TEZA INT JEST TEZ,\ KRZ.

Zaleznosc odwrotna me zachodzi.
Dokonamy teraz przegladu tel dowied7.ioDYC~ w KRZ, a~y

odpowiedziec na pytanie, cry sa wsrod nich takie, ktore na podstawie
dowodow przeprowadzonych w KRZ uznac mozna za tezy rachun
ku INT. Niewatpliwie wszystkic Iormuly oparte na schema tach;
(T I) <X -+ a pra wo tozsamosci
(T 2) ex... (p -+ ex,) prawo symplifikacji

sylogizm hipotetyczny
prawo komutacji
prawo skracania
prawo pochlaniania dla 1\

prawo poehlaniania dla 1\

prawo mnozenia nastepni
kow
prawo pochlaniania dla v
prawo pochlaniania dla v
prawo dodawania po
przednikow
slaby dylemat destruk-
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Ax. 8 <x (ClV P)
Ax. 9 p (Cl v P)
Ax. 10 (a-+y)--+(p ... '1)"'(<X v P)-+y))

Ax. 11' (ex ... P) ... ((<X --+1P) ... I<X)

1 <X --+(P -. P)
2 (<X'" p) _. ((P -+ y) --+ (<X -+ y»)
3 (ex ..... (p ... y») -+ (P -+ (cx- y»)
4 (<X -+ (<X'" P») -+ (<X -+ P)
5 (0: 1\ P) <X
6 (ex 1\ P) P
7 (<X -+ P) (<x'" '1)'" (ex -+ (p 1\ y»))

Ax.
Ax.
Ax.
AY..
Ax.
Ax.
Ax.

formuly, takie jak prawo niesprzecznosci ,(cx -:' I.~) czy tei pra~o
I · . (T 9) • ( ..,cx --+P) Skutkiero realizacji tych postulatowprzepe Olenla cx . . d Iik .

byla istotna, chociaz na pierwszy rzut. oka meznaczna, mo y I acja
ukladu aksjomatow dla KRZ. Tak Wl~C:

Aksjomatem naszego systemu rach~nk_u TNT ,~zje k~da form~~a
powstajaca przez prawidlowe podstawienie w ktoTy~kolwlek z poruz
szych schernatow aksjornatow dowolnych formul jezyka rachunku
rNT w miejsce greckich liter ct, p, y:

Schematy a k s j o m a t o w [NT
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Regula poprzedzania(RP)

LEMAT 8 KAZDA REGULA WYPROWADZALNA W INT JEST TE.2:
REGUL~ WYPROWADZALN~ W KRZ.

Rownie oczywisty jak sam lemat jest fakt, ze zaleznosc odwrotna
nie zachow.

Przegladajac dowody regul wyprowadzalnych w K RZ; RKom.
RPI. RP. PRO - konstatujemy, ze zachowuja one swoja moe
uzasadniajaca rowniez na terenie rachunku rNT. Wykorzystuje si~
w nich bowiem. tylko takie pierwotne srodki dowodowe, ktore SCI
wspolne systemom aksjomatycznyrn obu rachunkow. Tak wiec na
podstawie uzasadnien z §3 rozdzialu II (str. 53 - 54) uznajerny, ze
nastepujace reguly sa wyprowadzalne w systemie aksjornatycznym
rachunku TNT:

Jezeli wiec chcemy uzasadnic w lNT wyprowadzalnosc pewnej
reguJy 0 schemaeie ({al •...,O:n}. {f3}) wystarczy, ze wykazemy intuicjo
nistyczna dowiedlnosc schematu wniosku ~ ze schematow przeslanek
0:1, .•• ,~. Uzasadnieniu takiemu nadajemy - podobnie jak w KRZ
- ksztah skonczonego ciagu numerowanych I dokladnie opisanych
formul.

Poniewaz kazdy aksjomat !NT jest aksjomatem b~dz teza KRZ,
a jedyna regula pierwotna 1NT jest zarazem regula pierwotna K RZ,
oczywisty jest

DEFlNlCJA REGULY WVPROWADZALNEJ \V INT REGULA JEST
WYPROWADZALNA W SYSTEMfE AKSJOMATYCZNYM TNT WTEDY
I TYLKO WTEDY, GDY DLA DOWOLNEJ NALEZACEJ DO N(EJ PARY
(~, {a} ):<1> I-d-INTa.

ALBO (1) BLSMENTEM ZBIORU <t> (ZALO.2:ENIEM),
ALBO (2) AKSJOMATEM OPARll'M NA JEONYM £1: SCHEMAT6w

AKSJOMATOW INT.
ALBO (3) POWSTAL Z POPRZEDZAJJ\CYCI-I GO WYRAZ6w TEGO CIJ\

au PRZEZ ZASTOSOWANrE REGULY OORYWANIA.

. .. w tNT Do\vody tych schematow w KRZ (por.Set rowniez tczarm ." '
str. 52) odwolujq si~ do srodkew, z klo~ych wolno narn korzystac
rowniez 11a terenie rachunku TNT. Dowod schemaiu
(T 3) (a .... (13 - 'Y») ..... (a .....(3) ..... (a -+ y») sylogizm Fregego
d I' • d wt6rnyeh na gruneie KRZ srodkow dowodowych:o woruje Sl~ 0 . .. ( -4) J k

reguly kornutacji i reguly przeehodniosci imphka.CJI por. st~. :>, . ~.
niebawem wykazemy. reguly te WOIDO nam bedzie stosowac rowmez
w rachunku INT. zatem r6wniei. T 3 uznarny za schemar tez INT na
podstawie jego "klasycznego" dowodu,
(T 9) a _ (I a .....(3) pra \\'0 przepelnienia
(T 12) (rx -+ (3) -+ (cx ..... 1(3) .... ,ex) slaby dylemat destrukcyjny

wprowadzamy do rachunku TNT bez dowodow, jako schernaty
k . tow: Ax 12'1 Ax II' Studiujac natomiast dowody schema towa sJoma 0.· .' . . .
T 4. T 5, T 6. T 7. T 8. T 10 i T 11 dochodzimy ?O wniosku, le
bezposrednio lub posrednio wykorzystuja one wlasciwy .. dla, KR~
Ax. 11 (Ia ....,(3) -+ (13 -+ a) - mocne prawo kontrapozycjr, ktore rue
figuruje na liscie schematew aksjomatow rachunk.u INT. Zaden z tych
dowodow nie moze wiec bye podstawa uznarua wyprowadzouego
w Dim prawa za schernat tez rachunku INT. Chooiaz niektore sposrod
tych schema tow okaza Sl~wazne na gruncie [NT (T 5, T 6, T 7, T 10),
icb dowody musza bye zmodyfikowane tak, aby wykorzystywaly
jedynie srodki dowodowe wlasciwe z punktu widzenia omawianego
systemu. Nowe, intuicjonistyczne dowody wymienionych praw przy
toczymy po uzupelnieniu pierwotoego zestawu srodkow dowodowych

,- wtornymi.
Odsylajac Czytelnika do §3 rozdzialu I, gdzie obszernie omawia

lismy ogolne aspekiy "bezpJcczncgo" wzbogacania arsenalu srodkow
dowodowych. powtorzymy jcdynie konkluzje tych rozwazan: do
kazdego dowodu wolno nam wpisac kazda wczesniej udowodniona
teze oraz wolno poslugiwac si~ w nim regularni wyprowadzalnymi
w danym systemie aksjomatycznym. A oto definicje przenoszace na
reren rachunku tNT pojecie rcguly wyprowadzalnej:

DEf'INICJA RELAC.,' DOWIEDL,NOSCl W (NT FORMULA 0: JEST
DOWIHDLNA W lNT ZE ZBIORU FORMUL ~ (symbolicznie:
<I> ~ d 1NTa) WTEOY I TYLKO WTBDY. GOY ISTNIEJB SKONCZONY
CI~G FORMUL 'Y I' ...,Yk' KT6REGO OSTATNIM WYRA.ZEM JeST
a(Yk = 0:) I W KT6RYM OOWOLNY WYRAZ JEST

Regula komutacji(RKom) a - (13 - 'Y)
13 - (a -'Y)
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(T 7) (ex-+ P) -+ ( ..,P -+ la) slabe prawo kontrapozycji
I. (ex-+ ~)-+(a-+ .,~) ..... la) Ax. II'
2. (ex-+ ..,~)-+(rt .....~)-+ la) RKom 1
3. I~-+ (a -+ .,~) T 2 :xlI~.~/ex
4. I~-+(ex-+P)-+ lex) RPI 3, 2
5. (ex-+ ~) -+ ( 1P -+ ,ex) RKom 4

(T 10) (a -+ la) -+ ,ex slabe prawo Claviusa
I. (ex-+ ex)-+ ({ex-+ la) -+ lex,) Ax. 11' Pia

..
slabe prawo transpozycu

AY.. 11'
T 2 CJ.j~, a/rt
RPI 2, 1
RKom 3

(T 6) (ex-+ I IS) -+ (P -+ I P)
1. (ex,-+~)-+((X-+ I~)-+ lex)
2. ~ -+ (rt -+ P)
3. ~ -+ (ex -+ -,~) -+ lex)
4. (ex-+ I P) -+ (~- lex)

•
(T 5) ex-+ IICl slabe prawo pod\\'ojnego przeczerua
L. (10.-+0.)-+((10.- lex)- I,a) Ax. II' CXjICl, ~ja
2. a. -+ ( 10. .....ex) ~iI ~£11(1.

3. a. -+ ( lrt -+ ..,el) -+ Ila) RK '3
4 ( ....ex-- lex)-+(ex-+ "'Ia) om
. I T 1 a] I a.
5. lex -+ Irt RO 4. 5
6. ex-+ I lex

rt-+"(
., . I wadzalnyah w INT Stl mi~dzy

pODiewai na hSCle regu ~ypro cznvm" dowodzie T 3,
innymi reguly. kiore stosowalismy. wbu,,~~s~ast:ien jako dowod

d wed tego schematu rue ,a zatern 0 . wzbo aconego asortymenlu srod
intuicjonistyczny. KorzystaJClc ze .' g . ". T 5 T 6 T 7
k 'w dowodowych wykaiemy teraz. zc wspomnlane JUz. , ,
o . zego aks1omatycznego systemu rachunkuiT 10 s'l schematamJ tez nas :.r

INT.

Dopuszczajac nowe sposoby dolaczania kolejnych wierszy dowo
dowych (wpisywanie gotowych tez, stosowanie regul wyprowadzal
nych) przeksztalcarny definicje relacji dowiedlnosci w definicje relacji
inferencji:

DEFINICJA RELACJJ INFERENCJJ W tNT FORMULA ex JEST INPE
ROWALNA W INT ZE ZBIORU FORMUL <I> (symboliczme: <l> I- INTll.)
WTEOY I TYLKO WTEDY. GOY ISTNIEJE SKONCZONY CIJ\G \VYRA
ZEN SENSOWNYCH Y1' .... y". KTOREGO OSTATNIM \VYRAZhM JEST
a(Yk = a) I \1.1 KTORYM DOWOLNY \VYRAZ JEST
ALBO (I) ELEMENTEM ZBIORU <1> (ZALOZENIEM).
ALBO (2) TEZI\ lNT (w SZCZEGOLNOSCI - AKSJOr..1ATEM OPAR

TYM NA KTORYMS ZE SCHEMATOW AKSJOMATOW INT)•
ALBO (3) POWSTAJE Z POPRZEDZAJJ\CYCH GO WYRAZO\V CIJ\GU

PRZEZ ZASTOSOWANIB REGULY ODRYWANJA BJ\DZ 00-
W0Ll'lEJ REGULY WYPROWADZALNEJ w IN"r.

Przypomnijmy, jakie ogolne wlasnosci przysluguja relacji inferencji
w racbunku INT.

LEMAT 9 (i) <I> I- d-II''Ta WTEDY I TYLKO WTEDY. GDY <1> I-I~TCL:
(ii) 01-INTa WTEDY I TYLKO WfEDY. GDY :x JEST TEZ" TNT:
(iii) <1> I- INT<1>;
(iv) JESLI <l>I-INT'P ORAZ \f-'I-INTQ. TO <1>I-INTQ;
(v) JESLI <I> I-INTex ORAZ <I> c '11, TO '¥ I-INTex.

Dowody poszczegolnych faktow skladajacych sj~ na lemat 9 znaj
dzie Czytelnik W § 3 rozdzialu I (lematy 1- 4). Wystarczy \'1 nich lylko
kazde wystapienie symboli: I-d oraz I- zastapic symbolami 1- d-I:">'
oraz I- 11\7'

Relacji inferencji w KRZ przyslugiwaly pewne specyficzne wlasno
sci, ujrnujace zaleznosci miedzy relacja inferencji a stalymi logicznyrni:
implikacja i negacja, Sformulowalismy je w §3 rozdzialu II w postaci
tzw. twierdzen 0 dedukcji (por. rwierdzenia 4 - 6). Dwa sposrod nich
obowiazuja takze na grunoie rachunku INT:

T\V1ERDzENfE.3 (0 DEDUKCJI WPROST)
JEZELI <I> v {ex}I- [NT~' TO <l> I- [NTa. -+ p.

poprzedzona regula odrywania
(PRO)

TI
RO 1. 2

2 cx-+a
3. (a-- la)-+ Ia.

Regula przcchodniosci implikacji
lRPI)



100 I

.
Ci~giem formul 1- 3 pOlwierdzilismy fakt, ie {ex,ex- Il} r II'T p.

(1) Wykaiemy. ie schematem tez TNT jest (T 13) ex-+ ((ex-+ P) .....Pl.
Najpierw uzasadniamy inferencj~; {ex, ex-+ Il}~'NT~'
1. ex zalozenie
2. d. -+ ~ zalozenie
3. P RO 2. I

Oba te twierdzenia - TDW i STON _ S,! bezposredmc»
wnioskami z twierdzen 3 i4. W praktyee dowodowej rnaja one bardzo
istotne znaczenie (por. kornentarz na str. 61 - 63), poniewaz post~puj~c
zgodnie z wyrazona w nich dyrektywa, moiemy orzec 0 formule, ze
jest teza INT na podstawie okreslone] infereneji, ktore] uzasadnienie
jest zazwyczaj 0 wiele Jatwiejsze od budowy dowodu aksjomatycznego.

Sposrod cztereeh przykladow podanych w KRZ dla zilustrowania
sposobu stosowania twierdzen 0 dedukcji tylko dwa: (1) i (2). dadZ<l si~
powtorzye w racbunku INT:

SLABE TWTERDZENIE 0 DEDUKCJJ NIEWPROST (STON)
JE1Eu {exl, ••• exk•~} I-INT {'Y, -'Y}, TO 0 r IfIoTexI -+ (•..(ex"-+ -,~) ... ).

TwIERDZENlE 0 DEDUKCJI WPROST (TOW)
rezsu {exj' ... , exk}rINT~' TO 0 ~JNTexl -+ (... (CX-It -+ P)... ).

Moene tWierdzenie 0 dedukcji niewprost w rachunku INT n i e
o bow i !'! z u j e. W dowodzie tego twierdzenia prowadzonym na
gruneie KRZ (por. twierdzenie 6, StI. 50) wykorzystywalismy schemai
mocnego prawa podw6joego przeczenia - T 4, ktorego srodkarni
intuicjonistycznymi udowodnic nie mozna.

Na zakonczenie tyeh rozwazan sformulujemy obowiazujace w INT
twierdzenia 0 dedukeji w wersji szczegolnie uzytecznej dla praktyki
dowodowej:

Dow6d. Zal6ZmY (1) <Ilu{ex}rINT'Y i <IlU{ex)I-INI I)'. Na mocy
twierdzenia 0 dedukcji wprost otrzymujemy z koJei: (2) <l> r INTex.....)'
i Cl>rlNTex-+ 'lY,co oznacza, ze (3) <l>1-1'IT{ex......Y.ex-+ -''Y}. Korzysta
jac z Ax. 1I' i reguly odrywania uzasadniamy kolejna inferencje (4)
{ex-+ v,« -+ I'Y} rCNT 'lex. Z (3) i (4) na moey lematu 9 (iv) wnioskuje
my. ze <l> r.INT lex •
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. } ~ W bee definicji relacji r INTDowod. Zalozmy, ze <Ilu {ex rUIiT' . ~ . f nej~ ~ ze zbioru
istniejc skonczony ciag formul uzasadniajacy In ere bi \II {taki

. r I cx twofUlce z lor T,<Il'v {ex}.Niech w tym ciagu ~OrmulY exl,...: n' Stad oraz
'c til c <Il) oelnia role zatozen A zatem. 'P u {ex}rINl~' . . .
Z T • V"l 't • • { } r Il Oznacza to istnremez lematu 9 (i) wnioskujemy, ze 'JI u ex . d-INT ._ Il dmajacego

~~:~~;~:~ ~ei~b~~:~'~ {~}.wC~~~b:kd~w~n;Z::~ wylacznie
przy uzyciu pierwotnyeh srodkow dowodowyeh. Tworzymy nastepnie
no, ...y ciag formul n:

( 1"\) ex ex ex CX-+'YI,ex-+'YZ, .. ·,CX-+'Yk1~, I' 2'···' n'

. . r I -+ r:t Wykaiemy poslugujacktorego ostatmm wyrazem jest rormu a ex p. dni inti
b d . II, ze n uzasa nra ero-si~ indukcja ze wzgledu na u owe ctagu . . II

walnosc formuly ex-+ P ze zbioru zaloien '1'. Roz",:azmy zatem crag .
Dowolna nalezaca don formula Ym(l ~ m ~ k) Jest J

albo (l) zalozeniem ze zbioru 'I' u {ex}, J

albo (2) aksjomatem rachu~ku INT,. w _ 1
albo (3) wynikiem stosowama .r~g~ty odrywania do pewnych .y

razow ciagu Il wczesniejszych od 'Ym·. '.
(I) Gdy YmE'P, w6wczas formule ex-+ t; w~lno wpisac do CJll~

njako wynik zastosowania wyprowadzalnej w INT reg~ty poprze.
dzania Jesli Y = ex, wowczas formula ex-+ 'Ym przybiera postac
ex-+ ex i moze bye wprowadzooa do ciagn n jako teza oparta na
schemacie T 1. .. d

(2) Gdy Y jest aksjomatem, wowczas formule ex-+ Ym wpisujemy .0
ciagu n jako teze uzyskana w wyniku uzycia reguly poprzedzania
do tego aksjomato. ., .

(3) Gdy Ym powstala w wyniku apllkowan!a ~e~uly odrywaru~ ~o
wyrazow eillgu IT wezesniejszyeh od 'Ym~.Is.tnleJll S, t <.m .takle. ze
= -+ . Na mocy samej konstrukCJI C1llgunwyrazenla cx -+ 'Y.

'Y, 'Y. 'Ym .. d formullloraz cx -+ Y = ex-+ (Y5-+ Ym) wyst~PUJll w ru~ prze .
ex-+ 'Ym' a wi~ moina uzasadnie jej o~ecnosc w cl~gu n powoluJllC
si~ oa poprzedzonll regul~ odrywanJa. .. • ,
Wykazalismy tym samym, i.e cillg n uzasadrua Inf~row~osc

ex-+ P ze zbioru zalo:ieri '1'. St~d. na mocy lematu 9 (v), wOloskuJemy,
i.e <Ilr INTex-+ ~ •

TwIERDZENIE 4 (0 OBDUKCJl NrEWPROST _ SLABE)
lEiELl <Ilv {ex}rINT{'Y. 'l)'}. TO <l>~INT""cx.
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Udowodnimy z kolei, realizujac plan nakreslony w rozdziale I, ze
semantyczny i syntaktyczny opis TNT sa dwiema wersjami tego
sarnego rachunku logicznego.

TWIERDZENIE 6 (0 RELATYWNYCH NADSYSTEMACH ZUPELNYCH
DLA INT). JE2ELJ FORMULA 0: NIE JEST INFEROWALNA Z o, TO
ISTNIEJE ZB16R FORMUL !NT rr~TAKJ, zs:
(I) cx¢n~;
(2) JEiELI n; r-INT p, TO P E rr~;
(3) JE7ELl p¢n~. TO n~U{~}r-INT(X;
(4) n c n;

§4. Twierdzenie 0 pelnosci dla INT

(II) Kazda tautologia INT jest teza tego rachunku.
Podobnie jak w KRZ. zastosujemy tu metode Henkina opisana

ogolnie w §4 rozdzialu I. Celem, do ktorego bedziemy d(lzyc. Jest
rekonstrukcja wartosciowania obalajacego pewna formule ex, 0 ktorej
zalozyrny dla dowodu niewprost, ze bedac tautologia nie jest teza
rachunku INT. Dla okreslenia takiego wartosciowania skorzystamy
z twierdzenia 0 relatywnych nadsystemach zupelnych (por. str. 26 - 28).
kt6re tu przypominamy w wersji dostosowanej do rachunku INT:

,

•

TWfERDZENlE. 5 (0 PELNOSCI OLA IN1') DLA DOWOI t-,iEGO
WYRAZFNIA SENSOWNEGO <X J~ZYKA TNT: cx JI:Sl TFZI\ INl
WTEDY I TYLKO WTEOY, GOY <XJEST TAUTOLOGII\ INT.

Dowod, (f) Uzasadnienie faktu, ze kazda teza rachunku INT jest
tautologia tego rachunku, wymaga, jak parnietarny z rozwazan w §4
rozdzialu I. przeprowadzenia rozumowania indukcyjnego z uwagi na
dlugosc dowodu danej tezy. Nalezy zatem wykazac, ze:
10 kazdy schemat aksjomat6w TNT jest schematem tautologii tego

rachunku oraz, ie
2° kazda regula pierwotna aksjornatycznego systemu (NT jest regula

niezawodna w tym rachunku.
Ten ostatru fakt wynika bezposrednio z przykladu (1) (str. 91) i twier
dzenia 1 udowodnionego w §2 rozdzialu II; natomiast sprawdzenie, ze
istotnie wszystkie schematy aksjomatow sll schematami tautologiczny
mi, pozostawiamy Czytelnikowi jako proste cwiczenie. Skoro kai:dy
aksjomat [NT jest formula tautologiczna, a jedyna regula pierwotna
TNT prowadzi od tautologii do tautologii, zatem i kazda teza tego
rachunku musi bye tautologia. Zamykamy tyro samym pierwsza cz¥sc
dowodu twierdzenia 0 pelnosci i przechodzimy do znacznie trudniej
szej czesci drugiej:

•

Wobec TOW: 0 r-lNTo:-t (O:-t ~) -t ~). co zgodnie z lematem
9 (ii) oznacza, ze formula 0: -t (0: -t ~) -t ~} jest schematem tez tNT.

(2) Wykazemy.ze schematem tez lNT jest (T 14) (a -t p~A ,!P) -t ,.a.
Najpierw, poniiszym ciagrem, uzasadniarny nastepujaca inferencje:
{(O:-t~) 1\ ,p,<x} r-INT{Y.I'Y}.
1. (cx ..... ~) A 1~ zalozenie
2 zalozenie. <X
3 (cx -t P) AlP) -t (<X.... ~) Ax. 5 cx/<X-t p, P/ 'l~
4. (<X .... P) 1\ 1p) .... 1P Ax. 6 <X/<X-4~, ~/ 'lP
"I:t RO 3, 1J. <X-t fJ

6. 1~ RO 4. 1
7. P RO 5. 2
8. P -t (I ~ -+ Y) Ax. 12 o:/P. Ply
9. P-(-,p-+ IY) Ax. 12 o:/P, P/-,y
10. IP-+y RO 8,7
11. I~-+I'Y R09,7
12. Y RO 10. 6
13. I Y R0 I I, 6
Wykazalismy wiec, ze {(<X-+~) 1\ IP,CX} r-INT {y, IY}. W mysl
STDN wnioskujemy zatern, ze 0 r-INT(<X .... J3) 1\ -,~) -t I<X, co
wobec lematu 9 (ii) znaczy, ze T 14 jest schematem tez INT.

Podobnie jak \\1 KRZ, relacji r-INl przysluguje jeszcze jedna wain a
wlasnosc:

LEl\-IAT 10 JESLI$V{CX}r-INTY ORAZ $v{~}r-Ill/TY' TO WTEDY
<l> U {<XV p} r-INTY'

Dow6d lematu 10 moiemy porninac, gdyi. Czytelnik z latwoscia
odtworzy go na podstawie dowodu analogicznego lematu, konczacego
paragraf poswiecony syntaktycznemu ujeciu KRZ (lemat 2, § 3 roz
dzialu II, str. 63 - 64).
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Powrocmy teraz do II czesci dowodu twierdzenia 0 pelnosci dla
INT Zalozmy, ze <X nie jest teza naszego aksjomatyczn~g~ systemu
INT. W mysl lematu 9(ii) oznacza to. ze 0 tfl:'<Tcx, Ist~JeJe WI~ na
mocy twierdzenia 6 zbior n~(kiory d~lej oznac:z,ac ~~7.1emy symbo
lem n~)spelniajacy wszystkie warunki tego twierdzenia o~az lemat~
11. Zbior n:l jest system~m (p.or. t.wierdzenie 6 (2)~lywol~0~I~Cw m~sl
lemalu 12 skonstruowac dian zblory kszta!tu nn'v(y) I nn"uhl' 0 lie
IY ¢ nu oraz y -4 8IIn2. Takie lbiory same tei SCI sys~emami., sl:cl~
(mowu stosujllC lemat 12) moina dIa nich t~ konstrukcJ~ POWlorzyc
itd d .

Rozwaimy teraz rodzin~ (J) zbiorow formul, na kt6r" skla aJll ~I~.
zbi6r n1 oraz wszystkie zbtory pO\\'slale Da mocy ~emat~ 12 ZI! zb!o
rO\\' nalei..&tcycbdo (J). PodkreSlmy raz jeszrn:. i.e kaz.dy 7.b16rz rodziny
(J) spelnia warunki (1)-(4) l\\'ierdzenia 6 or~z (1)-(4) I~matu 11.

TworLymy z kolel rodzin~ odwzorowan V. _z kto~ych k.azde
zwi~zane jesL z dokladnie jednym zbiorem z rodztny Cl» I okreslone
nasl~pujllcym warunlciem:

Dla dowolnego nE (J) oraz dowolnego ~E 1:11'''

DowOd. ZakJadamy, ze zbi6r formul <1> jest systemem. W obu warun-
•• • •kach skladajacych sie oa lemat 12. aby '"ykazac Istnl.enle ~losow~ego

zbioru, wystarczy stwierdzic, ze spelnione S4l zalozenia twierdzenia 6.
odpowiednio: $u {J3} IfINT -,13 oraz Cl>u{J3} IfINTY'

(1) Zalozmy wiec, ze -,P¢<1> i niewprost, ie _$U{~}I-I1't"!"~·
StoSUJllC rwierdzenie 0 dedukcji wprost otrzymujemy 1. zalozenia
niewprost, ze <1>l-I~'T 13 -+ .,~. Poniewaz teza TNT jest slabe prawo
Claviusa (T 10) (~-+ -,13) -0"'13, mamy dalej <Ell-IN! p. Skoro przy
jelismy, ze $ jest systemem, zatem -, ~E~. Dochodzimy wi~~ do
sprzecznosci z zalozeniem I W konse~wencJl. UZIlaJ~my. z.e s~.lnlo.ny
jest warunek: $v f P~ !-L "T , p. Zgodnie z twierdzeniem 6 istmeje Wl~C

zbior n;"~l0 wlasnosciach wyliczonych w punktach (1) - (4) tego
twierdzenia.

(2) Zalozmy z kolei, ze p -+ y~<1> i niewprost, i.e <1>u{P} l-I~Y'
Wobec twierdzenia 0 dedukcji wprost: <1> ~ I!\'TP - y. Skoro <1> Jest
systemem, LO p .....Y E <1>. Sprzecznosc z zaloieniem pr~wadzi do ~
akceptowania <P u {P} If INTY' a to pozwala skorzystac z twierdzenia
6 i stwierdzic istnienie zbioru n~"'I~1•

Zbior n~,poza wyiej przytoczonynu, posiada jeszcze inne, specy
(jane dla rachunku [NT wlasnosci, Przedstawiamy Je w kolejnym
lemacie. Latwo dostrzec, porownujac jego tresc Z \1,) pow iedzia lernatu
3 z &4 rozdzialu TI, ie wlasnosci zbioru n~ SCi w TNT slabsze ruz•

w KRZ.

LF~\1AT 11 (1) JESLI -'~En~, TO ~fn~j
(2) p 1\ "(En~\VT\\. GOY PE n~ORAZ "(En~;
(3) ~ V "(En~WTW. GOY ~ En~Lt..;B Y En~i
(4) JESLI ~""'YEn~. TO p¢n~ LUB '(En~.

Dowod, (I) Zalozmy, ze -,PE n~i niewprost, ze pEn~ Stad, wobec
definicji relacji inferencji: n~I-IJl.T{P, ..,~}. Korzystajac Z Ax. 12
P .....(., P - cx)ustalamy, ze n~1-1""1 (l, co zgodnie z twierdzeniem 6 (2)
oznacza, 'i.e exEn~. Sprzecznosc Z twierdzeniem 6 (1) koriczy dowod tej
cz~i lernatu,
Implikacja odwrotna nie zachodzi, W KRZ dla jej dowodu korzysta
lismy z prawa wylaczonego srodka, ktore nie jest teza INT.

Dowody pozostalycb warunkow lernatu 11 pomijamy, gdyz set one
dokladnie takie same jak dowody odpowiednich \\ arunkow 2(i) - 4(i)
lematu 3 Z §4 rozdzialu II. 0 ile tylko wystepujacy lam symbol
inferencji f- KRZ zastapic konsekwentrue znakiem I-INT Implikacja
z 4(ii) w intuicjonizmie nie zachodzi. Dla Jej uzasadnienia w KRZ
korzystalismy z warunku 1(ii). on zas - jak wspomnielismy wyzej
- w INT nie jest pra\\'dzi\\'y •

Zbi6r formul $ nazywac ~dzicmy systemem wtedy i tylko \vtedy.
gdy spelnia 00 nast~pujllcy \\'arunek:

je-zeli <1> I-IS. (l, to exE <1>.

Odnotujmy. Ze zbior n~,ktorego istnienie wykazaiismy w twierdzeniu
6. jest syslemem (por. warunek 2 lego twierdzenia).

LE.\tAT 12 JESll cJ) JEST SYSTEME!l.t, \V6\\'CZAS SPflNIONE SA
NASTGPUJ.-\CE O\VA WARlJNKL
(J) JESt.! "'p¢$, TO [STNIFJE lBr6R n~11l1 MAJJ\CY Wt.ASNOSCI

1-4 Z TWfEROZENJA 6.
(2) JESLI P -+ Yf<l>, TO ISTNIEJE ZBI6R n~ ) MAJt\CY \\'LASNOSCI

1-4 Z T\\'IEROZENIA 6. vl~
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\\' rodzinie \' okreslarny relacje R miedzy odwzorowaniarni
postulujac, by:

Vn R va wtedy i tylko wtedy, gdy n c .Q

Bezposrednio z okreslenia relacji R wnioskujemy, ie jest ona,
podobnic jak relacja inkluzji (c). zwroina i przechodnia,

Jest tez oczywiste, ze gdy vn(P) = 1. to dla dowolnego odwzorowa
nia 'Vapozostajacego Z "n w relacji R: Yo(~)= I, Zaloimy bowiem, ze
istotnie \f1(P) = 1. Zatern, z okreslenia odwzorowania \'11' wiemy. ze
pe n. Zachodzcniu relacji mi~lY odwzorowaniami odpowiada inklu
zja nen. Zatcm pen. a w konsekwencji "Q(P> = 1. Wykazalisrny
zatern, ~.cdowolne odwzorowanie z rodziny " spelnia warunek (I)
defioicji wiazki wartosciowari intuicjonistycznych. Aby wykazac. ie
rodzina V z relacja R tworzy taka wlasnie wiazke. nalezy dowiesc, ie
dowolne nalezace do me] odwzorowanie Vo spelnia rowniez pozostale
warunki wspornnianej defimcji, Drobrazgowy dowod tego faktu bylby
zbyt dlugi na to, aby przyraczac go w calosci, dJatego ograniczrny sitr
do przedstawienia tutaj wylaczme jego czesci dotyczacej funktorow
negacji I impJikacji.

Zalozmy. ie "n jest dowolnym od\vzoro\\'aniem ze zbiaru \',
nalomlast n - elemenlem rodziny zbioro\\' <1>. a nadto y i 0 sq
dowoln)mi farmulami z LI..T.

Rozpoczynamy spra\\'dlanie \'/arunku dla D ega c j i:
Gdy vn{ IY) = I,wowczas dla kaldego od,vzorowanul Vo pozostajClcc,
go \\' relacji R do "n:"o( 'Y) = I Z defmlcJi odwzarowaoia v.'nloskuJe
my. ie ,yen ,a nast~pnie. U.lyviaj'lC lematu II (1). ie y¢.Q, Pono\\'nie
karzystaj'lc z okrcilenia od\vzorowania '10 uSlalamy. ie vo(y) - 0 dla
dowoloego od\VlarOwania va pomocniclego wzglt;dcm vo'
Gdy vn( Y)= 0, wtedy -f if' II Z okreslenia ad\\"Zarowania V'1 Zbior
n jesl, jak parni\!tamy. systcmem, iSlnieje zalem Da moC} lematu 12 (1)
5tOSO\\ny zbi6r nl1'~ITI'ktory \'lfaz z n nalezy do rodziny <1>, Zgodnlc
z delinicjll relacji R jest on pomocniczy wlgl~dem n i oczy\visclI!
nc ~?~IYI'Na mocy (\~i~~dzenla 6 (4): nu ;Y~c n(;~I~I:a \\i~c;
ye nnvl.", co '\lobec dcfinlCjl ad\\ zorowan l\\'orz~c}'ch rodzln~ \' po
zv.'ala v.'niosko\vac, ie vn II (y) = 1. \Vykazalismy lym samym. ie

n"'(,1

gdy
gdy

kiedy zachodzi vn( ,y) = O. to istnieje iakie wartosciowanie pornocni-
cze, przy ktoryrn formula y przyjmujc .v.'arlas.: I. _•

Z kolei sprawdzamy warunek dla Imp 1 I k a C} I:
Gdy 'Vn(Y-t 6) - 1, wowczas dla kazdego odwzorOWanJ3."0 pomocm
czcgo wzgledern Vn takze mamy vo(y _. 0) - 1. Dla kazdego 7. tych
wartosciowan (lam do '!t. kiore jest pomocniczc wzgledem san:ego
siebie z uwagi na zwromosc R I stosuje sie rozurnowame nas,t~puJ'lce:
poruewaz 'o(Y '.0) = 1. wiec zgodrue z de~nlcJ'I odwzarov.'a~ tw0r:'.<i
cych rodzine Y: "(- Ben. Mozerny wnosic stad, na podstawie lematu
11 (4). ze y¢n lub oen. To us oznacza. ie dla.do\\·alncgo odwzoro
wania v pomocniczcgo wzgledem vn zachodzi albo Vu(1) = 0, alba

o . hvo(8) = 1. Gdy "nly -t 0) = 0, 1 defimcji odwzorowan two,?",c~c.
rodzme Y wnioskujemy, ie y ....0¢n. Na mocy I:malu 12 (~) isuuejc
zbior n~.JITI'kiory zgodrue z okreSlenl~m rodziny <I> la~z~ s~a~~.
\\<1 jej element Z uwagi na twierdzenie 6 (4) zac~adZ1 inkluzja
II ' .. \ C nli Wvnika stad po PICrwsZC n ~ nn co wobccVI' n • .
defimcii relacjt R oznacza, ze v 6 jest odwzorowaniem pomocmczym

:J nil, ,I , '
w stosunku do "n.zas po drugie marny ve noul"I' co Vi rnysl okresle-
rna odwzorowan z rodziny V pozwal •• srwierdzic. ze \·n~.,T'(Y) = 1.

Z twierdzenia 6 (I) wierny, ie O¢rI~lU'YI' a zatem v": •..,,,,(O)= O.
Pokazalismy zatem. Ie Istnieje \\'arloscio\\'anie pomocnicz~ w'lgl~d:m
vn• kt6re spelnla poprzednik izarazem falsylikuje nast~pnlk roz\vaz.a-
nej implikacji .' .

KonkluduJ<lc: \\ przedsla" ..ionym tu fragmc~cle dO\\'odu II CZC;SCI
lwierdzenia 0 pelnoscl dla tNT slwierdzihsmy. ze dowolne. ~?\\~oro:
waDlc Vn I rodzio} Y spelnia ".arunkl lSI oraz (41 dcfinlC)1 wl:}zkl
\\'arloSciowan intuicjonlstycznych. _. ..

C1ytelnik \\Inien samod1ielnic sprawdzic. ie spelrua one ro.\\'nlcz
k ' (2) . (3) - dla koniunkcji i allernatywy Na podsta\\ It! lnk'va run I I . ' '• . ad'

uzupcmJonego dO\\'odu \\ olno nam bcdzie st\\ Icr~c. ze r . zl~a
V v.raz ze zv.·rotn~ i przechodni'l relacj~ R ~lano\\'l Istotnle \\'l11Zk~
warlosciowan inluicJonlstycznych.

Przypomnijmy, ie do rodziny <I> nal~~' \\. ~bior n:. W \\'i~ce
\' istnieje zatem Z\\'i"zane z nim \\'artosclowanl~ "rr"' Z U\\Rgt n~
t\vierdzenic 6 (I) mamy ~~ na, co na moc)' okresl~~la od.wzor~\\'3n
z rodziny \' oznacza. ie "n2(ex) = O. Skonstruowal!sm> \\'1~ \\'lqzk~

V (~) = {I
o 0
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W §2 rozdzialu II oprocz spojnikow ekstensjonalnych analizowa
nych w KRZ wyroznilismy spojniki intensjonalne. uzalezniajace ocene
logiczna zdania zlozonego zbudowanego przy ich pomocy nie tylko od
oceny zdari skladowych, tea takze od dodatkowych informacji,
zazwyczaj dotyozacych ich tresci,

Wsrod spojnikow intensjonaLnych na szczegolna uwage zasluguja
tzw. modalnoSci aletycme. tj. zwroty: .komeczne, ze ..". "moiLiw·e.
ze to. Badane JuZ przez Arystotelesa, przewijajace si~ w rozwazaniach
uczonych Sredniowiecza, sa takze obecme przedrniotern intensywnych
dociekan logikow i filozofow. Jedna Z prob formalnego ucbwycenia
praw rzadzacych uzyciem tych zwrot6w podjal z poczatkiern lat
dwudziestych naszego stulecia Jan Lukasiewicz, Wykazal on. ze
rozwazajac wartosciowania Pl'Z}'P1SUJ~ce formulom nie dwie (1.0).
a trzy (1. 1/2.0) wartosci logiczne, stwierdzamy, ze mozliwe jest
niesprzecz.ne opisanie pewnych oczywistych praw dotyczacych sposo
bu poslugiwania sie owymi modalnymi spojnikami zdaniowymi,
Rachunek logiczny, kt6rego wersja semantyczna odwolywala si~do
takich wartosciowan, oazwano tr6jwartoSciowym racbunkiem Loka
siewicza - L3. Byl on pierwszym w bardzo licznej rodzinie racbun
k6w wielowartosciowych koostruowanych i badanych miedzy inoymi
przez: E. Posta (1921), A. Heyringa (1930), K. Goedl. (1932),
B. Sobociliskiego (1933), St. JaSkowskiego (1935). J. SlupeclUego (1938).

Opisujac system L3 posluzyrny si~ sernantyka stworzona w latach
siedemdziesiatych biezacego stuleeia przez R. Suszke. Jej zasadniczy
pomysl polega na zastapieniu trzeeiej wartosci logicznej intensjonalna
negacja. Koncepcja ta znajduje uzasadmenie w oryginalnym pornysle

Udowodnione wyzej twierdzenie swiadczy 0 tym, ze oba ujecia
rachunku I~7 - semantyczne isyntaktyczne - prezentuja jeden iten
sam rachunek logiczny.

Trojwartosciowy rachunek
zdan Lukasiewicza

Rozdzial IVwartosciowan intuicjonistycznych i wskazalismy w niej takie warto
sciowanie, ktore obala formule e, mirno zalozenia jej tautologicznosci
w rachunku INT. Ta sprzecznosc konczy dowOd twierdzerua 0 pel
nosci dla 11'-11•
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Alfabel j@zyka L3. Alfabcl len sktada Sl~ z tl7cch nasl~puj<4cych
grup symboli:

.., lub '"
jezeli ...,LO '"
nieprawda, ie ...

ktore byl) jUL przedmiotem badan zarowno w KRZ, jak i \'1 IN1',
Podstuwowa wersja jezyka {.) niczyrn sie nie bedzie roznic od

j~zyka d\voch poprzcdnio roz\\'aianvch rachunko\\.-

.
...I ...

•\v rum

••- troj-Przystepujerny do opisu kolcjnego rachunku zdaniowego
wartosciowego rachunku zdan Lukasiewicza E3. Poddarny
anahzie te same zwroty j~Z) ka naturalnego:

..negacjr,
Twierdzenie 0 pelnosci diu rachunku l3 opublikowal '" 1931 roku

1\1. \'·aj~berg. twierdzenia 0 dedukcji dow iodl \\', A. Pogorzelski
w roku 1964,

Negacja zdania nieprawdziw ego (czyli przyjmujqcego wartosc inna
niz I) rnoze bye albo zdaniem nieprawdziwy m (wiersz drugi), albo
prawdziw yrn (wiersz trzeci), zalczrue od LreSCI tego zdania. 0 wyborze
ktorejs l tych rnozliwOSCI decyduje bowiem LO. czy \\ zdaniu tym byla
mowa 0 zdarzcniu, ktore JLJ7zaszlo. czy tez 0 zdarzeniu przypadko
'" YOl, ktore dopiero zajdzre Stad \I,ynika \\ niosek. ze 03 rachunek ~.3
mozna patrzec jak na probe sformalizowania nieekstensjonalnej

(I) S 1 a I e log i c zoe: 1\. v, -. 1 zwane odpowiednio Iunkto
rami koniunkcji, alternatywy, implikacji I negacji,

(2) Z m ie nne z dan i0 we: p, q, r. s..... PI' Pa- P3'" tworzace
zbior przeliczalny.

(3) N a w i a s y: (,).

Poszczegolne syrnbole alfabetu bedzierny interpretowac '" jezyku
naturalnym analogicznie jak to czynilisrny W KRZ i INT.

DlFI"-:ICJA "\'RAZ!;~I \ J~Z\ KA L3 WYRA/r· "'IEtl.1 J~7YKA l3
JESTK \70\ SKONC70'V Cll\(, SY,\180ll ALF\BFTU TI GO rr ZYKA.

DFFl"ICI,\ w ,'R-\/l'l \ SE;\SQ\\ xrco Jt;7,\ t.:t\ 1.3 WVRAZ,f IEl\1
511\50\\ "'iY\.1 J~Z' K·' l3 JEST TA....I~ I TYI KO 1 \KIF \\'YRAZEl"IE
IEGO Jf<ZVKA. KT6RE ZOST~\LO 7BUOO\VANr Z(iODNIl / NASTJ;PU
J"CY!\.11 RI:.GLLA~1I
(I) KAZDA POJEDY"iCL\ Z~IIENr-.A11)·\NIOWA JESTW'·RA~Er-."lE~f

5E'JSOW"IVM
(2) JEZPLI e, P SA WYRA7rNIA~1I SPNSOWNYMI. ro (IX 1\ P). (IX vB),

(Cl • ~). 1:x.TAU!: $,\ \\'YRAZI-:"'IA/'.II SfNSOW~Y"fl

Wyrazenia sensowne jezyka L3. zwane dalej takzc formulami,
tworza zbior Lt.~.Poszczcgolne wyrazenia sensow ne 1 ich zbiory
oznaczamy zgodnie z urnowa Z § I rozdzialu I (por. str.l l].

Prz)'j~t) jezyk rachunk u 1..3. Z\\ dn) podstawowym. len sam.
w ktoryrn 0PIS) walismy KRZ i ll:'-.'T. pozwala na latwe zestawienie
i porownarue tych trzech rachunkow zdaniowych,

Poniewaz, jak wsporninalismy. rachunek L3 byl pierwotnie kon
siruowanv z zamiarem wykorzystania go do analizy modalnosci

• •
aletvcznvch. bedziernv chcieli spojrzec nan pod tym katern - jako na.. ,.,. ... .
rachunek modalny. V\' tyrn celu uwzgledniona zostanie rozszerzona
wersja jezyka L3. w ktorej przytoczony wyzej alfabet zostal wzboga
cony 0 dwie stare logiczne odpowiadajqce spojnikom modalnym:

symbol 0: dla jednoargumeruowego spojnika ..konieczne, 'ie .."
S)mbol 0: dla jednoargumentowego spojnika ..rnozliwe, zc ".-

W wyrazeniach rozszerzonej ,,'ersji j'tzyka 1.3 mog'! si~ \\'i~

poja"'iae symbole: 0 i O. Aby przy uzyciu tyeh dodalko" ych -;ymboli
moc lworl.Yc forroul), j~zyka L3, naleiy jeszC'/~ \\' dcfinicji ,,'yrazenia
sensownego dodac regul~:

Lukasiewicza, ktory. rezerwujac wartosc 1,2 dla zdan ° przyszlych
zdarzeniuch przypadkowych. churakteryzowal negacje nastepujaca
tabelkq:
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W ogolnych uwagach wstepnych tego rezdzialu probowalismy
wyjasnic, dlaczego w rachunku 1..3 poslugujemy sie nieekstensjonalna
negacja. Teraz, gdy przystepujemy do prawdziwosciowej charaktery
styki stalych logicznych tego rachunku, przypomnijrny, ze rezygnuje
my Z oryginalnej koncepeji tworcy L3 - Jana Lukasiewicza - i od
rzuearny wprowadzona przez niego trzecia wartosc logiczna. Zakla
damy, ze kaida formula moze przyjllc tylko jedna z dw6eh wartosci:
1 lub 0 (rozumianych jako prawda i nieprawda) oraz ze negacja rna
charakter intensjonalny.

Problem charakterystyki prawdziwosciowej funktorow nieeksten
sjonalnych rozwiazac mozna dwojako. Sposob pierwszy polega na
uzaleznieniu wartosci przypisywanej przez dane wartosciowanie fonnu
le zlozonej od wartosci przypisywanyeh jej podformulom przez pewDIl
rodzin~ wartoSciowan skojarzonycb z danym (t~rnetode stosowalisrny w
sematycznym opisie rNn. Stosujac sposob drugi bierzemy pod uwage
wylacznie dane wartosciowanie i uzalezniarny war lose formuly od
wartosci, jakie przypisze 000 formulom z pewoego zbioru szerszego od
zbioru jej podformuL Szukaj~c adekwatnego seman(yeznego uj~eia dla
1:..3 posluzymy si~ drug::t metodll. W definieji wartosciowania scharak
teryzujemy rownoJegle kaidy funktor i jego negacjcc. uzalemiajtte
kazdorazowo oceolt nie tylko od wartosci argumentow tego funktora,
ale taki..e od wartosci negacji tych argumentow.

§2. Wartosc;Olvarlia w L3

Odwolujac sil( do intuicji, ktore probowalisrny zwerbalizowac
w uwagach wstepnych, odnotujmy, ze nie wszystkie uklady ocen
formuly i jej negacji sa mozliwe; wykluczona jest sytuacja, gdy
zarowno formula, jak ijej negacja (por. tabelka ze str. 110) przyjmuja
wartosc 1. Z tego powodu w tabelce, stanowiacej ~sc integralna
definicji wartosciowania, rozwazac bedzierny trzy rozne rnozliwe
uk1ady wartosci dla danej forrnuty ex i jej negacji. Wyhczmy je:

I. (1,0) ex rna wartosc 1, -, ex rna wartosc 0
II. - (0,0) - ex ma wartosc 0, J<l rna wartosc 0
III. - (0. I) - ex ma wartosc 0, ,ex rna wartosc t

DEFINICJA WARTOSCIOWANlA \V L3 WARTOSCIOWANlEM W 1:..3
NAZYWAMY KAZDti FUNI<C~ v ZE ZBJORU Ll3 W ZBI6R WARTOSCI
LOGICZNYCH (symbolicznie: v: 1:1.1-+ {O,I}) TAKA. ZF DLA WSZEL
KICH FORMUL ex, ~EL1.3:

JEZELI TO
v(u) V(IU) v(~) V(I~), V(Cl {\ PI v( ,(u 1\ ~») vlcr.v~) v(,(a v P)) v(cr.-Il) v(l(a-lIl) ~rl"'lJi
1 0 1 0 I 0 I 0 J 0 I
1000 0 0 1 0 0 0 I
100 I 0 ) 1 0 0 I I
0010 0 0 I 0 I 0 0
0000 0 0 0 0 1 0 0
0001 0 I 0 0 0 0 0
o I I 0 0 1 1 0 1 0 0
0100 0 1 0 0 1 0 0
0101 0 I 0 I 1 0 0

Bezposrednim wnioskiem plynacym z tej definicjI jest wazna
wlasnosc wartosciowari w L3, ktora mozemy sformulowac tak:
Dla dowolnych wartosciowan vii v2 oraz dla dowolnych formul
ex, ~E1:L3: jesli vl(ex) = vz(ex) i v,(~) = vz(~) oraz vI(-'<l) = v2(-,a)
i VI (-,~) = Vz( I ~),to dla dowolnego wyrazenia sensownego '( utwo
rzonego wylacznie z formul a, ~ zachodzi v, (y) = V 2{Y)' W szczegol
nosci zauwazmy, ze gdy dwa wartosciowania vii v2 tak samo oceniaja
kazda ze zmiennych zdaniowych oraz negacie tej zmiennej (tj. VI (p) =
= v2(p), v,(lp) = vz(-'p) itd. dla q, r.... ), to rowniez identycznie
oceniaja one kazda formule L3. Podsumowujac: wartosc formuly jest
jednoznacznie okreslona przez wartosei jej be~posrednich podrormul
oraz icb negacji - nalomiast wartoSciowanie jest zadane jednoznacz
nie przez podanie wartosei, jakie przypisuje wszystkim zmiennym oraz
icb negacjom.

(3) JEZELI ex JEST WYRAZENlEM SENSOWNYM. TO o« i ()ex
R6wNIB1' SA WYRAZENIAMI SENSOWNYMI.

Dla zbioru wszystkich formul rozszerzonego jezyka rachunku L3
zarezerwujemy symbol 1:~. W jezyku tym mozna oddac strukture
10giCZD'l zdari zlozonych jezyka naturaLnego zbudowanych z uzyciem
zwrotow modalnych. Tak np. strukture zdania:

"Jezeli nieprawda, ze mozliwe, ze jutro bedzie padal deszcz, to
konieczne, ze nieprawda, ze jutro bedzie padal deszcz"

zanotujemy w rozszerzonym jezyku 1..3 w postaci nastepujacej for
muly:

-~----
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v'(a) = v(a) oraz v'( ..,P) = v(, ~).

K r 0 k \\1 Yj SCI 0 w y; zakladamy, ze P jest zmienna zdanio
wa. Bezposrednio ze sposobu okreslenia v' wnioskujemy, ze dowodzo
ne ro\vnosci zachodz(t.

K r 0 kin d u k c Y j n y: przyjmijmy. ic p jest formutCl zlo
ion~, a zaten) rna postac (PI " ~J.(~I V a2), (PI -t P2) czy tei "IPI'
ponadto zas ie do\vodzone r6wnosci zachodZll dla podformul PI i P2
(zaloienie indukcyjne).

I. Jako pierwszy rozwazamy przypadek, w ktorym P = PI 1\ ~z.
1.1. Niech v(a. 1\ P2.) = 1. Z definicji wartosciowaoia w KRZ

\o\·nioskujemy. ie v( -'(~l1\ Pz») = 0, a ponadto ie achodz<! zwi<lZki:
v(P,) = V(P2) = 1 oraz v( ,a,) = V('~2) = O. StosujC!c zalozenie in
dukcYJne uSlalamy. i.e w taklrn razie:

v'(~,) = V'(P2)= 1 oraz v/(....,PI) = v/(, Pl) = 0

, , .
rownosci:

,. , .
Dowod. Niech ~E :E"RZ(= Ll3). Zalozmy, ze v Jest wartosciowamem
w KRZ takim, ze v(~) = O. Zdefiniujemy wartosciowanie Vi w f..3
okreslajac je nastepujaco dla dowolnej zmiennej p:

(i) v'(p) = 1 i v'( -, p) = 0 gdy v(p) = 1
(ii) v'(p) = 0 i v'( -,p) = 1 gdy v(p) = 0

Prowadzac dowod przez indukcje ze wzgledu na zlozonosc Iormuly
moiemy wykazac, ze dla dowolnej formuly ~ zachodza nastepujace

Korzystamy z kolei z definicji wartosciowania w L3 i stwierdzarny, ze
V'(~I 1\ ~2) = 1. a V'( '(~t 1\ all) = O. A zatern w rozwazanyrn przy
padku v/(a I 1\ a2) = V(~l1\ ~1)oraz v/( -,(P1 " a2») = v( -,(P I " P2»)

1.2. Niech v(PI 1\ P2) = O. Z definicji wartosciowania w K RZ
wnioskujemy, ze v( ,(al 1\ pz)) = 1. Moze rniec miejscc jeden z dwoch
przypadk6w: albo V(PI) = 0, albo v(a2) = o. Rezwazmy je po kolei:

1.2.1. Zalozmy, ze V(PI) = O.Oznacza to, ze V(-'~I) = 1. Zgodnie
z zalozeniern indukcyjoym: v'(al) = 0, V'(....,~l) = I. Wtedy jednak
definicja wartosciowania w l3 pozwala wnioskowac, ze V'(~I 1\ ~l)=
= 0 oraz v'( I(~I " P2»)= I, co oznacza, ie dowodzone identycznosct
zacbodza,

1.2.2. Zalozmy. ze v(a2) = O. Oznacza to, ze V('l~l) = I. Zgodnie
z zalozeniem indukcyjnym: v'(az) = 0, v/(, P2) = 1. Wobec definicji
wartosciowania w L3: v'{P. 1\ P2) = 0, a zarazem v'( ,(PI 1\ P2)) = I.
A zatern i w tym przypadku dowodzone identycznosci zachodza.

W analogiczny sposob naleiy rozpatrywac kolejne przypadki:
2. gdy P rna postac al V a2'
3. gdy P ma postac PI -+ Pl'
4. gdy a rna postac -, PI'

T~ cz{:sc dowodu pozostawiamy jednak Czytelnikowi jako latwe,
choc nuzace dlugoscia cwiczenie, Po jcgo wykonaniu krok indukcyjny
uznajemy na dowiedziooy; a zatem, zgodnie 1 zasada indukcji mate
matycznej, konczyrny w tym rniejscu dow6d lernatu stwierdzeniem. ze
dla dowolnej fonnuly ~ takiej, ze v(~) = O. istnieje wartosciowanie v'
falsyfikujace ~ w 1.3 •

Definicja wartosciowania daje nam mozliwos« wskazania w zbio-
rze Lu podzbioru z tautoiogii tego rachunku:

DEFINICJA 'rAUTOLOGIl l3 JEZEU \\ARTOSC DANEJ FORMUlY
<X PRZY WSZYSTKICI-I WARTOSCIOWANIACH l3 JEST STAtA I R6\\'N.\
1, W()WCZAS M6wIMV. ZE ~ JEST TAUTOLOGIJ\ 1-3.

Zgodoie z przyj~t~ interpretacJfl wartosci 1 jako pra\o\·dy. u\o\a.iac
b¢ziemy tautologie l3 za schematy pewnych zawsze praWdZ1\\ ych
zdan j~7.yka naturalnego.

Korzyslaj"c z lematu 1 pOlraftmy okreSHc \vzajemny stosunek
mil,dzy zbiorem taut010gii 1.3 a zbiorem taulologii KRZ:

LEMAT 2 KAtDA TAUTOLOGIA L3 JEST TAUTOlOGI,\ KRZ.

Przyjrzyjrny sie blize] tabelce za-:vieraji:l~}char~kter:styki praw~zl
wosciowe poslczegolnyeh funkiorow. OtOZ w wierszach I, 3. 7 I 9
funktor negacji, a wraz z rum wszystkie pozostale ~u~ktory ~O?staW?
wej wersji j~zyka l3, zachowuja Sl~zgodnie z definicja wartosciowanra
\\ KRZ. Ion) rni slowy: odtworzona w tych wiers~eh tabelka dla
funktor6w KRZ jest fragrnentem tabelki dla fun~to[ow " rachunku
L3. Wobee identycznosci jezykow tych rachunkow wyelllg~~y stll.d
wniosek, ze kaida formula falsyfikowana przez pewn~ wartoscrowanie
w KRZ zostanie lei sfalsyfikowana przez stosowrue dobrane war-
iosciowanie w l3.

LE~tAT 1 JE7ELJOLA WARTOSCIOWANIA v \V KRZ: v(~)= 0, TO
ISTNIEJE WARTOSClOWANIE v' W t.3 Tt\KII:.. zr: v'(«) = O.
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Gdy formula ulworzooa jest z dw6ch zmiennych np. p oraz q,
ukladow wartosci wyznaczaj~cych poszczegoJne grupy wartosciowan
jest aZ dziewiQt:

Tab. I

(1,0)
(0,0)
(0. I)

wartoSciowania v lak Ie. ic:uklad wartosci

(1) ezy jest tautologill L3 rormula p v -,p?
p -,p 'l-'P pv-,p
1 0 1 1
o 0 0 0
o 1 0 I
Formula p v "lp n j e j est tautologi~ l3. K.oDieCZDo~c

uwzglc;dnienia w tabelce ko)umny z oaglowkJem -, -, p wynika st¥i, 'If!

yep)= J, v(,p) = 0
v(p) =o. v(, p) =0
v(p)=o. v( 1 p) = 1

I
2
3

Ogolnie, jezeli formula zbudowana jest Z n roznych zmiennych
zdaniowyeh, w konstrukcji tabelki uwzglednic nalezy 3" roznych
ukladow wartosci, Zauwazmy przy okazji, ze metoda wprost badania
tautologicznosci formul zastosowana w rachunku 1:.3 jest znacznie
bardziej pracochlonna niZ w przypadku KRZ. Aby sprawdzic formule
zbudowana np. z trzech zmiennych, poslugiwalismy sie w KRZ
tabelka uwzgledniajaca 8 roznych ukladow wartosci, Ta sarna formu
la, badana na gruncie L3, wyroaga juz tabelki 0 27 wierszacb. Poza
tyrn, koniecznosc zapisania w tabelce - procz wartosci wszyslkich
podformul badanej Iormuly - takze OCCD przypisywaoycb negacjom
tych podformul prowadzi do podwojenia liezby kolumn tabelki.
Praktyczne poslugiwanie si~ metoda rabelkowa w L3 bedzie wiec
imudne. Ma jednak t~niewatpliwa zalete, ze zawsze w skonezonej
liczbie krokow daje odpowiedz na pytanie 0 tautologicznose fonnuly

Przesledzmy zatem na kilku przykladach stosowanie opisanej
techniki. Znowu odwolamy siC;do tych formul, ktore rozwaZalismy jui
na gruncie KRZ i INT, co umozHwi Dam Die tylko porownanie metod
rozstrzygania. lecz takie zbior6w tautologii wszystkich trzecb rachun
kow.

W rachunku 1:.3, podobnie jak w KRZ, tautologicznosc formul
badac bedziemy dwiema metodami: tabelkowll (wprost) i niewprosL
Jako pierwsza opiszemy metode tabelkowa,

Z definicji wartosciowania w L3 wynika, ze trudnosc wyrazona
w pytaniu - jak jest mozliwe ustalenie wartosci formuly przy
nieskonczenie wielu wartosciowaniach? - potrafimy przezwyclezyc tu
tak sarno jak w KRZ. Zauwaimy bowiem, ze Iormuly w jezyku 1:.3,
analogicznie jak wyrazenia sensowoe w KRZ, zbudowane sit ze
skonczenie wielu zmiennych. Wiemy rowniez, ze wartosc danej formu
Iy zalezy tylko j wylacznie od war to sci jej zmiennych i oegacji lych
zmienoych. Dysponujac tylko dwiema wartosciami, skonczona Iiczbe
zmiennych danej formuly ocenic rnozemy tylko na skonczenie wiele
sposob6w. Z tego powodu, zeby odpowiedziec na pytanie: czy dana
formula jest tautologia, nie musimy rozwazac kazdego z nieskonczonej
liczby wartosciowari z osobna. Wystarczy wziac pod uwage tylko te,
ktore roinill sie rniedzy soba wartosoia zmiennycb wystepujacych
w formule b(ldz wartoscia oegacji tych zmiennych. Og61 wartosciowari
podzielirny wiec na skonczenie wiele grup, tak aby kazda zawierala te
i tylko te wartosciowania, ktore identycznie oceniaja zmienne i negacje
zmiennych badanej formuly. Dla przyldadu: gdy formula jest zbudo
wana z jedneJ zmiennej, powiedzmy p, rozwaiamy trzy grupy wartos
ciowati dyktowanych przez tTZYuklady wartosci dla p oraz -,p:

uklad wanosci wartoseiowania v takie. 7.e:

J (1,0; 1,0) vIp) = 1, ve lp) = 0; v(q) = J. vl,q) = 0
2 (1,0; 0,0) vIp) = I, v(,p)=O; v(q) = o. v( Iq) = 0
3 (1,0; 0,1) v(p) = I. ye,p) =0; v(q) = O. v( lq)= I
4 (0,0; 1,0) yep) = 0, v(,p) = 0; v(q) = I, v(,qj = 0
5 (0,0; 0,0) yep) = o. y(,p) = 0; v(q) = O. v(,q) = 0
6 (0,0; 0, J) yep) = O. vI .,p) = 0, v(q) = O. y(,q) = 1
7 (0,1; 1,0) vIP) = o. ve'p)= I, v(q) = I, v(,q) =0
8 (0, 1: 0,0) yep) = 0, v(,p) = I, v(q)= o. v(,q) = 0
9 (0, I; 0.1) yep) =0, Y( "'p) = 1: v(q) = 0, v(,q) = I

Tab. 2

DowOd. Zalozmy niewprost, ze formula exE Lt.3 (= LKRz) jest tautolo
gilt 1:.3.ale nie jest tautologia KRZ. Istnieje wowczas wartosci?wa.~e
\\' KRZ, nazwijmy je v, takie, ze v(a) = O. Wobec lematu 1 istnieje
takze v' - wanosciowanie w L3 - Ialsyfikujace a. A zatem a,wbrew
zalozeniu, nie jest tautologia L3 i ta sprzecznosc koriczy dowod •
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pv, p KRZ

(1p-1Q)- (q- p) l3

(p-q)-( ,q-,p)

(p" lp) INT

(4) Czy jest tautologia LJ formula ( 1 p .... -,q) _ (q --+ p)?
p lp , lp q lq l1q lp- lq 1Clp-1Ql q-.p llq-p) (1p- lql-(q ...p)
1 0 1 I 0 I I 0 I 0 1
I 0 I 0 0 0 I 0 I 0 I
1 0 1 0 I 0 I 0 ] 0 I
0 0 0 J 0 I 0 0 0 0 ]
0 0 0 0 0 0 I 0 I 0 1
0 0 0 0 1 0 J 0 I 0 1
0 1 0 I 0 I 0 1 0 I I
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 I
0 I 0 0 ] 0 1 0 ] 0 I
Formula (-,p .... -,q) --+ (q .... p) jest tautologia l3.
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Formula (p -+ q) - (,q -+ ,p) jest tautologia l3.

p 'p P II 1q 11<1p-q 1lp-ql 1q........p 11 Iq- "p) (p-q)-C 'q- "p)
I 0 I I 0 I I 0 1 0 1
I 0 I 0 0 0 0 0 0 0 J
I 0 1 0 I 0 0 I 0 1 1
0 0 0 J 0 I J 0 J 0 1
0 0 0 0 0 0 I 0 I 0 1
0 0 0 0 I 0 0 0 0 0 I
0 I 0 I 0 I 1 0 1 0 1
0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1
0 1 0 0 1 0 I 0 I 0 I

Formula ,(p 1\ lP) n ie j est tautologia l3. Kolumna z na
glowkiem -, -,p pojawia sie z tych samych przYCZ)ll co w poprzednirn
przykladzie, Moglismy natorniast pominac kolumne 0 naglowku
p 1\ 1p, ktora wystepowala w analogicznym przykladzie rozpatrywa
nym na gruncie KRZ, poniewaz wartosc negacji koniunkcji Die Jest
uzalezniona od wartosci same] koniunkcji (por. definicje wartosciowa
nia w L3).

(3) ezy jest tautologia l3 formula (p ....q) --+ (-,q --+ -,p)?

(2) ezy jest tautologia l3 formula -,(p 1\ "lp)?

P -,p -, -,p -,(p 1\ lp)
1 0 1 I
0 0 0 0
0 1 0 1

dla ustalenia wartosci formuty p v ,p musimy znac nie tylko wartosci
jej podfonnul {p, ,pl. ale takze wartosci negacji tych podformul
{-,p. ., -,p}.

Na rnarginesie przykladow (3) i (4) zauwazmy, ze z uwagi na
identycznosc zero-jedynkowej charakterysty ki formuty oraz jcj po
dwojnej negaqi, mozna by toby upraszczac nieeo tabelki eliminujac
7 ruch kolumny z podwojnie zanegowanyrni formulami.

(5) CZ) jest tautologia L3 formula (p v q) - (p 1\ q)?
p -,p q .,q pvq -'(pvq) p x q -,(pl\q) (pvq)-+(pl\q)
10101 0 t 0 1
10001 0 0 0 0
10011 0 0 1 0
00101 0 0 0 0
00000 0 0 0 1
00010 0 0 1 0
0110 I 0 0 t 0
01000 0 0 I 0
010 10 1 0 1 1
Formula (p v q) ....(p 1\ q) n I e J e s 1 tautologia L3.
W tej chwili mozerny jU7 porownac zbiory tautologii wszystkich

trzech rachunkow zdaniowych: KRZ. (NT oraz L3. Okazuje si~, ze
tautologie L3 (podobnie jak tautologie ]~T . por le~al 1. §2
rozdzialu III) stanowia wlasciwy podzbior zbioru wszystkich tauto
logu KRZ (lemat 2: przyklady (I). (2» Jezeh nalomi~sl _skonfro~tu
jerny przyklady (2). (3) I (4) z odpowiedmrni prz)~~tadaml 7. ~2 rozdzialu
III. wyciagniemy wniosek, i.e zbiory taurologii rachunkow l3 oraz
INT krzyiUJ~ Sl~. • . . .

OlO graficzny wyraz tyeh zaleznosci, uwzgledniajacy rruejsce for-
mul sprawdzanych \\ przykladach (1)-l5):
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(101) 1 0 J • (1 .1)

"- fJ,,(IZ-fJ) ,(<rr-fJ ) u.-(J

''',~.,~ " ,"
1. ex

2 '(J (J. ex .'" '11

•I

2

1

I 0(A 1)

(K 0 J)

{I J}
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3

22

1.1

o1oJ(K 00)

II(K I)

Przechodzimy teraz do ornowienia drugiej metody sprawdzania
tautologicznosci formul: metody niewprost, Z Jej idea dokladnre
zapoznalisrny si~ w KRZ. Powtorzmy tylko, ie Jest to proba rekon.
strukcji wanosciowania falsyfikujacego dane wyrazenie sensowne,
krore] punktem wyjscia jest zalozenie 0 falszywosci badanej formuly.
Diagramy, \v ktorych notowac bedzierny przebieg takiej proby, beda
podobne do tych, ktore stosowalismy v; KRL ale reguly budowy
diagramu wynikajace bezposrednio z definicji wartosciowania w 1.3
~d'l oczywiscie inne. Przyporninamy w koricu, ze badana formule
uznajerny za tautologie 1.3 tylko wtedy, gdy n i e p o w i 0 d I a
s i~i. a dna z m 0 i. I i \\')'c b pro b budowy wanosciowania
obalajacego, czyli gdy kazde zmierzajace do tego celu rozumowanie
zamknelo si~ sprzecznoscia: rownoczesnym przypisaniem jednej I teJ
samej formule roznych wartosci logicznych. Zasady poszukiwania
sprzecznosci w diagrarnach dla L3 sll takie same jak te, krore
stosowalismy na gruncie KRZ.

Reguly konstrukcji diagram6w:
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Rozwai:amy druga mozliwosc:
W rozumowaniu \\'yst'lpilu sprzecznose; przechodzimy v. i~c do

rozpatrzenia drugiej mozliwosci:

Stosujemy regule (A 01)
1 uzyskujemy sprzecznosc

I o(d 0 J)

Cd 01) 1 0

,,(pA'p) [lCp",p)

PII'P (N 0 I)

P ~P (I. I)

'P" "P (I. I)

(2) Czy jest tautologia l3 formula -,(p 1\ -,p)?
Zakladamy. ze nie, po czyrn stosujerny reguly:

(I) Czy Jest tautologia l3 formula p v ...,p?
Zalozrny, 'i.e we Jest Istnieje wiec wartosciowarne, ktore tej fonnule
prz}pisuje wartosc O. Wartosciowanie takie rnoze formule
-'(p v -'p) przypisac jedna z dwoch wanosci logicznych: 1 albo O.
Analizujerny obie te sytuacje kolejno, w dwoch oddzielnych
diagrarnach, oznaczonych (d 01), (d 00):

••miastowa sprzecznosc, w
drugim stosujemy (N 01) i takze zamykamy rozumowanie sprze
C'"lIlOSC1<l W trzecim korzystamy z (N 00) I po stw ierdzeruu, ze
osiagnelismy juz najbardziej element arne formuly i ic.~ nega~je
- konczymy rozumowame me natrafiajac na sprzecznosc. Powio
dla sie zatem rekonstrukeja wartosciowania falsyfikujacego forrnu
I~ p v -,p. Okazalo sie, ze przyjmuje ona wartosc 0 przy ka.idy~
wartosciowamu v takim, ie' \(p) = v( ~ p) =O. Oznacza to. ze
formula p v np n 1 e J est raurologia l3.

Zwraca uwage fakt, ze regul konstrukcji dJa diagrarnow \V L3 jest
WI~ceJI Sll one bardziej skomplikowane mz te, z ktoryrm zetknehsmy
si~ w KRZ. Na pytanie. jak w praktyce stosowac dyrektywy zawarte
w regulach, jak realizowac pr6b~ okreslenra wartosciowania Ialsyfiku
jacego dana formule, odpowierny kilkoma przykladami, Wr6cimy
\\ nich do forrnul juz sprawdzonych metoda tabelkowa.

p"a
3

J 0 (N 01)J 8 2
Stosujemy regule (A 00).
zgodnie z ktora nalezy
rozwazyc trzy przypadki,
Pierwszy koriczy natych-

(N 00)

""\a ,,"
oJ(d 00)

oI(N J)
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(110)-1

(I 00) - 1

(N I)

(s .t)

(11)-1

(I 1) - 2

(I I) - 3

(I f.)- 2

(N OJ)

(N 00)

(I 1) - I

(I I) - 2

(I 1) - 3

(1 00)-2

(I 01)

(NOI)

(N I)

( 1 ") - I

('f') -2

124

••na sprzecznosc,We wszystkich trzech przypadkach natrafiamy
przechodzimy zatem do kolejnego diagramu:

p. ,p. q, ,q3

2

1.

( r • I)
(J "1)

(~ .1)

(~ 1)

(I 1)-1

(I I) - 2

(I 1)-3

,«p-q). C,q-ip» (p-q)-(,q -,p)

p.c;. '(,q.,p) ,{p.q) ,q_,p
•

o1(d fl)

(3) Czy jest tautologia L3 formula (p _. q) _ (,q -+ -,p)1
Zakladamy. ze nie:

p

(I[ .,)3

(I[ 00) Pierwszy przy
padek, po zasto
so'>'aniu (N 00),
koriczj natych.
miastowa sprze
cznosc, w drugim

natrafiamy na nia ad razu. W trzecim korzystamy z (N 00), ale
mimo dojScia do najbardziej elementarnych formul, nie znajduje
my sprzecznosci, Oznacza to, ze formula -,(p A -'p) n I e J est
tautologia L3.

(I[ .0)1.

(N 00)

(d 00) I Q

,«p.q).-(,q -'P». (p.q).(,q _, P)

1. p-q '(p-q). 'q-,,,. ,(,q-,P)

1.1 ,q "Il. , P. "P

~

1.1.1 ,p
~

-,
1.1.2 q ,q -,
1.1.3 P,'p q ,q

1.2 "p '''.'Il ."q
p

q

1.2 1 ,p 'l"p

1 22 q 'Il

12.3 P.'P. q.,q

2. '('Cl-'P) 'Il ..'P.P_q.,(p.q)

,q~ "Il.'P

0P
2.1 P!'\P' q,'q
2.2 ,q q~P.'P

(d 01)oI

W kaidym z podprzypadk6w natknelisrny sie na sprzecznosc,
Poniewai w zadnvm z dw6ch diagramow rekonstrukcja wanoscio
wania obalajacego nie powiodla si~. badana formula jest tauto-
logill 1..3.

(4) Czy jest tautologia 1..3 formula (-, p -+ ,q) -+ (q -+ p)1
Poniewai sprawdzenie dla tej formuly przebiega analogicznie jak
w przykladzie (3), a odpowiedz na postawione pytan!e j~ uzyska
lisrny stosujac metode tabelkowa, WI~C sporzadzcnie diagramow
(skadinad zmudne) pozastawiamy Czytelnikowi.

(5) Czy jest tautologia 1..3 formula (p v q) -+ (p A q)?
Zakladamy, ze rue:
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KONTRPRZYKLAD 1 Analogon twierdzenia I (§2 rozdzial Il) nie
obowiazuje \'1 rachunku 1:.3, poniewaz: {p -+ (p -> q), p} F l.lq,
a rownoczesnie [p -+ (p -+ q)} Ir'=l3P -+ q. Potwierdzenie tych fak
tow znajdzicmy w nastepujacej rabeloe:

Jest oczywiste, Z~ zbioru {p, ., p} nie spelnia zadne wartosciowanie
L3, poniewaz definicja wartosciowarua w 1:.3 wyklucza sytuacje,
w ktorej formula i jej negacja rownoczesnie przyjmuja wartosc I.
Analizujac poszczegolne wiersze tabelki moiemy sitr przekonac, ie
rowniez zbioru [p .... ..,p. p} nie spelnia zadne wartosciowanie.
Mozemy wiec sformulowac nastepujacy wniosek: dowolne wartos
ciowanie 1:.3 spelniajace zbior {p --. "'P. p} spelnia lei. zbior
[p, -,p}, ezyli zachodzi wynikanie {p-+ 'p.p} FlJ{P, -,p}. Na
torniast podkreslony drugi wiersz tabelki wskazuje te ...vartoscio
warua spelniajace zbior {p .......,p}. ktore nie spelniaj~ formuly I P;

Io1o

P-+ IP
o
1

p
1
o

lIP
I
o

"p
o
o

KONTRPRZYKI,AD 2 Analogon twierdzenia 2 (§ 2 rozdzialu II)
rowniez nie obowiazuje w L3. poniewaz: [p -> ..,p. p] ~LJ [p, ..,p}
a rownoczesme [p -+ ,p} ~LJ -'p. Potwrerdza [0 tabelka:

Z analizy wszystkich wierszy tabelkr wynika. ze tylko wartoscio
wania, ktore zmiennym p i q oraz ich negacjom przypisuja oceny
zgodne z ukladem (1.0; 1,0) (wiersz 1). spelniaja zbior
tp -t (p -+ q), pl. Rownoczesnie spelniaja one Iormule q, co sprawia,
ze {p -+ (p -+ q), p} ~1.3q. Natomiast podkreslony szosty wiersz
tabelki swiadczy 0 tyrn, ze istnieja wartesciowama. kt6re jedno
czesnie weryfikujl'l Iormule p ....(p -+ q) j falsyfikuja p -+ q. Oznacza
to, ze [p -t (p -+ q)} ~ IIP .... q •

p ..,p q I q P .... q ..,(p -+ q) P -t (p .... q)
lOt 01 0 J
10000 0 0
10010 1 0
00101 0 1
00001 0 I
~0__ ~0__0~~1~_70 0~ ~1
01 101 0 1
01001 0 I
01011 0 ]

Brak sprzecznosci w przypadku 1.2. swiadczy 0 nietautologicznos
ci formuly (p v q) -+ (p 1\ q) w rachunku L3. Formule ttr falsyfikuje
kazde wartosciowanie v takie, ze: yep) = v( -,q) = 1 oraz v( "lp) =
= v(q) = O. Sprawdzenie dalszych przypadkow w diagramie pierw
szym, a takze rozpatrywame diagramu drugiego. jest juz zbedne.

Przejdzmy z kolei do ornowienia relacji wynikania \'1 L3. W de-
finicji lej reJacji odwolujemy sitr do pojecia spelniania okreslonego
i scharakteryzowanego w §2 rozdzialu I. Wykorzystamy je, podobnie
jak to uprzednio czynilisrny w KRZ i INT, dla zdefiniowania relacji
wynikania \'1 rachunku L3:

DEFIl'.ICJA WYI';1.KAl'lAW L3 ZE ZBIORU FORMUl.. <1> \VYNIKA NA
GRUNCIE L3 ZBI6R FORM UL 'f' (syrnbolicznie: <l> l= 1.3 'f') WTEDY
1TYLKO WTEDY. GDY KALDE WARTOSC10WANIE L3 SPELNIAJ.-\CE
<1> SPELNIA TEZ '¥.

Og61ne wlasnosci tej relacji znamy 7. lematow 3 - 7 dowiedzionych
w §2 rozdzialu I. W KRZ j INT relacji lej przyslugiwaly tez inne
wazne wlasnosci przedstawione w twierdzeniach zwanych sernantycz
nymi odpowiednikami twierdzen 0 dedukcji: twierdzenia I - 3 z §2
rozdzialu II oraz J - 2 z §2 rozdzialu III. Zadne z nich rue zachowuje
prawdziwosci w rachunku 1:.3. Swiadcza 0 tym trzy proste kontr
przyklady:

(d 01) 0

,«p vq}_(p" q» (p v q)_(pAq)

p v q.'(p" q) ,(pvq), pAq ( I 0 I)

1. P 'p (A 1)

1.1. ,p p (X 01)

1.2. ,q q (I{ 01)
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a. -,a. 13 ,13 ex-+f3 ex v 'la. ex ,a
~ -,p ex-+~ I (a. -+ 13) ex -+ (a -+ 13)1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 0 11 0 0 0 0 1 J 0 0 0 0 0 01 0 0 1 0 1 I 0 0 1 0 1 00 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 10 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 I0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1

0 1 1 0 1 1 0 I I 0 1 0 10 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 I0 1 0 1 1 1 0 I 0 1 t 0 J

Inny odpowiednik twierdzenia 1 z §2 rozdzialu II stanowi seman
tyczna wersja tzw. iterowanego twierdzenia 0 dedukcji:

TwIERDZEI'lIE 2 Cl> u {a} 1=t.3f3 WTEDY I TYLKO \\'TEDY. GDY
<I> 1= t.3<X -+ (a. -+ 13).

DowOd. (1) Zalozmy, ze <l>u{a.} 1= I.J 13, a dla dowodu niewprost, ze:
<I> IF LJa. -+ (a -+ Pl· Istnieje wiec wartosciowame v spelniajace <l> i takie,
ze v(cx.....(a. -+ ~»)= O. Rozwazmy stosowna tabelke:

Analiza tabelki prowadzi do wniosku, ze zadne .wartoscio;,~oie ~e
J • bi {-,p -+ p -,p} Skoro tak to kazde wartosciowaniespe ma z ioru ,. '... . { }

L3 spelniajace zbior {,P -+ p, IP} spelnia. tez zb.lor p, iP :
{ P , p} I- [p 'P} Podkreslony wiersz tabelkia zatem: lP-+, rL3,· }'"

wskazuje wartosciowania spelniajace zbi6r { iP :-+ p 1 rue spe~l~-
jace formuly p, czyJj {lp .... p] IFL3P, co konczy uzasadnienie
kontrprzykladu 3 •

Zaleznosc miedzy wynikaniem a implikacja, okreslana w .K~
jako semantyczoa wersja twierdzenia 0 dedukcji wprost, przyjmuje
w L3 postac slabsza:

TwIERDZENIE 1 JEZELI <X V ,a. JEST TAUTOLOGI.At L3, W6WCZAS:
<l>u {ex} 1=1..3P WTEDY I TYLKO WTE.DY, GDY <l>F1..3ex .... p.

DowOd. Obie czesci dowodu wyrnagaja anaJizy nastepujacej tabelki:

ooo 1

,p ....P
1
1

-,,p
1
o

p ,p
1 0
o 0

Zalozenie 0 tautologicznosci formuly r:x v -,r:x pozwala nam porninac
w czasie analizy wiersze podkreslone: 4, 5 1 6, w ktorych formula
a. v ,a. nie przyjmuje wartosci J.

(I) Zalozmy, ze <1> u {a} F LJ ~ i niewprost, ze: <t> ~ l3 ex-+ p. Istn ieje
zatem wartosciowame v spelniajace zbior ct>, takie, ze: v{rt -+ P) = o.
W tabelce, wsrod rue podkreslonyeh wierszy, wskazac mozerny dwa
(drugi i trzeci), w ktorych wartoscia ex-+ ~ jest O. Do kt6rejkolwiek
z tych dwoch grup nalezy wartosciowanle v, zawsze v(a.) = I i v(P) = O.
Wnioskujemy wiec, ze v spelnia zbi6r <1> u {a.} i nie spelnia formuly ~.
Oznacza to, ze <1> u {ex} ~ lJ p, co jest sprzeczne z zalozeniem.

(II) Zalozmy teraz, ze <l>1= L3a -+ P i niewprost, ze: <I> u {(X} ~ t.J p.
Istnieje zatern wartosciowame v spelruajace zbior <1> u {a}. a przy tyrn
yep) = O. Przy wartosciowaniu takim spelniony jest takze dowolny
podzbior <I> u {a.}, "" szczegolnosci zbiory <f> j {ex}. Rozpatrujac
w tabelce wiersze drugi i trzeei stwierdzamy, ze niezaleznie od oeeny
przypisywane] I p, wartoscia a -+ p jest O. Wnioskujemy stad, i.e
v spelnia zbior <l> j nie spelnia ex -+ p, co oznacza, ze - wbrew
zalozeniu - <I> ~ 1.3 ex-+ P •

zgodnie z definicja wynikania: {p -+ ,p} ~ l..3 ,p, co koriczy uza
sadnienie kontrprzykladu 2 •

KONTRPRZYKLAD 3 Analogon twierdzenia 3 (§2 rozdzial II) takze
nie obowiazuje w L3, gdyi: {, p -+ p, -, p] F 1.3 {p, ,p}, a zarazem
{ ,p -+ p] ~ L3 p. Uzasadnienia dostarcza tabelka:
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.macle:
(1) Sprawdzamy, czy jest norma Ina regula elementarna 0 sche-

Wobec sprzecznosci zamykajacej kaidll Z dr6g w obu diagramach
rozwaiana regula ·elementaroa jest normalna.

DEFIN1CJA REGULY NlEZAWODNEJ L3 REGULA JEST NAGRUNCIE
L3 NIEZAWODNA WTEDY I TYLKO WTEDY. GDY DLA KA.L.DfJ NALE-

(d 00) 1 0

"-{J , (a...p) przeslonko

" ,a pnestanko

,P. ,p wniosek
..,1:< " (I J)

~ ,p (I I)

",'",fJ ":1P (r J)

(d 01) I 0

a.. f) '(a.~) przestonko
I:< ," przes(onko

'1) JJ wnlosek
..,a a (I J)

tJ '{J (I J)

a. 'a, P,"'f) (r I)

Zanirn zdefiniujemy w L3 dwa podstawowe rodzaje regul: normal
ne i niezawodne przypomnijmy, ze ogolne wiadomosci na ieh temat
znalezc moina ~ §2 rozdzialu J (str. 16-17). Regul~ definiowalismy
jako dowolny zbi6'r par (<I>, {lX}). w ktoryrn ('f> stanowi niepusty zbior
przeslanek, a formula lX - wniosek.

DEFJNTCJA REGULY NORMALNEJ L3 REGULA JEST NORMALNA
w L3 WTEDY I TYLKO WTEDY. GDY DLA DOWOLNEJ PARY (<l>, {lX} >
NALE2J\CEJ DO TEl REGULY ZACHODZI WYNlKANIE: <l>l=l3lX.

Pytanie 0 normalnosc reguly potrafimy praktycznie rozstrzygnac
wowczas, gdy wszystlcie nalezace do niej pary zbudowane sa zgod
nie z jakims schematem. Poddajemy wtedy analizie 6w schemat.,
by ustalic, ezy spelnia on kryterium normalnosci. Normalnosc
regul badamy tymi samymi metodami, ktore mialy zastosowanie
przy stwierdzaniu tautologicznosci fonnul: tabelkowa i niewprost.
Ilustrowanie przykladami metody tabelkowej jest zbedne; stosowa
lismy j~ w dowodaeh twierdzen 1 i 2. by ustalic, czy miedzy parami
zbior6w formul zachodzi relacja wynikania. Ograniezymy si~ tylko do
przykladowego rozstrzygniecia metoda niewprost, r:::zy regula odrywa
rna (RO) 0 schemacie ({<X -t Jl,lX}, {~}), normalna w KRZ i w INT,jest
normalna r6wniei w L3.

~

.Zaklada~y~ ze ~ przesl~e~ par~ pod~tawowej rue wynika w L3 jej
wnlosek: IstrueJ.eW1~wartosciowanie, ktore przeslankom daje wartosc
I, a wnioskowi - O. Przy rozpatrywanym wartosciowaniu formula
-, ~ pr~j~c moze alba wartosc 0 albo 1. Uwzgl~dniajlle t~okollcanosc
ro~azamy ~,:a diagr~y: (d 01) oraz (d 00). Sprzecznosc koriczaca
kazda z ~?ihwyeh prob okreslenia wartosciowania weryfikujacego
przeslanki I falsyfikujacego wni?sek swia?czy 0 normalnosci badanej
re,guly. Br~ sprz~znOSCl w ktorymkolwiek z rozwazanych przypad
kow potwierdza hipoteze, ze regula nie jest nonnaJna.

Tvlko w dw6eh wierszach tej tabelki (drugim i trzecim) znajdujemy
..\'~rtosc 0 dla formuly lX -t (lX -+ ~). W obu tych wierszach w~rtosei~
formuly lX jest 1. a wartoscia ~ - O.Wartcsciowanie v musi zatem
spelniac warunki: V(lX) = 1, v(~) = O. Wtedy <l>v {<X} IFt.J~' co pozosta-
je \v sprzecznosci z zalozeniern. ."

(II) Zalozmy z kolei, ze <l> F lllX,~ (lX -+ ~) a t~e, ruew~r()st.,.~e
<l>V {e} IF l3~' Istnieje zatem warlose~owarue v, ktore s?e!nla zb~o.r
<I> U {<X}, a przy tyro v(~)= O.Poszukujac w tabelce uklado.w wartose!:
ktore odpowiadalyby tej sytuacji, natrafiamy znowu na wiersze ~~ugl
i trzeci. W obu tyeh wierszach formula lX -+ (lX -t~) rna wartosc O.
wartcsciowanie v musi wiec spelniac zbior <l> i rue spelniac fonnuly
lX -+ (lX -+ ~). Oznacza to, ze <l> IFu lX -t (<X-t ~).Sprzecznosc •
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Por6wnanie odpowiednich kolumn w obu tabelkach upewnia nas, ze
mozliwe jest zdefiniowanie Iunktorow modalnych O. 0 w terrninach

,<X-+ <X
1
1
o

l,a <X-+i<X
1 0
o 1
o 1 Formula 0 0p ......0 0 p jest tautologia 1..3.

Rezygnujemy w tyro miejscu z przykladow, w kt6rych tauto
logicznosc formul z funktorami modalnymi sprawdzana jest meto
da niewprost. Jednak, aby Czyrelnik m6gJ samodzielnie poslugi-

1{<X""ia) il{<X-+ i<X)
1 0
o 1
o 1

<X i(X
1 0
o 0
o 1

(4) Czy jest tautologia 1..3 formula 0 OP- 0 0 p?
p 'p QP ,op o op ,0 DP 0P ., 0 P DO P -00 P Oop- 00 P
I 0 1 0 1 0 1 0 I 0 I
0 0 0 1 0 I I 0 I 0 I
0 I 0 I 0 I 0 I 0 J 1

Na marginesie tak rozszerzonej definicji wartosciowania odnotuj
my, ze dla dowolnego wyrazenia <Xze zbioru I:~formuly oa viDa
oraz 0 a V i 0 a sa tautologiami 1..3, a ponadto ze formuly: O<X
i I (<X-+ i(X) oraz 0 <Xi ia ......<Xmaja identyczne eharakterystyki
zero-jedynkowe:

o(p v rip)
J
o
I

(3) Czy jest tautologia 1.3 formula O(p vip)?
p ip -, ip P V iP i(p v rip)
1 0 1 1 0
o 0 0 0 0
o 1 0 J 0

Formula o(p v rip] nie jest tautologia 1..3.

oraz
wyrazeti ze stalyrni . 020 uzupelnic tabelke 0 wartosci dla 0 1

w sposob nastepujacy:

a i(X O<X iD<X Oa iO<x
1 0 J 0 1 0
0 0 0 1 1 0
0 1 0 1 0 I

(2) Czy jest tautologia 1..3 formula p ......0 p?
p iP Op iOP p-+ Op
J 0 I 0 1
o 0 1 0 1
o 1 0 1 1

Formula P -+ 0 p jest tautologia 1..3.

(1) Czy jest tautologia 1,3 formula op v Oip?
P ip iiP op iop DiP ioiP oP V DIP
I 0 1 1 0 0 1 J
0 0 0 0 I 0 t 0
0 1 0 0 1 J 0 I

Formula op V Dip rue jest tautologia 1..3.

......, I. czyli mozliwa jest kazdorazowa eliminacja funktorow modal
nych na rzeez okreslonych wyrazeri implikaeyjno-negaeyjnyeh. Wobec
latwosci, z jaka eliminujemy funk tory modalne z jezyka l3. trudno jest
uznac ten rachunek za istotnie modalny. Niemniej rozwazyrny kilka
przykladow Iorrnul, w ktorych funktory modalne explicite wystepuja,
aby przekonac sie, jak SCi na gruncie t,3 rozurniane.

it\CEJ DO NIEJ PARY (<I>,{a}> ZAWSZE WTEDY. GOY <I> JEST Z8l0·
REM TAUTOLOGII t,3, FORMULA a JEST R6wNIEZ TAUTOLOGll\
TEGO RACHUNKU.

W rnysl twierdzenia udowodnionego w §2 rozdzialu r kazda regula
normalna w L3 jest w tym rachunku niezaw?dna. Komentar~ ten
w szczegolnosci odnosi sie do reguly od:rwarua. Inna r~gul<l meza
wodna w L3 jest zdefiniowana w §2 rozdzialu II (str. 48) n.leelcmentar
na inienorrnalna reg u I a pod s taw ian I a. Jej niezawodnosc
w L3 wykazuje sie bez trudu III sama technika co W KRZ.

Wyczerpalismy tym samym w przypadk.u 1,3 problematyke seman
tycznej wersji rachunku Iogieznego nakreslona w rozdzlale.1. Przy
pomnijmy jednak, ze dla rachunku L3 przyjelismy dw~ jezyki syrnbo
liczne: podstawowy, z tyro samym zasobem symboli co jezyk K.RZ oraz
INT, i rozszerzony, zawierajacy dwie dodatkowe stale logiczne: 0
i O. Aby definicje wartosciowania w L3 uczynic adekwatna w stosun
ku do rozszerzonej wersji jezyka, nalezy:
10 okreslic wartosciowanie jako funkcj~ ze zbioru 1::3w zbior {O,I}



ex -+ (13 -+ ~)

(a -+ P) -+ (~ -+ y) -+ (ex .... y»)
(a -+ (P -+ y)) -+ (~ -+ (ex -+ y»)
(ex -+ (ex -+ (iX -+ P»)} .... (iX -+ (ex -+ 13»)
(ex 1\ P) -+ ex
(ex 1\ P) .... ~
(ex -+ ~) -+ (ex -+ y) -+ (ex -+ (~ 1\ y»))
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•macie:

System aksjomatyczny rachunku 1..3 budujerny zgodnie Z ogolnymi
uwagami zawanymi w §3 rozdzialu I. Intuicje jezykowe zwiazane ze
sposobem uzycia w jezyku naturalnym poszczegolnych spojnikow
zdaniawych beda tu niece lone niz te, ktorymi kierowalismy si~
w opisie aksjomatycznym KRZ. Uzywamy przeciez innej niz w KRZ
negacji; jest to, jak wiemy z poprzedniego paragrafu, negacja nie
ekstensjonalna, nie zawsze zmieniajaca wartosc nieprawdziwej wypo
wiedzi. Stad koniecznosc dokonania pewnych modyfikacji w aksjoma
tyee KRZ, tak by stala si~ adekwatna w stosunku do semantycznych
intencji rachunku t.3.

§3. System aksjOTtlatYCZ11JI L3

Ax. 8
Ax. 9

1 0 (001) Ax. 10(001) I 0

'OCI OCl ,Oa Oa Ax. 1 1
'CI Cl 'cz ee

Ax. 12'a ~•

(000) 1 0
1 0 {OOO)

OCl ;",OCl
Ocz .,Oa

a cz
a (t

ex -+ (a v ~)
p -+ (ex v ~)
(a ....y)-+(~-+y)-+((a v ~)-+'Y))

(lex -+ I P) .... (P -+ ex)

ex V (lex v (p V (IP v (ex-+P))))
Wobec nieskonczonej liezebnosci zbioru LLl na aksjornatyke tego

rachunku sklada sie nieskoriczenie wiele formul, z ktorych kazda
opiera Sl~ na jednym z przytoczonych tu dwunastu schematow.

Uwazny Czytelnik dosrrzegl zapewne rOZnic~ miedzy schematem
Ax. 4 z KRZ a Ax. 4' w t.3. lakkolwiek oba schematy sluill temu
samemu celowi: redukcji powtarzajacych sie poprzednikow impJikacji,
to schemat uzywany na gruncie KRZ jest srodkiem 0 wiele radykal
niejszym, dalej redukcje posuwajacym. [stotnym "ovum aksjo.mal~ki
systemu L3 jest schemat Ax. 12' nie posiad~jllcy odpowl~dnika
w aksjornatyce KRZ. Stanowi on pewnego rodzaju sume asjablanyc~
wersji nie obowiazujacych w L3 praw klasy~zne~o r~chunku zdari:
prawa wylaczonego srodka i tzw, paradoksu implikacji (ex V (ex -+ ~)).

Jedyna reguJll pie,~otDIl naszego systemu 1..3 jest, podobnie jak
w KRZ oraz w INT, regula elementarna (regula odrywania) a sche-
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prawo pochlaniania dla 1\

prawo pochtaniania dla 1\

prawo mnozenia nastep
nikow
prawo pochlaniania dla v
pra wo pochlaniania dla v
pl"3WO dodawania po
przednikow
mocne prawo kontrapo-..zycji

S c hem at}' a k s J 0 m a low 1..3

sylogizm hipotetyczny
prawo komutacji

Ax. 1
Ax. ')-
Ax. 3
Ax. 4
Ax. -.)
Ax. 6
Ax. 7

I 0 1 0 (0 I)(0 I)

OCI 'OCl Oa 'Oa

1. a 'CZCl 'a
2. a.,cz

wac sie tl4 metoda, uzupelnirny dotych~ow~ liste d~reklYW
budowy diagramow 0 reguly odnoszaee S1~do funktorow mo
dalnych.

Aksjomatem naszego systemu t.3 bedzie kazda formula powstajaca
przez uszczegolowienie ktoregokolwiek Z ponizszych schematow. tj.
wpisanie w miejsce wystepujacych w nich greckich liter dowolnych
\\ yrazeri sensownych t.3:
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IX -t (IX -+ r)

IX-+r

nie rnozna powtorzyc w rachunku t,3, z uwagi na to, ze wykorzystywa
ny w tyro uzasadnieniu schernat Ax. 4 nie figuruje wsrod schematow
aksjornatow 1..3.W 1..3natomiast wyprowadzalna jest. przypominajaca
(PRO), podwojnie poprzedzona regula odrywania:

(PPRO) a -+ (a -+ (j} -+ r)) Podwojnie poprzedzona regula
a -+ (IX-+ P) odrywania

DEFINICJA RELACJI DO\\'IEDLNOSCI w L3 FORMULA lX JEST 00-
WIEDLNA W l3 Ll! ZB10RU FORMUL <l> (symbolicznie: <1> I-d ua.)
WTEDY I TYLKO WTHDY. GDY ISTNII!JE SKONCZONY C11\G WYRA.
ZEN SENSOWNYCH 1' ..... , Yk' Kl'OREGO OSTATN1M WYRAZEM JEST
ex{Yk = a,) I W Kl'ORYM DOWOLNY WYRAZ JES:r
ALBO (1) ELFMENTEM ZI:UORU <1> (ZALOZENfEM).

Poprzedzona regula odrywania(PRO)Dazac do wzbogacenia niclicznych pierwotnych srodkow dowodo
wych aksjornatycznego systernu l3. przeniesmy na grunt tego ra
chunku pojecia, ktoryrni poslugiwalismy sie przy opisie KRZ J INT.
mianowicie pojecia relacji dowiedlnosci 1 reguty wyprowadzalnej

Natomiast uzasadnienia wyprowadzalnej w KRZ I INT reguly:

Regula poprzedzania(RP)
(T I) a -+ IX prawo tozsarnosci
(T2) ex -+ (P -+ IX) prawo symplifikacji
SCI schematarni tez rachunku l3.

Regula przechodniosci irnplikacji(RPI)

ALBO (2) AKSJOMAT&\I1 OPARTYM NA JEDNYl\1 ZE SCHEMAT6w
AKSJOMAT6w L3,

"LBO (3) POWSTAJE Z POPRZEDZAJI\CYCH GO WYRAZ6w TEGO
ClJ\GU PRZEZ ZASTOSOWANIE REGULY ODRYWANIA.

DEFI1'\[CJA RECULY ",,7PRQWADZALi'oEJ \V L3 REGULA JEST WY
PRO\VADZALNA W SYSTEt.1JEAKSJO'vIATYCZNYM l3 WTEDY I TYL
KO WTEDY, GDY DLA DOWOLNEJ NALEZ/\CEJ DO NIEJ PARY
(<1>. {ex} >:<1> r-d-1.1IX.

Przyporonijmy. ze w przypadku regul posiadajacych schemat,
uzasadnieme wyprowadzalnosci polega na wykazaniu. ze ze schema
tow przeslanek dowiedlny jest schemat wniosku Aksjomatyka L3
pozwala bez zmian przeniesc na grunt tego rachunku przedstawione
w §3 rozdzialu Il tstr. 53 - 54) uzasadnienie wyprowadzalnosci naste
pujacych trzech regul:

Regula kornutacjiex -+ (P -+ Y)
P-+(IX-+y)

IX-+P
P-+1
0.-+"(

(RKoro)

DfFL"iICJ.\ TE7) L3 WYRAZENIE SE:-.<SO\V}fEex "JAZY\\Al\1,\ TEZ""
SYSTE~IU AKSJOMATYC7l\foGO L3 wrEDY 1 TYLKO \\'TEDY, GDY
ISTNIEJE SKONCZON) CI"G FORMUl 'f" ... ,Yt (dow6d), KTOREGO
OSTATNlM WYRAZE~i JEST :X(YL = (X) I \\ KTORYM 00\\OLNY WY
RAZ JEST
ALBO (J) \KSJOMATEM OPARTYM NA JEDNY~1 ZE SCHEMAT6w

AKSJO~IAT6w l3.
ALBO (2) POWST,\I Z POPRZEDZAJ,\CYCH GO WYRAZ6w TEGO

CII\GL J>Rl[:7 7\STOSOWANIE REGlJt..Y ODRYWANIA.

Jak wynika z ksztaltu przytoczonej definicji, na gruncie L3
akceptuje si~ L~sama co \v KRZ ezy INT metode dowodzenia tez.
Podobnie jak w tych wczesniej omowionych rachunkach, kazdy
dowod przyjrnuje postac skonczonego ciagu Iormul numerowanych po
lewej j opisanych po prawej stronie, Z powodow wyjasnionych juz
w §3 rozdzialu II (str. 51) prezentowac bedzierny schematy dowod6w
uzasadniajace schernaty tez. Podane tarn przyklady dowod6w schema
lOW Tl i T2 sa rownoczesnie dowodami z punktu widzenia systemu
t.3. Wobec tego:
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avy
Uzasadniajac wyprewadzalnosc (OCA) wykazerny, ze zachodzi relacja
dowiedlnosci: {(l v (~ _. 'Y), a v ~}!-d _W ex v y
1. exv (13 -+ y) zalozenie
2. ex v ~ zalozenie
3. 'Y -+ (CL v 'Y) Ax. 9 ~/Y
4. (~-+y)-+((y-(a;v'Y»)-+(p-(exVY»)) Ax. 2 alP, Ply, ,/exvy

Regula odrywania w czlonie alter
natywy

ex v (~-+ y)
exvp

(OCA)

zalozenie
Ax. 9
RO 2, 1

Uzasadniajac wyprowadzalnosc (OA) wykazerny, ie zachodzi relacja
dowiedlnosci: [B} ~d-Uex v 13
1. ~
2. 13 - (a; v 13)
3. a; v 13

Regula dolaczania alternatywy
(OA)

zatozenie
Ax. 8
RO 2, I

Uzasadniajac wyprowadzalnosc (OA) wykazemy, ze zachodzi relacja
dowiedlnosci: [e}~d-Urx v 13
1. CL
2. ex -+ (a; v 13)
3. a v 13

exv~
Regula dolaczania alternatywyex(OA)
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Uzasadnimy ponadto wyprowadzalnosc w systemie 1.3 czterech
regul ulatwiajacych operowanie funktorem alternatywy. Dwie pierw
sze, blizniaczo podobne i noszace t~sama nazwe, pozwalaja wlaczac
do dowodu formuly altematywne, 0 ile znalazl sie W oim JuZ
kt6rykolwiek z ich ezlonow:

RO 16, 15
Ax. 4' Ply
RO 18, 17

17. ex -+ (a-+ (a;-+ 1»)
18. (ex -+ (a-+ (a;-+ y»)) -+ (rx-+ (ex -+ y»)
19. a-+ (a;-+ y)

Uzasadniajac jej wyprowadzalnosc wykaznjemy, ze:
{a; -+ {a;-+ (~ -+ Y»). a; -+ (a; _ P)} ~ d-l3a; _ (a; _ ,)
J. a; -+ (a; _ (~ -+ y») zalozenie
2. a; -+ (a; _ ~) zalozenie
3. {a;-+ (P -+ y») -+ (((~ _ y) -+ (a; _ y») -+ (a;_ (a _ y»))

Ax. 2 PIP -+ y. y/a -+ y
4. (a;-+(a -+(~-+y»)) -+ (((a _ (~-+ y») _ (((13- y)-t (a _ y»)_

-+ (a _ (a _ y»))) -+ (rx-+ (((P _ y) -+ (a _ ,»)- (a -+ (a _ y»))))
Ax. 2 PIa; _ (P _ y),
yl(13 - y) _ (a;- y»)
_ (a -+ (a -+ y»)

5. ((a _ (13 -+ y») -+ ({(P -+ y) -+ (a -+ y») _ (a _ (a _ y»)))-+
-+(rx-+(((13-y)-+(rx-+y»)-(rx-+(a-+y»))) RO 4, 1

6. rx-(((13-+y)-+(rx-y»)-+(rx_(a_y»)) RO 5,3
7. (rx-+ (((13_ y) _ (<x -+ y») -+ (0: -t (CL -+ y»))) ~ (({P _ y) _ (a;_ y))-+

-+(a;-+(rx-(ct-ty)))) Ax. 3 P/(P-+y)-+
-+(a;-+y), Ylrx-(a-+y)

8. (P-y)-+(a-y»)-{a-+(rx-+(a-+y»)) RO 7,6
9. (a-p)_(J3-+y)-(CL_y») Ax. 2

10. (a _ (a;-+ 13») -+ (((a _ ~) -+ (P -+y) -+ (rx-+ y»))-+
-+(ct-+(P-+y)-+(a-+y»))) Ax. 2 13/a-13.

1'1(13-+ y) -+ (a-+ 1')
11. {(rx-+ ~)_ (P - y) -t (a-+ 1'»))-+ (a - (~ _ y) _ (a -+ 1'»))

RO 10, 2
12. a_ (~-+ y) - (a- y») RO II, 9

13. (rx-+ (13 -+ 1') -+ (a_ 1'»))-+ ((((P -+ 1') -+ (a -+ y») _ (rx_ (ct-+
-(ct-y})))-+(a-(a-+(ct_(ct_y)))) Ax. 2 P/(J3-+1')-

-(a-ty), y/a-+
_ (a-(a-+ y»)

14. ({(P - y) -+(rx -+ y») - (a- (a;_ (a - y»))) _( a-+ (ex -+(a; -+ (a;-+ 'Y»)))
RO 13, 12

15. ex_(ex-(ct-+(ct-+y»)) RO 14,8
16. (ex -+ (ct -+ (ex -+ (a-+ y»))) _ (ex _ (ex -+ (ex -+ y»))

Ax. 4' P/a_ y
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3. a -+ (P v a)

(T 17) a -+ (-,p ....-,(a --+P»)
1. (a -+ P) -+ (a -+ P) T 1 ex/a --+P
2. ex-+ (a --+P) .....p) RKom 1
3. (a -+ P) -+ P) -+ ( I ~-+ ,(a --+P») T 7 ex/ex--+~
4. ex -+ (, p -+ I {ex-+ P») RPI 2, 3

(T 18) (la 1\ -'P) -+ -,(a v P) prawo de Morgana
I. (lex 1\ -'P) -+ -,ex Ax.5 ex/-,a, P/IP

avp
pYa

Regula przemiennosci
alternatywy

Uzasadnienie wyprowadzalnosci {PAl sprowadza si~ do wykazania ze
zacbodzi {a. v ~} I-d l3~ va.'
1. a v ~ zaloienie
2. (ex-+ (P va») -+ ((P .....(P vex») --+({a v p) -+ (P v 0:)))

Ax. 10 'YIP v y
Ax. 9 alP, Pia

,

Sledzac przeprowadzone w §3 rozdzialu II dowody tez T 1- T 12,
dochodzimy do wniosku, ze procz T 1 iT 2. 0 ktorych juz byla mowa,
tezarni L3 sa rowniez:
(T 4) -, la --+a mocneprawo podwojnego przeczenia
(T 5) a -+ -, ,a slabe prawo podwojnego przeczenia
(T 6) {a .... -,P) .... (P -+ -,a) slabe prawo transpozycji
(T7) (a -+ p) .... (-, p .... la) slabe prawo kontrapozycji
(T 8) (Ia -+ p) -+ (-, p .... a) mocne prawo transpozycji
(T 9) a --+( -, a -+ P) pra wo przepelnienia.
Dowody tych formul bez zadnych zmian powtorzyc mozna na gruncie
rachunku t,3. Nie jest to natomiast mozliwe w odniesieniu do
dowodow schematow T3, T 10, Til oraz T 12. Dowodow tycb Die
tylko nie przeniesierny na teren L3, lecz nawet nie zmodyfikujemy ich
tak, by byly w tyro rachunku poprawne. Okazuje sie bowiem, ze
schematy te sa w L3 nietautologiczne (Czytelnik zechce sam sprawdzic
rzetelnosc tej informacji metodami z §2). Uprzedzajac zatem wnioski
plynace z twierdzenia 0 pelnosci, ktore udowodnimy dopiero w na
stepnym paragrafie, stwierdzamy, ze rue istnieja w t,3 dowody dla
wyliczonych wyzej czterech schernatow formu!. Nie sa wiec one
schematami tez tego rachunku. Z tego samego powodu nie sa
schematami tez L3, T 14- T 16 (uzasadniane w KRZ z pomoca
twierdzen 0 dedukcji). Latwy dowod T 13 pozostawiamy Czytelnikowi,
a lymczasem pokazemy, poslugujac sie wtornymi srodkami dowodo
wymi w postaci regul wyprowadzalnych i gotowych tel, ze sa rowniez
schematami tez rachunku L3:

(PA)

Ax. 8 a./P, Pia
RO 2,3
RO 5,4
RO 6, 1

4. p .....(P v «)
5. (P -+ (P va.») --+({a. v P) -+ (P va.»)
6. (a v P) -+ (P v a)
7. P v a

5. (P-+y)-+((y-+(a v y»)-+(P-+(ex v y»)))-+((Y .... (CL v y») ....
.... {(P-+y) .....(p .... {a v y»))) Ax. 3 ex/P-+y, P/y-+

....(a v y). yip .... (a v y)
6. (y (a v y») .... {(P -+ y) -+ (p .... (a v y»)) RO 5, 4
7. (p Y)-+(p-+{avy») RO 6.3
8. ex-+ (ex v y) Ax. 8 p.'y
9. P -+ {(a -+ (a v y» -+ {a -+ (a v y»)) Ax. 1 alP, Pia -+ (a v y)

10. (P-+((a-+(a v y»)-+(a-+(a v y»)))-+((a-+(o: v y»)-+
.... {p-+(a-+(a v y»))) Ax. 3 alP, P/a-+(a v y),

y/ex .... (a v y)
11. (a-+{avY») .... (P ....(ex-+(avy»)) RO 10,9
12 P-+(ex-+(a v y») RO 1],8
13. (p-+(a. (a v y»))-+(a-+(p-+{a v y»)) Ax. 3 alP, Pia, Y/a v y
14. a-+(p {a.vy») RO 13,12
15. (a-+(p-+(a vy»))-+({(p-+y)--+(P-+(a v y»))--+((a v (P-+y»)-+

-+(P-+{ex v y»))) Ax. 10 P/p .... 't, y/P--+
--+(a v y)

16. (p-+y)-+(p--+(a v y»))--+((a v (P-+y})--+(P--+(a. v Y»))
RO 15, 14

17. (a v(P--+Y»)-+(P--+(avy») RO 16,7
18. P-+(a.vy) RO 17 I
19. (a -+ (a v y»)-+ ((p --+(a v y»)--+(a v p) -+ (exv y»)) ,

Ax. 10 y/a v y
RO 19. 8
RO 20, 18
RO 21. 2

20. (P -+ (a v y»)-+ (a v P) -+ (:x v y»)
21. (a v P) -+ (a v y)
22. a v y
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II. -,(ex /\ P}-(l(l vIP)

(T20) (ex v ex)-+ ex
1. (a .... ex.)-+(ex-ex.)-+(a v ex)-+ex))
2. ex--+ ex
3. (ex- ex)-+ (ex V <X).... ex)
4. (exv ex)-+ \'1

(T21) (a v la) .... ((ex-(a-+p»)-+(ex-+P»)

(T 19) l(et 1\ P) -+ (lex v -'P) prawo de Morgana
1. -,ex -+ (,a vIP) Ax. 8 (l/la., ~/l~
2. ,p - (I exV l P) Ax. 9 ex.1lex., P/ I P
3. (,et-.(-,ex v -'P»)-+(-'(lex V IP)-+ex) T8 P/,ex V ,p
4. (,p-+(,ex v 'P») .... (l(...,ex v ,P)-P) T8 ex/P, P/-,ex v ,~
5. 1(""CX V 'P)-.ex RO 3, 1
6. I (-, ex vIP) --..PRO 4, 2
7. (,(-,ex V -'~)--..ex)-+({-'(-'ex v lP)-+P)-.(-,(-,ex v 'P)-+(ex /\ P»))

Ax. 7 ex/-, ( ,ex v -, P).
P/a., yiP

8.( -,(-,a. v -,P)- P) .... ( l('ex. V -'P)-.(ex 1\ P)}RO 7, 5
9. -It -,ex.v ,P)-«(X /\ P) RO 8, 6

10. (-'(-,ex v IP)-+(ex /\ P»)-+(-'(ex /\ P)-+(,ex v ,I»)
T 8 ex/lex v -, p,
P/ex1\ ~
RO 10, 9

Dopuszczenie nowych srodkow dowodowych przeksztalca defini-
cj~ relacji dowiedlnosci w definicje relacji inferencji:

DEFINICJA RELACJI INFERENCJl W L3 FORMULA ex JEST INFERQ..
WALNA W t.3 ZE ZBIORU FORMUL $ (symbolicznie: (1) r u<X)
WTEOY I TYLKO WrEOY. GOY ISTNIEJE SKONCZONY CTJ\G WYRA
iEN SENSOWNYCH )'1' "'J Yk' KTOREGO OSl'ATNIM WYRAZEM JEST
<X ('Yk = ex.)J W KTORYM DOWOLNY WYRAZ JEST
ALBO (1) ELEMENTEM ZBIORU <1> (ZALOZENIEM),
ALBO (2) TEZJ\ 1.3 (w SZCZEGOLNOSCI - AKSJOMATEM OPARTYM

NA KTORYMS ZE SCHEMATOW AKSJOMATOW L3),
ALBO (3) POWSTAJE Z POPRZEOZAJJ\CYCH GO WYRAZOW ClJ\GU

PRZEZ -ZASTOSOWANIE REGULY ODRYWANlA Bt\DZ DO
wotNEJ REGULY WYPROWADZALNEJ w t.3.

Relacji tej przysluguja wlasnosci, 0 ktorych mowa w lematach 1- 4
§3 rozdzialu I. Sformulujemy je tutaj w stylizacji odpowiedniej dla 1.3,
pornijajac dowody analogiczne do przedstawionych w §3 rozdzialu I.

LEMAT 3 (i) cf> r-d-LJex WfEDY I TYLKO WTEDY. GOY ct> rull;
(ii) 0 rl.Ja WTEDY I TYLKO WTEDY. GDY (l JEST TEZt\ 1.3;
(iii) ct> I- 1.3cf>;
(iv) JESLJ <I> I-u'¥ OR.AZ 'P I-L30, TO <I>ru 0;
(v) JESLJ <I> I-uex ORAZ <I> c '1', TO 'P I-L3ex.·
Inna wlasnosc relacji inferencji, znana z rachunk6w KRZ i INT,

jaka jest twierdzenie 0 dedukcji wprost, podlega w L3 znaczne~u
oslabieniu i wobec tego przestaje odgrywac role skutecznego narz~Zla
dowodowego. Podobnie jak w wersji semantycznej,. udowodnimy
nawet dwa twierdzenia 0 dedukcji wprost: iterowane I ograniczone.
Niestety, oba maja zastosowanie tylko wowczas, gdy dowodzona

Ax. lOP/a., 'rfa
Tl
RO 1,2
RO 3, 2

5. (ex- (ex-+ P)} -+ (ex v -,ex)-+ (ex-+ P)}
6. (exV -,<X) .... ((ex-+(<X-+P») .... (ex.... P»)

1. (ex-+ (ex-+ ~»)....« I ex-+ (ex-+ p») -+ (ex V ...,ex)-+ (ex.... P»))
Ax. 10 P/lex, y/ex-+ P

2. ex-+ (,ex .... P) T 9
3. 1<X -+ (<X-+ P) RKom 2
4. (lex-+(ex .... P)}.... ((ex-+(ex.... ~)}.... ((exv lex)-+(ex-P)})

RKom 1
RO 4. 3
RKom 5

2. (, <X1\ -, P) -+ ,p Ax. 6 <X/' a., P/, P
3. ( ,ex /\ ,P) -+ -,ex) -+ (ex-+ l(,ex /\ ,P») T6 <x/,ex /\ ,P, ~/ex
4. (-,ex/\ ,P)-+ -'~)-+(P-+,(-'ex/\ ,P») T6 ex/,ex/\ ,p
5. ex-+ ,(,ex 1\ -'P) RO 3,1
6. ~ -+ ,( -,ex /\ ,~) RO 4, 2
7. (ex-+ -,(,ex /\ ,P)}-+((P-+ ,( 1<X 1\ ,P»)-+((ex v ~)-+ -,(-,ex /\ -'P»))

Ax. 10 y/-'(-,a /\ -'P}
8. (P --+ -,( -,ex /\ I~)}-+ (<X V P) -+ ,(,<X 1\ ,~»)

RO 7, 5
9. (ll V P)-+ ,( -,ex /\ ,P) RO 8, 6
10. ({exV P)-+ l( lex /\ ,~)}-+(,ex /\ ...,P).... -,(exV P»)

T6 ex/exV p,
P/i<X /\ -,p

11. (-,ex 1\ ,P)-+ ,(ex V P) RO 10, 9
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(0) 1 ...... 1,. OI..... On. ~v~. 'YtVp, ....Y"vJ3,
r..VOl' ... , Y.. V Om' y.

Analogony znanych 7 KRZ twierdzen 0 dedukeji nicwprost w ra
chunku L3 nie zachodza.

Opis syntaktycznej wersji LJ 7.akonczymy \\·ykazuj,!c. 7C relacji
inferencJ! w tym rachunku prz)slugujc inna ......·aina. \\'ykorzysty\\'ana
w do ......,odzie ly,'ierdzenia 0 pelnosci. \\ l3!>nosc:

LE~IA'1 4 JESLI 4>u{~}l-u'Y OR,\Z <l)uf~}l-u'Y. 10 ......~TEI)'

<l>U{IX v~) ~UI"

Dowoo. Zaloi::my, ze <1>v{:x} ~ uY Of37. <l> U {P} ruY. \\'obec lematu
3(i) zachodzi C!lu {'X} I-d-I,r i <1>U{~}l-d_11Y' Rclacj~ do\\;edlnoSci
w przypadku <l> u {ex.} I- d-LlY uzasadnia skonczon) ci'lg: 'Yl' , 'tk = "f,
a ......przypadku <t> u {J3} I- d-U y: 0., .... Om = y. Zalolmy. i.e piern'-
szym C'I'lgu [onnuly t l' ....'(I Sll \\'szystkimi zal07.eniaml ze ZbJoru <1>.
a w drugim ci.tgu zaloienla z <1>oznaczmy 0 ..... , On' Ut\\'ornny no\\)'
ciltg 0:

TWIEROZENrE 4 (0 DEDUKCJI WPROST - OGRI\NI(''10Nh)
JEZEll a v ,a JESTTEZ.-\ 1..3 1<1> ,'l!;-uP. TO CI'r-'J\l_'~.

Do .. 6d. Zaloi.m). ze :x v --x jest teza naszego systernu L3. a nadto ze
cJ>u {ex}I-ll~' Wobec twierdzenia 3: Cllr-I.JCt -+ (~-. ~). Przypomnijmy.
ze jest teza l3 (T21) (exv ,'X) -+ {(I.l - (a -- P») -+ (et -. ~)) i dopiszmy
te teze y, raz z teza ex v '1'l do ciagu uzasadniajacego <1> I- u:X- (i'X - Pl.
Dwukrotne zasioso ......·anie reguly odry w·ania pozwoli nam dolaczyc
tt • ~ jako ostatni wyra7 w ciagu, ktory po takim uzupclnicniu
stanowi uzasadnienie dJa <f> 1-11ex_, ~ •

ex. -+ (ex-+ Y.) oraz ex. -+ (ex-+ Y.)= IY -, (I)' -. (·f. -+ "'",)) wyst~pujiJ \&0' nim
przed formula ex-+ (ex-+ Ym), a wiec rnozna uzasadnic jej obecnose
\&0' ciagu n powolujac SJ~ na wyprowadzalna W ·l3 pod w·ojnie poprze
dzona regule odrywania.

Wykazalismy WJ~C, ie ciag 0 uzasadnia infcrowalnosc formuly
a - (IX ..... P) ze zbioru zalozeri \1'. a ......-obec lernatu 31\'). wnioskujemy, zc
<l> .... u~-(:x-+ J3) •

formula implikacyjna ma scisle okreslony ksztah (co najmniej dwu
krotnie powtorzony poprzednik) badz charakter (alternatywa po
przednika i jego negacji jest leZ4 t.3).

TWIEROZE!\IE 3 (0 Dr:OUKCJI \\'PROST - ITERO\\"ANE)
JF.ZELI <1>u {ex} ~ L)~' 10 <t> ~ IJ(Y -. (a -+ ~).

Do~ Od. ZaI07-"1)'. ie (II U {~} I-u p. Zgodnie z defimcja relacji ~ U

istnieje skoriczony ciag formul uzasadmajacy inferencje ze zbioru
<1>u{ex}. Niech w' tym ciagu formuly exl' .... ex.n• tworzace zbior 'Y.
a pochodzace ze zbioru <1>,pelnia role zalozeii. A zatem: 'P u {ex.} I- II p.
Wobec lematu 3(i): 'Y U {o} I-d-UP, co oznacza istnienie skoriczonego
ciagu Il: Yl' ....Yl (w kterym Yl = P), uzasadmajacego dowiedlnosc p
ze zbioru 'P u {:x}. Ci ..g n zbudowany jest wylacznie prz) uiyciu pier-
wotnych srodko ' dowodowych. Konstruujemy nowy ciag fonnul n:

(0) :ll' :x2' , :xn• ex-+ (0 -+ '(I)' 'X _. (ex. -+ 'Yz)· .••. ex. ..... (ex-+ Yl)'

Ostatnirn wyrazem ciagu n jest formula ex. -+ (ex-+ Pl. Wykazerny po
slugujac sie indukcjiJ ze wzgledu na budowe ciagu Il, ze 0 uzasadnia
infero 'alnosc formuly ex- (IX -+~) ze zbioru zalozcn 'I' M usimy
uspra ,iedliwic obecnosc w ciagu 0 kazdej z formul :x + (ex-+ y",)
(1 ~ m ~ k]. Rozwazajac ciag n stwierdzamy, ze dowolna nalezaca
don formula "fm (I ~ m ~ k) jest

albo (I) zaloieniem 'lJ! zbioru 'P U {'=X},
albo (2) aksjomatcm rachunku 1..3,
albo (3) wynikiem stoso ......·ania reguty odry\vania do pewnych \"y-

razo · ciC,Jgun \vczesniejs?')'ch od Ym'

(1) Gdy 'YmE'Y O\\IC"laS fomlul~ ~""'(~-+YJ ......,pisujem)· do c1'lgu
o jako w ynik d\vukrolnego zasto.,o ·ania \\'ypro\\ adzalnej ......' L3
reguly poprzedzania. JcSli Ym = a, 'OWClaS formuJ~ :x -. (ex -+ 'fm)
wolno wpisac do ci~gu jako rezultat zastosowania regul} poprzedza
nia do prawa tol..samoSci rr 1) IX -+ a.
, (2) Gd~ Ymjest. aksjomatcm. WO\vcza., fonnul~ ex. -+ (:x ... "(oJ ......·pisu
Jemy do C1'lgu n Jako lez~ uz),skan'l w wyniku dwukrotnego llZYCla
reguly poprzedzania do lego aksjomalu.

(3) Gdy "fm po\vstala \v wyn.iku aplikowania reguly odrywania do
......'yrazow ciClgu n wClcsniejszych od "'m. istnjej~ s. t < m takic. zc
1, = Y. -+ Ym' Na mocy samej konstrukcjl ci ...gu n ......·yrazcnia
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l""JFRDZE "IE 5 (0 PELNOSCI OLA l31 DLA [)Q\\'OLNEGO 'VYRA.
ZENI\ S£1\SO\\ '1FGO ;J. JF7YKt\ L3 71 JESI TEZ"~ L3 \\'TEDY
I TYLKO \\ fFOY, GOY CL J~ST TAtrTOLO{ili\ lJ3.

DowOd. (I) Uzasadnienie faktu, ze kazda teza LJ jest tautologia L3
przebiega zgodnie ze schematcm 7. §4 rozdzialu I. NaJei.y zatern
pokazac, ze:

Ico kazdy schernat aksjomatow L 3 jest schernatern tautologii tego
rachunku oraz. ze

2° kazda regula pierwotna aksjornatyeznego systernu l3 jest
regula niezawodna \v tym rachunku (por, uwage na str, 131).

(II) W dowodzie faktu, ie kazda tautologia 1..3 jest rownoezesnie
teza systernu aksjomatyeznego L3, zastosujerny metode Henkina
i skorzystarny 2 tvvicrdzenia Assera (dowiedzioncgo \\ postaci ogolnej
\V §4 rozdzialu I), Przypominamy je tutaj \v wersji dostosowanej do
omawianego rachunku:

T\\'lt:RDZ.r.NIE 6 (0 REL.\TY\\!~YCH NA1>SYSTr.~iACIf ZUPEI.:-;YCli
OL·\ L3)
JUbl! FORMUl A ex 'l'IE JEST INf'EROWALNA l. Q. TO ISTNrrJE
lBI6R FORfo..tLt..L3 n; TAKI, 71 '
(I' x~n~:
(2) JEtELI n~I-L3P, TO pEn~:
(3) JE1ELI ~¢n~.TO n~U{~}l-lJC(:
(4) Q c n;
Zbior n~,poza wyzej przyroczonymi, posiada jeszcze inne, specy-

ficzne dla rachunkow L3 wlasnosci:

LE.'.,\TS (I) JESll -,pen~. fO ~411~
(2) ., -, ~E n~\\,TW. GOY pen~
(3) P 1\ 'Yen~ \\'T\\', GD" ~en~oRAz yen~
(4) l(P 1\ y) e n~ WTY', GO\ ., P En~lUB ., i'e n~,
(5) p V yen~ WT\V,GDY pEn~ I us yen;,
(6) l(P v "()En~ \\'T\\. GO" lPen~ ORAZ l1en~
(7) p-1En~ \\TW, GOY lPEJl~ I.UR yen~ LUB (~¢n~ I

"f rI n~ ()RA7 I ~¢ rJ~I l 'Y fj fl~)

Wykazerny, ze ciag len stanowi uzasadnienie inlcrowalnosci Y IC

zbioru zalozen (1) u {a. v ~}.
(1) Pierwsze t + n + I wyrazeri ciagu n to podzbior zbioru

<1> u {:x v ~}.
(2) Kazdy wyraz ciagu 11' ...•Y.. = Y jest badz

- zatozeniem 11'...,1" e, blldi
_ aksjomatem LJ. badz .
_ wynikiem 711stosowania reguly odrywanla,

Gdy 1J (1 ~ j ~ k) jest jednym 7. zalozen Yl' '''r II' wowczas '(J V P
wlaczamy do ciagu {} na mocy reguly dolaczania allemal~\,Y.
Gdy O(] (I ~ j ~ k) jest formula ex, w6wczas '(j V ~ ma postac :x v ~
i znajdu]e si~ juz w ciagu {} (jako jego l + n + 1 wyra2~,
Gdy YJjest aksjomarem, Iormule "(j V P wprowadzarny do Q jako teze
(wobcc reguly dolaczania altemarywy). . '
Gdy Y powsiaje z 1, i11 = 'f, • Of) (s, l < J} na mocy reguly odrywania,
zaloi~Y dla indukcji. 7,C obccnosc wyrazeri y~v P i Y. v P w ciagu
Q zostala juz uzasadniona. Stosujac reguly wyprowadzalne (regule
przerniennosci alternatywy i regule odrywania w czlonie alternatywy)
\\'llICZYCmozemy do Q rowniez Yj v ~.

(3) Kazdy wyral ciagu 0, ..... 5m = y jest badz
zalozeniern 0" .... on' ~ blldz

- aksjomatem L3 b,!di
- wynikiem zastosowania reguly odrywania.

Gdy 0, (I ~j~m) jest jednyrn z zalozcn 31.···'on. wowczas I...V OJ
) .

wlaczamy do ciagu Q na mocy reguly dolaczania alternatywy.
Gdy OJ (I ~j~m) jest formula p. wowezas ·it. v P rna posiac 1 V ~

i znajduje si~ juz \\' ciagu Q (jako jego {-I- n ~ 1 +- k wyrazj,
Gdy OJjest aksjornatem, formule "f., V OJwprowadzarny do Q jako teze
(wobec reguly dolaczania alternatywy).
Gdy oJ po\\Slaje 7. o. i 0, = 0, -- OJ (5. t < j) na moc)' regul)' odrywania,
zalo.i:my dla indukcji. ie obccnosc \\')'razen y....V 0&i 'f.. \' 0, \,. ci~gu
Q zostala juz ulasadniona. StosujqC wypro\"ad1.aln~ regul~ odry\vania
W C'llonie altemalywy wl<lczyc moiemy do Q ro\yniei y~V OJ'

(4) Przedostatni \\'yraz ci~gu Q: '('1; V om to po proslu formula
postaci y V·f. Z nicj oral (T 20) (y V y) -- y na drodzc odrY\\'ania
OLrlynlanlY ostatni clement ci<lgu y, konczilc tym samym do\vod
lematu •

§4. Twierdzenie 0 pelnosci diu L3
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(T 7) (~ ~ ~) -+ ~) ~ (-, 130.... I(~" y») uzasadnimy przy uzyciu reguty
odrywania inferencje: ITo~ II l(P 1\ y). A zatern zgodn e : I . d. 6(2)' (n. ) nil . I Z wier ze-mem . I)J" YEo.

B. Gdy z kolei -, 'YE IT~. aby u7.asadniC zachodzeme inferencji
n~ I- LJ -'(13 " y). wykorzystac nalezy Ax. 6 (13 " y) -. y oraz teze (T 7)
(~ ".1') - y) -+ ( -,Y ..... -,(~ " y») i regul" odrywarna, Z uwagi na twier
dzenie 6(2): ~(J3" Y)En~.

(5i) ~iech 13 -: ~ E Il~. ~onadlo zalozm y ruewprost, ie ani p. ani
'Y do zbioru ITo rue naleza. Zgodnie z twierdzeniem 6(3) .
n~U. {~} f-.L30: orazll Tlnu {'Y} I-L3<X.Lemat 4 pozwoh \vypro:=~
kolejny ~nlos:k: Il u {p V 'Y} l-uCL. co wobec przyjetego zalozerua
ozna~za. ze _no I- uCt. Stosujac twierdzenie 6(2) uzyskamy sprzecznosc
z twierdzeniem 6(1).

(5ii) Rozpatrujemy dwa przypadki:
A. ~i,~h f3 En_~l' R~gula odrywania i Ax. 8 P -~ (~ V y) pozwola

uzasadnic inferencje: nnl-t.31> V y, a \v rezultacie, przez twierdzenie
6(2), takze wniosek: 13 V l'E nQ.

B. Gdy 'Y E Ilb, \V ciagu usprawiedliwiajacym zachodzenie mferen
cji n~ll- u ~ V 'Y wykorzystujemy Ax. 9 y -+ (13 V y) oraz regule odry
wania. Fakt, ze P V YEa~,wynika 7 twierdzenia 6(2).
o (6i) Niech ...,(~ V 'Y)En~.Aby uzasadnic, ze zachodzi inferencja

Ilnl-I..l{ -,13, -''Y}, korzystamy z reguly odrywania. aksjornatow 8 I 9
(tj. 13-+ (~ V 'Y) i l' - (13 V 'Y») i Lezy (T 7) \'1 d\voch wersjach:

(J3-+(~ V y»)-(-,(~ V y)-+ (13), (y .... (P V "1))-+(-'(13 V 1')- -,y)
Po uzasadnieniu tej inferencji. z twierdzenia 6(2) wnioskuJemy. ze
-, 13En~oraz -,y Err~.

(6ii) Gdy -, ~ En~i -''Y E IT~. ci~giem analogicznym do uzyte
go w punkcie (3ii) o.iniejszego dowodu u7.asadniamy inferencj~
n~f-u -,13" -''Y. Daiej, korzystajt!c z (T 18) (-,13" y) -.1(13 v y)
i reguly odrywania, wnioskujemy. ic n~I-ll -,(13 V y). Slild za~,na
mocy twierdzenia 6(2), wynika: 1(13 V "I) EO~

(7i) Niech 13.... 'Y En~.Dla dowodu nie\\'prost zaiozmy ponadto.
ie: -, 13¢n~,y¢nn oraz (~E I1~ lub 'YE rI~lub 113 E n:1lub l'Y E n~).
111formacja zawarta \'1 dw6ch pierwszych czlonach zalozcnlu nie
wprost pozwala uproscic alternatyw~ w czlonie trzecim do poslaci:
J3En~ lub -''YEn~. Tym samym rOl\vaiyc nalczy d\va przypadki

A. Gdy 13E~, \v6wczas stosuj'lC rcgul~ ourywanla uzasadniamy

zalozenie
zalozenie
Ax. 7 lX/~

T 1 0:/13
RO 3,4
RP 2
RO 5.6
RO 7, 1
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I. 13
2. y
3. (~ .... ~) - (Cp ~ Y) -+ (B -t (13 " y)))
4. 13 -+ ~
5. (~ -+ y) .... (~ - (13 1\ y))
6. 13..... y
7. ~ -> (~ " y)
8. ~"y
Ci~ten uzasadnia inferencj~ n~1-1 13" y, co wobec l\vierdzenia 6(2)
oznacza. ze 13 " yE n~.

(4i) Niech "'(13" y)E n~. Korzyslaj(lc z reguly odry\\'ania oraz
(T 19) . -,(13 " y)--+ ( ~ 13 v -'Y) uzasadruamy. ze n~ 1-1..3 -,13 V Iy.
Zgodnl~ ~ lWlerd~enlcm 6(2): -,13 V -''YEn~. Zal6:imy niewprosl, 7e
-,p¢no I IY¢: Ou· WnloskuJemy sl(ld. stosujilc t\vierdzenie 6(3), ie
rr~IU{ l~}I-L3a i jednoczesnie lC n~u{-'Y}l-wCt. Wobec lematu
4. mam!: n~u{.,B V l y}f- LJil .. Ponie~aZ jednak -, 13 V -'1' E n~,
\'VIC(C no I- L30:·.A zal,em, pr:ez lWlerdzenle 6(2), exEnri, co pozostaje
w sprzeC'L;noSCI7. IWlerclzenlcm 6(1).

(4ii) Nalezy r07patrzyc dwa przypadki:
A. Niech l ~E n~. BiorClcpod u,",'agC;Ax. 5 (~ " y)_ a oraz lez~

(8) I(P ....y)En~ \\"1'\\'. Gl)Y P En; ORAZ I'Y En~.
Dowod. (I) ZaIOZnlY.ZC -,13 En~.a dla dowodu niewprost, ze rowniez
j3E n~.Korzystajac z (T9) P -+ (.., 13 --+ 0:) I reguly odrywania uzasad
niamy inferencje n~1-1.10:, ktora wobec twierdzenia 6(2) pozostaje
w sprzecznosci 7 twierdzeniem 6( I'.

(2i) Zalozmy, ZC .... 1 J3En~.Regula odrywania i (T 4) 1113-+ 13
pozwalaja uzasadrnc inferencje n~I- u p. skad przez rwierdzenie 6(2)
mamy pE 11~.

(2ii) Zalozmy, re P En~.Regula odrywania i (T 5) 13.... I 113
uzasadniaja inferencje n~1-1.3 ! , 13. Siosujac twierdzenie 6(2) wmo
skujerny ZC l'" PE n~.

(3i) Niech P " YE O~ Regula odrywania I aksjomaty Ax. 5 oraz
Ax. 6 (w posiaci (13 " 'Y) -+ P. (13 " 'I) - y) umozliwiaja uzasadnienie
inIerencji n~)I-ll {J3,r}, a dalej, przez twierdzenie 6(2), wnioskujemy,
ze J3En~ oraz YEO;;,

(3ii) Zalozrny z kolei, ze 13E O~ I 'Y E n~.WeZtDY pod uwage ciag
formul:
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Lemat 5 pozwala wykazac, ze tak okreslone odwzorowanie V Jest
\\1 raehunku t.3 wartosciowaniem. Drobiazgowy do\vod tego faklu jeSl
zbyt dlugi, i'eby przytoczyt go \v calosci. ZademonSlruJcmy dla
przykladu cz~sc dotyez~c4 funklora implikaeji. Zatoimy wi~c, ze
formula 8 rna kszlalt 13 -+ y i spra\vdzmy. w jaki sposob odwzorowanie
v uzaleinia Jej wartosc od postulowanej wartosel JeJ podformul.
Rozwai:my koleJoo przypadkl.

I. v(P) = 1. Z definicjl v: PE n".Z lcnlatu 5(2) i (I): '..,PE n~oraz
-,p¢na• co oznaeza, ie v(iP) = O. Z u~'agi oa \varlOsc formuly
y w obr~bje przypadku 1 zajsc mog" lrzy syluacje:

1.1. v(y) = t. W owczas ye n° a na mocy lemalu 5 (2) i (1):
liYEOII i iy,rr, co oznacza i.e, v(,y) =0. Skoro 'rEna z lematu
5(7) ,vnloskuJemy. ie p -+ 'Yen", a 7..atem v(~ .....y)= 1.

1.2. v(y) = 0, v( ..,y) = O. Z definlcji v: 'Y¢IIo i IY¢ nlJ Na moe)'
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za.~ozerue
T 2 a/y

1. l(P .....y)
2. Y -+ (P -+ 'I)

gdy
gdy

v(8) = {~

Lemat 5 umoiliwia przeprowadzenie dowodu II czesci twierdzenia
o pelnosci dla L3. Zalozmy wiec, ze formula e.jest tautologia t3, a dJa
dowodu mewprost przypuscmy, i.e rue jest ona teza tego rachunku.
Z tej hipotezy wnioskujemy, 11amocy lematu 3 (ii], ze 0 If t.) ct. Wobec
twierdzenia 0 relatywnych nadsyslemach zupelnych dla L3 istnieje
wiec zbior n~(dalej, zamiast n~bedziemy pisac tylko Il") 0 wlasno
sciach ujetych 'tV punktach (I - 4) tego twierdzenia, spelniajacy nadto
warunki (I - 8) lematu 5. Defioiujemy nastepnie odwzorowanie
v: Lt.3'" {O,1} kladac dla dowolnej formuly 0:

3. (y -+ (~ -+ y)) -+ (-,(~ -+ y) -+ ",y) r 7 a/yo PIP -+ Y
4. l(13 ...... y) -+ ,y RO 3, 2
5. 1Y RO 4,1

Oba te ciagi uzasadniaja inferencje: n~I-L3{p. ,y}. Wobee twierdze
rna 6(2) oznacza to, ze pen~ oraz lyen~.

(8li) Zalozmy, ze pe n~i lYE n~.Korzystajao z reguly odrywania
i (T 17) p....,. (, y -t i (P -+ y)) uzasadniarny natychrniast inferencje:m f- t.! "'(13 ..... y). ktora zgodnie z twierdzeniem 6(2) swiadczy 0 tyrn, ze
..,(P -+ y)En~. Tyro samym dlugi i zmudny dowod lernatu 5 dobiegl
konea •

infercncje nll!- y. Stad, wobec iwicrdzerua 6(2): yen~. co pozostaje• Q (.) •
w sprzecznosci z drugirn czloncm zalozenia niewprost.

B. Gdy :y e n~, korzystamy 7 (T 7) (P --+ y) -+ ( y -+ -.,~) oraz. re
gut) odrywania, aby uzasadnic inferencje n; f-u...,p. Zgodnie z l:'le~
dzeniern 6(2): I pe~. co sprzeczne z pierwszym ezlonem zalozenia
niewprost, .

(7ii) Nalezy rozpatrzyc az trzy przypadki:
A Zalozrny, ze ,I3E n; Stosujac (T 9) P - (, P -+ y), regule kornu

iacji i regule odrywania wnioskujemy, ie I1~ f-lJI3 ....,.y. A zatem,
wobec twierdzenia 6 (2): 13 -+ yF n~.

B Gdy ye fl~, wystarczy uzyc reguly poprzedzania, by uzasadnic
wniosek: n~f- u ~......"(. Stad na moey rwierdzenia 6 (2) rna my:
13 -+ ye n~.

C. Nieeh p¢n~,Yffl~, ,p¢fl~. ly¢n~. Zalozrny rownoczesnie,
dla dowodu niewprost, ze ~ -+ y¢n~ Z zalozen tych twierdzerue 6(3)
pozwala wywnioskowac, ze:

n;u {P} I-l.lex
n~U{ i P} f-uC(

n~u {'f} f-I~ex
n; U { iY} f- l3ex
n~ U {p .....yll-l3(X

Siad na moey lematu 4 wyprowadzarny wniosek:

n~u {13 v (i~ v (y V (iy V (13 -+y))))}I-LJct,
Poniewa7 jcdnak ~ v (..,p V (y V (ly V (13 ..... y)))) jest sehenlalcm
Ax. 12. wi~ n~f-t.lcx, sk'ld zgodnie z twierdzenlem 6(2): exen~.
a to, jak wiadomo, pozostaje \\ sprzecznosei z t\vierdzenicnl 6 (1).

(8i) Gdy ..,(~ -+ y)en~, rozwazamy dwa ci~gl fonnul:
1. i(P -+ y) zaloienle
2. P -+ ( I P -+ y) T 9 ex/p. ~/Y
3. ..,13 -+ (P -+ 'I) RKom 2
4. (.., P -+ (P --+ y)) -+ ( l(~- y) -+ P) T 8 ex/~, PIP + y
5. "'(P-+y)-p RO 4, 3
6. P R'O 5. 1
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Udo\ ...odnione w tym paragrarie t\vlerdzenie 0 pelnosci dla lroj
wartosciowego rachullku Lukasiewicza s\viadczy 0 identycznosci po
rowny~vanych zblorow taulologii i tez systemu L3. Obie konstrukcje
- semanlyczna (§2) i synlaktyczna (§3) - opisujll ten sam rachunek
zdan

System S4 jest reprezentantern licznej rodziny zdaniowych rachun
k6w modalnych sluzacych do analizy tzw, modalnosei aletycznych,
czyli zwrotow: t,.moiliwe, ie ...", "k@nieczne, ie ...". Do tej rodziny,
choc nie bez zastrzezen (por. uwagi na str. 132), zaliozyc mozna

, •• ,. • t

rowmez omowiony W poprzednim rozdziale trojwartosciowy rachunek
Lukasiewicza L3. Podana w L3 charakterystyka spojnikow modal
nycb (definiowalnych - jak si~ okazalo - w terminach implikacji
i negacji) nie ujawnia jednak ich ccch swoistych.

Rachunek S4 jest jednym z pieciu systernow (S 1- S 5), ktore wi.lli;e
siC(z nazwiskiem C. J. Lewisa, choc faktycznie byl on tworca dwoch
sposrod nicb: S2 i 83. Celem. ktory mu przyswiecal, bylo adekwatne
sformalizowanie okresu warunkowego, a WI~C budowa rachunku
logicznego, w ktorym implikacja zdawalaby sprawe z rueekstensjonal
nycb aspektow uzycia spojnika ,jeieIJ .., to .... w j~lyku naluralnym.
Okazalo si~ jedoak, ze racbunkt te mog'l bye skutecznie wykorzystane
do analizy modalnosci aletycznych i dzitrkl tej okolicznosci UgrunlO
waly swojCl waZnCl pozycj~ v.' 109!ce wspoJczesneJ.

Racbunek zwany S4 (od 1932 r.) zostal stworzony w wersji
syntaktycznej przez O. Beckera w roku 1930. jako modyfikacja
najwczesruejszego z system6w Lewisa: S3. Jczcli idzie 0 sposob
rozumienia sp6jnika koniecznosci w 84, mom a przyjClc za
E. J. Lemmonem, ze jest to stwierdzenie niefonnalncJ dowiedlnosci
zdania na gru'Qcie matematyki. W roku 1933 K. Goedel przedsta\vil S4
w postaci systemu aksjomatycznego b~dClcego rozszerzeniem KRZ.
W polowie lat szescdziesilltych S. Kripke opracowal dla S4 semantyk~

j

1

i

Rozdzial V

Modalny rachunek zdan S4 Lewisa

, k n J-na co oznacza wobeclematu 5(7) wyprowadzamy wniose : I-' -4 Y'F .
okreslenia v: v(P -+ Y)= O. . 2 C .

1,3 v(y) = O. v( "1Y)= I 7 definicji v: y¢n" I lyeO Na rno .>
k: n. J.n' co oznacza wobeclcmatu 5(71 wyprowadzamy wruose ....-4 Y'F .

okreslcnia v: v(p ......y) = 0 ~ . a
2. v(13) = O. v("1 13) = 0 Z okreslenia Y: p¢ ~ I . P ~ n ".
2.1. v(),) = 1. Wo"czas )'e Oil, a wiec spelniony Jest drugi czlon

- .. n. • n' tyrn samvmalternatywy z lernatu )(7). \V konsekwencJl J-I _. ye • a •
\"(P _. "I) = 1. :J • n" S I·

2.2. v(y') =O. \( y) = O. Z defnicji v: r ~n I -Y ¢ . pe ~Iony
[est zatern trzeci czlon altematywy Z lernatu )(~), skad \vypro\\adzarny
''''niosek p tyeO'. co oznacza wobec okreslen'~ v: v(P-;;+)') 1.

2.3 V(Y) = O. v( ,y) = 1 Z definicji V' y¢ rr I I,ye Il W tym
przypadku. podobnie jak w 1.2 1 13 iade~ z .cztonow alter~alY\V~
z lernatu 5(7) me jest spelniony. a zatem implikaeja p -+ y do zbioru 0
nie nalezy i \V konsekwencji v(P -+ y) = O. a'. ,.. •

3. v(~)= 0, v( 113)= t 7 okreslenia v: p¢n I l.pel!' N~ezalez
nie od sposobu oceny formul 'Y I "1y. Z3,vsze. prawdziwy Jest pl;rwszy
z czlonow alternatywy Z lcmatu 5 (7) z uwagi na to, ze I pEn . Stad
P .....YEn', a w rezultacie v(P -+ y) = I. . . ..

Gdy wyniki tych ustalen porownarny z tabelka funkto~a lm.phka~JI
w definicji wartosciowania dla L3 (por str. 1131 stwlerd~lmy, ze
zdefinio ..vane wyzej odwzorowame V dokladme ocpowiada JeJ wymo
gom. Analogiczne dowody nalezy sporzadzic nie tylko dla pozostalych
funktorow, lecz takze dla ich negacji Na ich podstawie formulujerny
wniosek. ie odwzorowanie V Jest wanosciowaniern rachunku t.3
Powrocrny w koncu do formuly a. 0 ktorej na mocy lematu 5(1)
\\'iemy. ze a~ n'.Z derinicji V wnioskuJemy, ze v(a) = O. Wskazahsmy
tym ;amym warloscio\',anie w L3 fals)'fikuj~ce formul~ :x, klora nlc
Jest wobec lego lautologlct 1_3 Spr.lecznosc z zalozeruem konczy
do\"od •
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jezeli ...• 10 ...
nieprawda, ie ...

Symboliczne odpowiedniki szesciu wyrnienionych spojnikow zda
niowych beda stalymi logicznymi w alfabecic jezyka rachunku S4

Alfabet jezyka 84. Alfabet sklada si'r z trzech nastepujacych grup
symboli:
(I) Stale logiczne: v. 1\,-t,1.0. \) zwane odpowiednio

Iunktorami alternatywy, koniunkcji, lmplikacji, negacji, koniecz
nosci i rnozliwosci.

(2) Z m i e nne 2 dan i 0 \Vc: p, q, r, s, .... PI' Pa- P3' ... tworzace
zbior przeliczalny.

(3) N a w i a s y: (.).

Jakie wyrazenia j~zyka naturalnego odpowiadajrt poszczegolnym
symbolom [ego alfabetu? 0107 \yszystkie symbole alfabelu S4. ktore s~
rownoczeSnic symbolami alfabetu KRZ Inlerpretujemy lak samo jak

•
....I ....

Rachunek zdaniow y S4 konstruowany Jest z mysla 0 analizie
modalnosci aletycznych, czyli zwrotow:

konieczne, ze ...
mozli we, ze ...

Pelnia one w zdaniach jezyka naturalnego r01~ jednoargumenio
wych spojnikow zdaniawych. Aby moe poczynic jakiekolwiek obser
wacje dotyczace sposobu uzywania tych zwrotow I ich wlasnosci,
nalezy rozpatrywac je w kontekscie innych spojnikow zdaniowych.
Rozwazaniarm naszymi obejmierny wiec takze dobrze nam juz znane
i analizowane w trzech dotychczas rozpatrywanych racbunkach
logicznych zwroty:

na gruncie tego ostatniego rachunku (por. str. 31). natomiast Iunkroro
wi koniccznosci (0) odpowiada spojnik: .,konieczne. ze .. ". a funktoro
wi mozliwosci (\)} - spojnik ..rnozliwe, ze ..

OEFINTCJA ,V'RAZENI \ JF;ZYKA 84 WYRA.i'ENIEM J~ZYKA S4
JEST KAZDY SKONCZONY Cll\G SYMBOLI ALFARf.TL TEGO JijZYKA

Wszystkie podane w § I rozdzialu II przyklady wyrazen KRZ sa
rowruez przykladarni wyrazen S4. Natorruast skonczone ciagi symboli,
w ktorych pojawiaja sie funklory modalne, jak np. O{-- \) \) 1\ v jj),
((Po -t \) czy tez 0\)0 \)p, s~ wyrazeniarm S4 nie bedac przy tyrn
wyrazeniarni KRZ.

DEFINIC.JA \VYRAZEI'I \ SENSO"'1IiGO .JltZ, K.\ 84 WYRAZEN1EM
SbNSOWNYM J~ZYKA S4 JEST TAKIE I TYI KO TAKIE \VYRAZFNIE
TEGO J~YKA KTORE ZOST,\LO ZBUDOWAl'oE ZGODNIF Z "AST~Pu
J,\CYMT REGULAMJ:
(1) KAZDA POJEDYNCl.A ZMfENNA ZDANIOWA lEST \V'RAZENIEM

SENSOWNYM.
(2) JEZELI ex. ~ SA.WYRA1ENIAMI SENSO\V'<YMI. TO (0: 1\ ~), (:x v ~).

(0: -t ~). ,ex. oa. \)0: TAKlE S.'} \VYRAll:::.NIAMI SI::NSOW'l\ MI,

Podtrzymujemy umowe z § 1 rozdzialu 1. zgodnie z ktora:
1" malymi literarm alfabetu greckiego oznaczamy poszczegolne wyra

zenia sensowne. elernenty zbioru LS~:
2° duzymi literarm alfabetu greckiego oznaczarny pedzbiory zbioru

LS4;

3° opuszczamy zewnetrzne nawiasj okalajace cale form uty.
Porownujac jezyki rachunkow KRZ i S4 dochodzimy do wniosku,

ze LIi.RZ C 1;S4' Wszystkie przyktady formul KRZ s~ zatem przykla
dami forroul S4. Natomiast O(p -t q) czy (.., OP -+ \) "1p) sClprzykla
dami takicb formul S4. ktore me sa wyrazeniarni KRZ, Gdy z kolei
porownamy jezyk rachunku S4 z rozszerzona wersja jezyka rachunku
.f:.3, wyciagnicmy wniosek, ze sa one identyczne: L;3 = LS.l

Ustalonj sposob interpretacji symboli alfabetu $4 \\: jezyku natu
ralnym sprawra, ze mozliwe Jest traktowanie formul $4 jake schema
tow zdari jezyka naturalnego. "TIumaczcnie" zdan J~~ka. natu~l!g~
na jezyk S4 majClce na celu pray. Idla\ve rozpa/nanle Ich logtc7n.cJ
SlfUklury pn:ebiega dokladnic \\redlug ""skazo\\'el. za\\artych \\' § 1
rO:tdZlatu n (slr. 32) 1 W § I rOZd.l1alu IV (sIr. It2).

i udowodnil stosowne twierdzeme 0 pelnosci, Natomiasi rozmaicie
formulowane twierdzenia 0 dedukcji dJa roznych wersji rachunku S4
udowodnili R. Barcan, J. Zeman i J. Perzanowski.



Porownujac z kolei deliojcjy wiazki wanoscrowari \: rac~un~ach
S4 oral INT dochodzimy do wnlosku, ie konstrukcJa wl¥kl na
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KRZ

!K1!Z

Z tresci delinicji wiazki wyprowadzamy nastepujace wnioski:
10 charakterystyka prawdziwoscrowa funktorow: A, V. -. -, na grun

cie rachunku S4 jest dokladnie taka sama jak \v KRZ Ipor, dcfini
cja wartosciowama w KRZ. str. 33). Funktory te maja opis eksten
sionalny, nie wykorzystujacy wcale wartosciowan pornocmczych.

2° jednoznaczne okreslerue wiazki wartosciowaf W osiagmerny wska
zujac, w jaki sposob kazde nalezace do tej wiazki wartosciowanie
ocenia poszczegolne zmienne zdaniowe oraz jaka Jest struktura
wzajemnych powiazan relaejq R poszezegolnych elementow wiazki
W. Aby dowiesc jedynosci tak okreslonej wiazki, naleiy posluzyc
siy indukcja z uwagi na zlozonosc formuly

DEFINICJA TAUTOLOGn 84 JE~ELJ WARTOSC DANEJ FORMULY
a PRZY WSZVSTKlCB V.'ARTOSCIOWANIACH Z KAZDEJ WI,\ZKI
wARTOSCIOWAN S4 JEST STALA I ROWNA 1.WOWCZAS MOWIMY, ZE
ex JEST TAUTOLOGll\ RACHUNKU 84.

Porov...nanie definicji tautologii na gruncie rachunkow KRZ oraz
84 z jednej strony, a wniosek I wynikajacy z definicji wiazki
wartosciowan w 84 - z drugiej, bezposredruo uzasadniaja na
stepujacy

LEMAT 1 KAZDA TAlJTOLOGIA KRZ JEST ROWNOCZESNIE TAU

TOLOG!." RACHUNKU 84.

Na rnargmesie tego lernatu odnotujmy, ie zaleznosc odwrotna nie
zacbodzi. Istnieja takie tautologie rachunku 84 (przyklady nastapia),
ktore nie sa nawet wyrazeaiarni sensownyrm KRZ. z uwagi na
meobecnosc \v alfabecie jezyka tego rachunku symboli funktorow
modalnych. Nasze dotychczasowe obserwacje ilustruje nastepujacy
diagram:

§2. Wartosc;o\vallia w S4

Analizowane \v rachunku S4 spojniki modalne: .,koniecznc. ze .. .",
.rnozuwe. ie .." sa nieekstensjonalne. Wartosci logiczoe zdan zlozo
oych utworzonych przy ieh pomocy zaleza nie tylko od wartosci
argurnentow spojnikow modaloych,lecz takze od tresci tych argumen
tow. Dzialania spoJnikow intensjonalnych nie rnozna opisac zadna
pojedyncza funkcja przeprowadzajaca zbior wszyslkieh ukladow war
to Sci argurnentow danego spcjnika w zbior ztozony z wanosei
logicznych. Jezeli Wl~Cpodejmuje si~ probe prawdziwosciowej charak
terystyki spojnika intensjonalnego, trzeba zastosowac jeden z dwoch
sposobow: pierwszy polega na zwiekszeniu liczby wartosciowari, od
ktorych uzaleznia si~ wartosc formuly zbudowanej z uzyciern spojnika
nieekstensjonalnego, drugi - na rozszerzeniu zbioru formul wspol
wyznaczajacych wartosc takiej formuly. Metode pierwsza wykorzysta
tismy w semantycznym opisie INT, metode druga - w semantycznej
wersji rachunku t.3.

W 84 odwolarny si~ do sposobu pierwszego i podobnie jak
\v rachunku TNT posluzyrny si~ koncepcja wiazki wartosciowan.
Wartosciowarna nalezace do tej same] wiazki wiaze relacja R zwrotna
I przechodrua (por. uwagi na str. 72).

DEFINICJA \\'L\ZKI wARTOSCrO\VAN w S4 Wli\ZKJ\ WARToScro
WAN W 84 NAZYWAMY KAZDY PODZBIOR W ZBIORU WSZYSTKICH
ODWZOROWAN ZBJO'RU FORMUL LS4 W 7BIOR {O, ]}. \V KTORYM
OKRESLONA JEST RELACJA ZWROTNA 1PRZFCHODNlA R. A PONAD.
TO DLA DOWOLNEGO ODWZOROWANIA YEW I DLA DO\VOLNYCH
FOR~1UL o; ~EI:S4 SPELNTONE 81\ NAST~PUJI\CE WARU,NKI:
(1) v(a A ~) = 1 WTW. GDY v(a) = 1 I v(~) = 1;
(2) v(a v ~) = 1 WTW. GDY v(a) = 1 LUB v(~)= 1;
(3) v{o: _. ~) = 1 WTW. GOY v(a) = 0 LUB v(~)= 1:
(4) v(,a) = I WTW. GDY v(<l)= 0:
(5) v(oa) = I WTW. GOY DLA DO\VOLNEGO OD\VZORO\VANIA

w TAKIEGO. zr v R w: ~'(a) = I;
(6) v( 0 ex) = 1 WTW. GDY DLA PE\VNEGO ODW,lOROWANIA \v TA.

KIEGO. i,F vR w: w(a) = 1

Jesli relacja R 0,,"1eslona w danej wiazce wiaze wanosciowanie
• • •v z wartosclowaruem w: v R \Y, wowczas v.'artoScio\vanie \v nazywamy

pomocruczym \vobec v.
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wledy i lylko \v(edy. gdy (definlcja wi~ki w 54)

w(f(y») A f(o») = I
wledy i tylko wtedy. gdy (definicja od\vzoro\\'ania f)

w(fCY" 0)) = I.

(3) Zalo.zmy. ze ~ rna postac alternalYWY (y v 0) - do" ..6d jak \V (2j.

w(f(o») = 1w(f(y)) = t

(I) Zalozmy. ze ~ jest dowolna zmienna zdaniowa. Ze \v tym przypad
ku rownosc (*) zachodzi, wruoskujemy bezposredmo z okreslenia
wiazki W oraz punktu (I) definicji odwzorowania f.

(2) Zalozmy z kolei. ze ~ rna postac koniunkcji (y A 0) oraz, ze
warunek (.) zachodzi dJa obu czynnikow tCJ koniunkcji (zalozenie
indukcyjne). Zachodzeme (.) dla koniunkcji uzasadniarny wowczas.
nastepujacyrn rozumowamem:

w(y A S) = l

wiedy i tylko wtedy. gdy (definicja wiazki w [NT)

wry) = I I w(o) = 1

wledy i tylk0 wtedy. gdy lzaloienie inc.lukcyjne)

w(~)= w(f(~»)

U. takze nalezace do W, pornocnicze wzgledem w. jednak u(q) = O.
Z okreslenia wiazki W \\ nioskujerny, ze \\ wiazce W wartosciowaf 54
istrneje wartosciowanic w i pomocrucze wzgledern niego wartosciowa
rue utw R u) takie, ze u(Oq) = O.Zgodnie z punktem (5) definicji wiazki
wartosciowan 54 jest \\ wiazce W rowniez pew ne odwzorowanie t,
pornocnicze wzgledern u, takie, ze: ((q) = O. Poniewaz reJacja R Jest
przechodnia, wartosciowame t jest pornocmcze takze wzgledern w;
a zatem mamy: w(oq) = O. co wobec sposobu okreslenia wiazki
W oznacza, ze \v(q) = O. Sprzecznosc z zalozeniern konczy argu
mentacje.

Teraz, gdy mamy pewnose, ze W jest wiazka wartosciowari
inuncjomstycznych, W} kazerny. poslugujac sle indukcja z uwagi na
zlozonosc formuly, ze dla dowolnej forrnuly ~ ze zbioru LINI i dowel
nego odwzorowania WE W:

gruncie obu rachunkow Jest bardzo podobna z powodu identycznego
okreslenia relacji R wiazacej wartosciowania To podobieristwo umoz
liwia intercsujacy .•przeklad" formul J~L)ka !NT na formuly jezyka
rachunku 54. Jest nim odwzorowarue f: LI~' _. L<;4 spelniajace naste
pujace warunki:

gdy P Jest dowolna zmicnna zdaniowq:
(I) f(p)=Op
gdy «; ~ sa dowolnymi formulami INT'
(2) f(~A P) = f(~)A f(~)
(3) na v l}) = f(o.) v f(~)
(4) r(o. -. ~) = o(f(ll) -+ r(p»)
(5) f( ..,0.) = !J ..,r(a}
Ta funkcja przekladajaca pozwala wskazac w obrebie zbiorow

tautologii obu rachunkow fonnuly wzajern sobie odpowiadajaee:

LEMAr 2 FORMlJLA a JEST l',\UTOlOGI:\ INT \\TEDY I TYLKO
WTEDY, GOY f(Cl) JEST T,\UTOLOGIJ\ 54

Dowed, (I) Zalozmy, ic 'l Jest tautologia INT i przypuscrny, re mimo
to r(Cl) nie Jest tautologia S4. Isinieje zatem W. wiazka wartosciowan
S4. oraz v, nalezace do nlcJ wartosciowarue takie, 7C: v(f(a») = O.
W wiazce W okreslona jest zwrotna Iprzechodrna relacja R. Konstru
ujemy teraz wiazke wartosciowan intuicjonistycznych W z relacja
It w ten sposob. ze kazdernu z wartosciowari \i~E \"1 przyporzqdko
wujemy wartosciowanie vk E W speluiajace nastepujace warunki:

(I) vl.(p)=vk(OP) gd} p Jest dowolna zrruenna zdaniowa
(2) vmRvn wtedy I tylko wtedy. gdy vmRvn.

Jak wiem). wif!zka \vartosclowan intuJcJonislycznych jest okrcslona
jednozoacznic, gdy poszc"'leg6Jne skladajetce si~ oa nUl wartosciowawa
zadarny na zblorze zmlcnnych oral \\'skazemy slruktur~ ich \\'za
jemnych powi~zan relacj"t zwrotn<j I przechodnll:!. ktora ponadto
posiada wlasnosc przenoszenia warlosci 1 (tj gd) do\volnc \vartoscio
wanle z \V1~ki przypisuje zmicnnej v.'artost I. to kridc wartosciowa
nie wzgl~dem niego pomocniczc takze przypisujc leJ zrnicnnej warlosc
I). Wykaicmy. ie zdefinlO\Vana W)'lej \\'i~zka W spelnia v.'arunek
przenoszenJa \vartosci I:

Zaloimy, w tym celu. ie q jest do\volnie ustalon~ 7.mienn~. ie
WE W oral ze: w(q) = I. Za}o7.my tez dla dowodu nlewprost. ie IstnieJc



J61
160

w(f(y 1\ 0») = 1
wtedy i tylko wtedy, gdy (definicja odwzorowania f)

w(f(y) 1\ reO)) = I

wtedy i tylko wtedy. gdy (definicja wiazki S4)

w(f(y)) = I i ,,'(f(B»)= J

(II) Z kolei zalozrny, ie formula a. ze zbioru klNT rue jest tautologia
lntuicjonistyczna i przypuscmy dla dowodu niewprost, ze f(Ct) jest
mimo to tautologia S4. lstnieje wiec wiazka wartosciowan intuicjo
nistycznycb V i nalezace do niej wartosciowanie V, takie, ze yeo:) = o.
W wiazce V okreslona jest zwrotna i przechodnia relacja R. Podejmu
jemy teraz probe rekonstrukcji V wiazki wartosciowan w S4, ktora
obalalaby feet). W tym celu okreslamy kazde ze skladajacych sie na nia
wartosciowan na zbiorze zmiennych zdaniowych i definiujemy w niej
strukture wzajemnych powiazan mi~dzy wartosciowaniarni przy po
moc)' rcJacji It zwrotnej i przechodniej.

(2) Zalozrny z kolei, ze p rna postac koniunkcji (y 1\ 8) oraz. ze
warunek (**) zachodzi dla obu czynnikow tej koniunkcji (zaloze
rue indukcyjne). Zachodzenie (•• ) dla komunkoji uzasadniarny
nastepujaco:

-wtedy i tylko wtedy, gdy (konstrukcja wiazki V);

dla kazdego u takiego, ze w R u: utp) = 1

wtedy i tylko wtedy. gdy (definlCi:Jawiazki INT i zwrotnosc R)

~/(p)= t.

(5) Zalozrny, i.e ~ rna postac negacji (IY) - dowod jak w (4).

Poniewaz wykazalismy, zc (.) zachowuje waznosc dla dowolnej
formuly Z LINT i dowolnego wariosciowania z wiazki W, wiec
w szczegolnosci ;';(a.) = v(f(et»)= O. A zatem W jest taka wiazka
wartosciowan intuicjonistycznych, do kt6rej nalezy wartosciowanie
falsyfikujace Ct. Wniosek len, sprzeczny z zalozeniem, konczy dowod
cz~sci (J) lematu 2.

w(f(~)) =w(P)

Niech dowolne wartosciowame Wlo;EV spelnia nastepujace \va
runki:
(I) w.Jp) = wlr.(p) gdy p jest dowolna zmienna zdaniowa
(2) wm R.wn wtedy 1 tylko wtedy, gdy w'" R«,
Podobnie jak w pierwszej cz~sci dowodu wykazemy teraz, ze dla
dowolnej formuly ~ E LINT i dowolnego wartosciowania WE V 111-
chodzi:

W dowodzie warunku (*.) posluzmy si~ indukcja z uwagi na zlo-
7.0DOSC formuly p:
(I) Zalozmy. ze ~ jest dowolna zmienna zdaniowa p:

w(f{p)) = t

wtedy i tylko wtedy, gdy (defimcja odwzorowarna f)

w(qp) = 1

wtedy i tylko wtedy, gdy (defirucja wiazki S4)

dla kazdego u takiego, 7..e\\'R u:ii(p) = J

(4) Zalozrny, 7e ~ rna postac unplikacji (y -+ 0) oraz, ~ warunek (*)
zachodzi dla y i o. Dalej argumentujerny nastepujaco:

\v(y -+ B) = t

wtedy i tylko wtedy. gdy (definicja wiazki w INT)

dla kazdego u takiego, ze wR.u:u(y) = 0 lub ii(B) = 1

wtedy I tylko wtedy, gdy (zalozenie indukcyjne)

dla kazdego u takiego. ze w R u: u(f(y») = 0 lub u(f(8») = 1

wtedy i tylko wtedy, gdy (definicja wiazki S4)

dla kazdego u takiego, ze wR u:u(f(y) -+ feB»)= J

wtedy i tylko wtedy. gdy (definicja wiazki S4)

'.v(o(f(y) -+ f(B»))= 1

wtedy i tylko wtedy, gdy (definicja odwzorowania 0
w(f("( -+ 8»)= 1.
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V(f(CL)) = V(CL) = O.

Wykazalismy tyro sarnym, ze formula f(:x) nie jest tautologia S4,
poniewaz Ialsyfikuje jet wartosciowanie V nalezace do skonstruowanej
przez nas wiazk I V. Sprzecznosc z zalozeniem konczy dowod le
mall) 2 •

Jedyna metoda rozstrzygania problemu tautologicznosci forrnul
rachunku S4 jest metoda niewprost, Spos6b tabelkowy nie rnoze miec

w w

(A I) 1 0 I 0 (A 0)

aYf} /tYfJ

I
Ita
fJ

2 P

w w

(X 1) 1 0 J 0 (K 0)

a" {J
(J." {J

1. a

2. fJ

" S4-zasrosowania z tyeh sarnych wzgledow, ktore przesadzily 0 jego
nieprzydatnosci w rachunku INT. A zatem, poszukujac odpowiedzi na
P} tame - cry dane wyrazenie sensowne jezyka S4 jest tautolcgia tego
rachunku? - podejmujemy probe rekonstrukcji takiej wiazki wart 05-
ciowan, do ktorej nalezy wartosciowanie falsyfikujace badanq forrnule.
Punkrem wyjscia dla melody niewprost jest zalozenie nietautologicz
nosci sprawdzanego wyrazenia sensownego. Rozumowanie, ktore
prowadzimy, moie albo zakoriozyc Sl~niesprzecznie - poiwierdze
mern hipotezy Iwskazaniem wiazki obalajacej, aJbo sprzeczrue - przy
pisaniem pewnej formule przez jed no I to sarno wartosciowanie dwoch
roznych wartosci: 0 i 1.

Jesh kazda z mozliwych prob rekonstrukcji wiazki obalajacej
zakonczy si~ sprzeoznoscia, to hipoteze odrzucamy, a badana formule
uznajemy za tautologie. Przebieg rozumowania zapisujemy w diagra
mach podobnych do stosowanych w dotychczas ornowionych rachun
kach, szczegolnie w INT. Reguly konstrukc]i tych diagrarnow wyoi
kaja bezposrednio z definicji wiazki wartosciowan S4 i sit nastepujace:

wtedy i tylko wtedy, gdy (zalozenie indukcyjne]

\v(y) = 1 i \v(8) = 1

wiedy i tylko wtedy, gdy (definicja wiazki INT)

w(y 1\ 8) = t.
(3) Zalozmy, ze p rna postae alternatywy (y . 8) - dowod jak w (2).
(4) Zalozmy, ze ~ rna postac implikacji (y --+ S) I. ze warunek (•• )

zachodzi dla y i 8. Dalej argumentujerny nastepujaco:

\\:(f(1-+ 5)} = 1

wtedy i tylko wtedy, gdy (definicja odwzorowania I)

w(O(f(),) --+ f(8»)) = 1

wtedy i tylko wtedy, gdy (definicja wiazk. S4)

dla kazdego u takiego, i.e ~. a u u(f(y) --+ f(8l) = 1

wtedy i tylko wtedy, gdy (defirucja WIClZki S4)

dla kazdego u takiego, ze ~. ~ u :6 (f(),»)= 0 lub ii(f(8») = 1

wtedy I iylko wtedy, gdy (zaloienie indukcyjne)

dla kazdego u takiego, ze \\ R u: u()') = 0 lub u(8) = I

wtedy I tylko wtedy, gdy (definicja wiazki TNT)

w(y --+ 8) = 1.

(5) Zalozmy, ze P rna postac ncgacji (IY) - dowod jak w (4).
Skoro warunek (•• ) obowiazuje dJa dowolnej Iormuly ze zbioru

I:INT i dowolnego wartosciowama nalezacego do wiazki V. wiec
w szczegolnosci:
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Wskozulemy pomocnlcze wolle<: v
wortosciowonlO w I u v R W
oraz v Ru fokie. ze:

I
OP

1 0a

(A 0)

(A 0)

v

v

co 0)o

dlo kaideqo y w R v

I

w

(1) ezy jest tautelogia S4 form ula q p v 0 "lp?
Zalozrny, ze nie jest. Istnieje zatem wartosciowanie v przypisujace
badanej formule wartosc 0:

1 0

v
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I 0

v

WSkozuJemy v: w R v
tokle, ie

<>0: <>a
oIce J)

J 0

0:

v

a dlo kozdego v:
wRY

(0 0)o
OG

WskozuJemy Y' w R. Y
tok1e, ie

1

w

(0 1) 1 0

all'

w

ct

(l\ 1) 1 o (N 0)
---1---

1 0

Reguly dotyczace koniunkcji, alternatywy, imphkacji i negacji sa
dokladnie takie same jak teo ktore rzadzily konstrukcjq diagrarnow
w KRZ (por. str. 38 - 39). Dwie sposrod czterech pozostalych regul,
specyficznych dla rachunku modalnego, zawieraja dyrektywe rozsze
rzenia wiazki 0 nowe wartosciowanie, pomocnicze wzgledern aktualnie
rozpatrywanego. S'110 schematy (00) oraz (0 1),oparte odpowiednio
oa punktach (5) i (6) definicji wiazki wartosciowari w S4. Reguly (0 1)
i ( 0 0) nie postuluja wlaczania nowych wartosctowan pomocniczych,
lecz wskazuja jedynie, w jaki sposob wartosciowania pornocmcze jut
istniejace dziedzicza oceny argumentow funktorow modalnych. W dia
gramach opisujacych poszczegolne wanosciowacla S4 obowiazuja
ogolne zasady poszukiwania iwskazywania sprzecznosci, opisane w §2
rozdzialu II (str. 42).

Jak parmetamy, wyrazenia sensowne S4 Diezawierajace funktorow
modalnych sa rownoczesnie element ami zbioru LKR7• Sprawdzanie
takich forrnul przebiega identycznie jak w KRZ. W przykladach, ktore,
zilustruja stosowanie opisanej metody 'Vi rachunku S4, ograruczyrny
sie wiec wylacznie do sprawdzania formul skonstruowanych przy
uzyciu funktorow modalnych: koniecznosci i mozliwosci.

Poniewaz LS4 = Lil. wykorzystamy nadarzajaca sie okazje po
rownania zbiorow tautologii rachunku S4 i rnodalnej wersji l.3.
W przykladach posluzyrny sie tymi samymi formulami, ktore analizo
walisrny w §2 rozdzialu rv (por. str. 133), A zatem:

ww
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Poniewaz relacja R jest zwrotna, wiec w mysl reguly (0 0)
ar~ument funktora modalnego 0 przy wartosciowaniu v, porno
cmczym wzgledern samego siebie, przyjmuje warrosc O.Zaznaczo
na. w diagramie spr~ecznos6 swiadczy 0 tyro. ze nie powiodla sie
prob~ s~als~~kowa~la formuly p -+ 0 p. Skoro zas wiazka obalaja
ca me istmeje - Jest ona tautologia 84.

(3) Czy jest tautologia S4 formula o(p V 'Ip)?
Zalozmy, ze Die:

w

WskozuJemy wortoSoowonio pomocl'licze: w I U

1 0v

I 0

p-op

P OP ( 10)

" I'p (00)

v

(4) Czy jest tautologia S4 formula 0 0 p -+ 0 0 p?
Zatozmy, ze rue:

Fotmula o(P V 'I p) jest tautologia rachunku S4.
Brak sprzecznosci W obu diagramach dla wartosciowan pornocni
czych wzgledem v oznaeza, ze sprawdzana formula: op V o"lp
nie jest tautologia S4. Falsyfikuje j~ wartoseiowanie v ze zre
konstruowanej wiazki {v,w, u}.

(2) Czy jest tautologia S4 formula p -+ 0 p?
Zalozmy, ze nie:

( 1 0)OOP o o e

r
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T\\-llRDZ.«::\Il: 2 cl)u{ex}Fs.l{I3.IP} \V'fEOY I nLKO WTEDY,
GDY $F~ ,Ct.

Dowod. (I) Niech (1) <J>u {a} FS4 {po ,P} Dla dowodu niewprost
zulozrny ponadto, ze (2) <I> I;C S.I lex. Z (2) na rnocy definicji wynikania
wnioskujemy, ie istnieje wiazka W wartosciowan S4 I nalezacc do niej
wartosciowanie V takie. ze (3) \' spelnia ct> " zarazern (4) v(la) = O.
Zgodnie z punktem (4) definicji wiazki wartosciowan \V S4 wnosimy,
ie (5) v(Ct) = 1. Z (3) I (5). zgodnle l definicj'l spelnlanja, wynika, 7J!(6)
" spehlla <t> v {'X}. 5t~d jednak. \vobec (1). definicja wynikania pozwala
wyprowadzic kolejny wnlosek (7) v sp~lola {13, lP}. OZllac7.a to, ie (8)
v(P) = 1. a takze (9) v( I P) = I Z uwagl na definicj~ willzki (punkt (4))
i (9) mamy: (10) vIP) = O. Sprzecznosc ml~dzy (8) a (10) konczy
pierwszq cz~scdowodu.

(II) Za loim y teraz, ie (I) <J>1= S4- I ex., aula dowod u njewprost, ie (2)
<t> u {Ct} !:FS4 {13. I Pl. Z (2) j delinicji wynikanJa w S4 wl1ioskujemy. ze

¢CI'-OOp (.3

p-Op

cfpv,p) S,

,. _ r
-". - -SoL

relacja wynikania a Iunktorami implikacj: I negacji, noszace nazwe
semantycznych odpowiednikow twierdzen 0 dedukcji:

T\\'IERD7E'\lE 1 <Pu{e}F S-I. P \\TEO" I T'LIo..O \\TEOY. GOY
tlll= s" a --+ 13·

Dowod, (I) Zaloimy. ze (1) <P v {ex}Fs .. 13 i niewprost, ze mimo LO (2)
ell I;i: S-l..l: -> p. Z (2) wobec definicji wynikania \\ moskujerny, ze istnieje
taka wiazka wartosciowan \\' i takre \V niej wartoscrowanie v; ze (3)
V spelnia $, ale 14) v(,:x--+ 13) = 0, Zatern. zgodrue I defimcja wiazki
(punkt (3»)otrzymujerny: (5) v(ex) 1 i (6) '"lP) = O.Tym sarnym, wobec
l3) i (5) wyprowadzarny \\ niosek, ze: (7) v spelnia zbior <J>\. {a~. Stad
wobec zalozenia (I) konkludujemy, it! (8) v(P) = 1. co pozostaje
w sprzecznosci z (6).

(II) Lal6nny z kolei, ie (I) <1> ~ S-I. ~ .. ~ I niew prost, it! rnimo to (2)
<t> v {ex}I;C ~~. Z (2)wobec defirueji wymkania \\ nioskujemy, ze istnieje
taka wiazka wartosciowan W oraz takie nalezace do niej wartoseio
wanie v. ze t3) spelnia (J) u {ex}, a jednoczesnie (4) v(P) = O. Z (3)
wyniku. ze (5) v spelma <I> oraz (6) v(ex)= I. L (4). (6) i punktu (3)
definicji wiazki wartosctowan w $4 wnosrrny, :ie (7) ,,(ex-> P) = O.
Natormast 7. (I) i (5) wobec defintcji wymkania wnioskujemy, ze (8)
v(ex --. P) = I. osragajac tyrn sarnyrn sprzecznosc 7. (7) •
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Rcalil.ujl}C plan nakreslony w rozdziale J przcchodzimy tcraz do
omewienia rclacji wynikania w rachunku 54. Pojecie spelniania,
7. ktorcgo korzystarny w dclinicji lcj relacji, zosialo okreslone i scha
rakteryzowane lematami I i 2 \\ §2 rozdzialu II.

D•.FI~I(·.'A \\ \':\IKA~J \ \\ 54 Zt: ZBIORUJ'OR~1UL<II W\'~IKA 1',\
GR IJNCIE54 ZIUOR r ()R \1UL 't' (S}mbolicznie: $FS4 I..f') \\"1 anv
111'l.K() \\'TI'I)Y, (jOY KA7.I)8 \\'ARTOSCIOWA:-:IF. Z KAlDIU \\,I,\ZKI
\\'ARTOSCIOWAN 54 SPI·l.NIAJt\CB ttl SPhl.NfA TEl: I..f'.

Fakl. ie zc zbioru ell nie wynika \\' $4 lbior I..f'. zapisujcnl)' pr~)'
uzyciu symboli: ell I#: :'.1 I..f'. Zamiasl (1)F'i~:~} pisac ~d7.iemy po
prostu <11F S4 rl.

Rclacja \\'ynikania nla w 54 wszystkie \\'Iasnosci ogoln..: uJ\!tc
w lemat)' 3 - 7 w §2 rozdzialu l. Ponadlo przysluguj~ jej pe~'nc ccchy
specyfic'lne. 1.aleinc od zawarlej \\' dclinicji \ViClZkiwartosciowan 54
charaklerystyki pra\\'uzi\voscio",cj funkloro\v \II1f;dz}' inn},nll na
gruncie rachunku S4 zachodl<! wszystkie mane 1. KRZ Z\\'llIzki mi~dzy

Rekonstrukcja wiazki obalajqcej powiodla sie, Badana formula nie
jest tautologiq 54.

Porownujac rezultaty sprawdzen w rachunkach 54 i L3 (wersja
modnlna) dochodzirny do wniosku, 7J! zbiory tautologii tych rachun
kow kfZ)..j:ujCi SI~ \\' C7~ wspolne] maja zarowno formuly bez
funktorow modalnych, jak izrnodalizowane. Dotychezasowe ustalenia
w kwestii wzajemnych stosunkow miedzy zbiorarni \\1 razeri sense
wnych i tautologii rachunkow S4 i l3 (w wersji rozszcrzonej)
prezentuje nastepujqcy diagram:
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,,sprzecznosc.
Zgodnie z twierdzeniem 1 z §2 rozdzialu I, kazda. regula ~~rmaJna

w pewnym raehunku jest w nim niezawodna, Rozwazana wyzeJ regula
Goedla jest swiadectwem nieodwracalnosci (ego twierdzenia w ra
chunku 54.

Aby przekonac sie, ie regula Goedla nie bedac norrnalna jest
jednak niezawodna na gruncie S4, przeprowadzimy nastepujace krot
kie rozumowanie:

Niech ex bedzie tautologia S4, a muno to oex me Jest tautologia.
Stad wnioskujemy, ze istnieje taka wiazka wartosciowari S4 I. takie
w niej wartosciowanie w, ze: w(oex} = O.W mysl defimcji \"l~k~\..~4
jest w W wartosciowanie u pomocrucze wz~l~de~ w takl~. ze:
u(ex}= O. Tym samym formula ex okazuje SIC; nie-iautologia -

(n0)
brok SprzeczllOScI

p

I 0

u

istniejc wowczas wartosoiowanie u pomocnicze wzgledern V:
.pommane.

DEYINICJA REGULY NORMALNEJ S4 REGULA JEST NORMALNA NA
GRUNCTE S4 WTEDY I TYLKO WTEDY. GDY DLA OOWOLNEJ PARY
(cJ), {ex}> NALE.LJ\CEJ DO TEJ REGULY ZACHODZI WYNIKANIE:
<1> 1=S4ex.
By ustalic, czy konkretne reguly elementarne 0 przeslankach

iwnioskach ze zbioru LS4 sit regulami normalnymi w S4, stosujemy te
sama metode sprawdzania, co w KRZ (par. str. 45 - 47). Reguly
analizowane w przyktadach z §2 rozdzialu If w identyczny sposob
badamy na gruncie S4 uzyskujac analogiczne rozstrzygniecia. Nato
miast z por6wnaoia definicji wartosclcwama w KRZ z definieja wiazki
wartosciowari w rachunku S4 wynika nastepujacy ogolny wniosek:

LEMAT 3 KAZDA REGULA NORMALNA W KRZ JEST TE/' REGUI:.J\
NORMALNA w S4.

DEYINICJA REGULY NIEZAWODNEJ S4 REGULA JESTNA GRUNCIE
S4 NIEZAWODNA WT8DY I TYLKO WTEDY. GDY DlA K.AZDEJ NALE
i.r\CEJ DO NJEJ PARY (<1>, {ex)> ZAWSZE WTEDY. GOY <1> JEST ZBTO
REM TAUTOLOGII S4, FORMULA ex JEST RQWNIEZ TAUTOLOGII\
TEGO RACHUNKU.

p OP

I 0

y

T\\'TERDZENIE 3 <1> u{'lex} I=S4 {~. i~}WTEDY I TYLKO WTEDY.
GOY <1> 1=54 ex.
Dowod twierdzenia 3 przebiega w pelni analogicznie do dowodu

twierdzenia 2.

Kolej teraz na charakterystyke regul wnioskowania w rachunku
S4. Uwagi na temat regul w ogole i regul elementarnych w szczegol
nosci znajduja si~ 'W §2 rozdzialu J i byly juz kilkakrotnie przy-

oex

zwana regula Goedla (RGd). Otoz regula ta nie jest normalna w S4.
Nalezy do niej para (p,op). dla kt6rej Pt/:S4oP. 0 czym swiadczy
nastepujaca wiazka wartosciowan S4:

ex

Przykladem reguly niezawodnej w S4 jest miedzy innyrni regula
podstawiania zdefiniowana w §2 rozdzialu 11. Niezawodna w tym
rachunku okazuje sie rowniez elementarna regula 0 schernacie:

istnieje wiazka wartosciowan W i nalezace do niej wartosciowanie
, takie. ze (3) v spelnia zbior <1> u {ex}. Poslugujac sre lematem
1 dowiedzionym w §2 rozdzialu I, wyprowadzamy wniosek, ze (4)
v spelma <1> oraz (5) v(ex)= I. Na podstawie (1) i (4) stwierdzamy,
odwolujac si~ znow do definicji wynikania, ze (6) v(iex) = I. Skoro
tak, to z definicji wi~kJ wanosciowan S4 mamy: (7) v(ex)= 0, co
pozostaje w sprzecznosci z (5) i koriczy dow6d twierdzenia •
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5 c hem a (yak s j 0 mat 6 w S4

I ex -+ (~ -+ ~)

2 (ex -+ P) -+ (~ -+ y) ......(a -+ y»)
3 (ex -+ (P ......1'») -+ (~ -+ (ex -+ y»)
4 (ex -+ (a -+ ~»)......(a -+ ~)
5 (ex 1\ p) .....!X
6 (ex 1\ ~) -+ P
7 (ex -+ ~) -+ (a -+ y) ......(a -+ (~ 1\ y)))

Rachunek 54 \v wersji semantycznej akceptowal ekstensjonalnosc
spojnikow zdaniowycb: " ... I ..:', ".. lub ..:' .• jeieli .... to ...", "rue
prawda, ze ..." j nie naruszal intuicji wiazanych Z tyrni zwrotami
w klasycznym rachunku zdari. Dzieki temu racbunek S4, nadbudowa
ny niejako nad KRZ, \\t zbiorze swych tautologii zawiera wszystkie
tautologie klasyczne (por. lemat 1 w §2 tego rozdzialu).

Zeby zamierzone ujecie syntaktycznc S4 pozostawalo w analogicz
nym stosunku do syntaktycznej wersj i KRZ, kazda teza rachunku
kJasycznego musialaby bye rcwniez teza S4. Rezultat taki najlatwiej
osiagnac zakladajac, ze wszystkie aksjomaty i reguly pierwotne KRZ
SC} zarazem aksjomatami I regularni pierwotnymi 54. Podstawa dla
przyjecia takiego rozwiazania jest akceptacja identycznego rozumienia
w obu rachunkach wspolnych im stalych logicznych.

Ale w alfabecie jezyka rachunku 54 wystepuja jeszcze dwie dalsze
stale logiczne - funk tory modalne: 0 i O. Ich formalna charakte
rystyke wyrazimy dodatkowymi schematami aksjornatow i dodatkowa
regula pierwotna.

Aksjomatem naszego systemu 54 bedzie kazda formula powstajaca
przez uszczegolowienie ktoregokolwiek z ponizszych schernatow, tj.
wpisanre w miejsce wystepujacych w nich greckich liter dowolnych
wyrazen sensownycb 54:

DEFINICJA TEZY S4 WYRAZENIE SENSOWNE ex NAZ'l ',"AMY TEZI\
SYSTE~JU AKSJOMATYCZNEGO 54 WTEDY I TYLKO \VTEO' GO'
rSTNIFJE SKONCZONY CI.btG rORMUL Yl' ...• Yk (dowod), KT0REGO
OSTATNIM WYRAZEM JEST ex(Yk= a) I W KTORYM DO'WOLS), \vy.
RAZ JEST
ALBO (I) AKSJOMATEM OPARTY~I NA JEONYM zi, SCHEMAT0W

AKSJOMAT0W 54,

oex
exsylogizm hipotetyczny

prawo komutacji
pra wo skracania
prawo pochlamania dJa 1\

prawo pochlaruanra dla 1\

prawo mnozenia nastep
nikow
prawo pochlaniania dla v
prawo pochlaruania dla v
prawo dodawania po
przednikow

w klor'l wyposazone byly wszystkie dotychczas rozwazane systemy
aksjomatyczne oraz
(2) regul~ Goedla (RGd) 0 schemacie:

•pierwotne:
(I) regul~ odrywania (RO) 0 schemacie:

ex-+P
a

Aksjornatyke S4 tWOfZY nieskoriczenie wiele formul, z ktorych
kazda jest uszczegolowieniern jednego z podanych wyzej schematow
aksjomatow. Tak wiec aksjomatami opartymi na schemacie Ax. 12"
bl(d(l miedzy innymi nastepujace wyrazenia sensowne 54:

op-+ P
o,(p 1\ q) -+ I(P 1\ q)
o 0 (p -+ 0q) -+ 0 (p -+ 0q)

Nasz system aksjomatyczny rachunku 54 przewidujc dwie reguly

Ax. II (lex -+ I~)-+ (~-+ (1) mocne prawo kontra-..pozycji
Ax. 12" 0 ex -+ ex
Ax 13 nt« -+ P) -+ (0<1.-+ 0 P) prawo rozdzielnosci 0

wzgl. -+

Ax. 14 oCl-+ OO<X
Ax. 15 o ex -+ lo,a
Ax. 16 ,0.., a -+ 0 a.

9 ex -+ (ex v ~)
9 ~ -+ (ex v ~)
10 (ex -+ y) -+ ({~ -+ y) -+ (ex v ~) -+ y))
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Ax.
Ax.
Ax.

Ax.
Ax.
Ax.
Ax.
Ax
Ax.
Ax.

§3. System aksjomatyczny S4
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Z chwila wzbogacema zestawu srodkow dowodov.ych naszego
systemu aksjomatycznego S4 0 wyhczone wyiej regulv w)prov.a~l
ne, rowniez dowody schematow tez T 3 -T 12 (por, str, 54 - 57) uznaje
my za poprawne na gruncie S4.

Specyficzna regula wyprowadzalnCl \V systemie S4 Jest tzw. poprze-
dzona regula GoedIa (PRGd) 0 schemacie:

a-.p
a -. oa
a -. O~

Poprzedzona regula odrywania(PRO)

Regula poprzedzania(RP)

Regula przechodniosci implikac]i(RPI)

DEFINlCJA REGULY WYPROWADZALNEJ w S4 RE(JUlt\ JEST WY
PROWADZALNA W SYSTEMIE AKSJOMATYCZNYM S4 WTEDY I TYL
KO WTEDY. GOY OLA DOWOLNEJ NALEZI\CEJ DO NIEJ PARY
(<1>, {ex}>:<1> I-d-S4cx.
Te wzgledy, ktore przesadzily 0 prawdziwosci lematu 4, czyma

teraz, w swietle przytoezonych definicji, oczywistym rowruez na
st~PuJClCY

LEMAT 5 SCHEMAT KAZDEJ ELEMENTARNEJ REGULY WYPROWA
OZALNEJ W KRZ JEST TAK7F SCHEMATEM REGUl.Y WYPROWA
DZALNEJ W 54.

A zatem regulami wyprowadzalnyrm \V S4 Stl miedzy innyrni cztery
reguly znane nam z KRZ:

ALBO (2) POWSTAL Z POPRZEOZAJJ\CYCH GO WYRAZ6w TEGO
CJJ\Gl.I PRZEZ ZASTOSO\VANJ E REGUl. Y ODRYWANIA LtJB
REGUL \ GOEDLA.

Sposob zaprsu dowodow \v systemic S4 nie rozni Sl~od przyjetego
\\. poprzednio omowionych rachunkach. Przykladowe dowody, za
rowno tez jak i ich schematow. sporzadzone w §3 rozdzialu 11 sa
rownoczesnie dowodanu w systemie aksjornarvcznyrn S4.

Poruewaz w sklad aksiornatyki S4 wchodza wszysikie schernaty
aksjomatow KRZ. a wsrod regui pierwotnych S4 znajduje Sl~jedyna
regula pierwotna KRZ, oczywisty jest nastepujacy lemat, ogolnie
rozstrzygajacy problem stosunku zbiorow tez systemow S4 i KRZ:

LEM-.T 4 K.AZOY SCHEMAT TEZ KRZ JEST TAKZE SCHEMATEM
TEZ S4.

Z lernatu 4 wynika natycbmiast jego szczegolowa wersja: Kazda
teza KR2jest teza S4. Odnotujmy zatern, ze rniedzy innyrni T 1- T 12
udowodnione \v §3 rozdziahi II s~ schematami rez S4, chociaz w tym
momencie za poprawne w systemie aksjomatycsnym S4 rnozerny
uznac tylko dowody T 1 i T 2.

Zastanawiajac si~ w §3 rozdzialu I Dad rOi:nymi mozliwosciarni
wzbogacania asortymentu srodkow dowodowych ustalilismy, ze:
10 do kazdego dowodu mozna wpisac dowolna wczesniej udowodnio

ni4 Iormule (teze), oraz
211 mozna wlaczac do dowodu nowe wiersze stosuj<l€ w tyro celu rue

tylko pierwotne, leez takze tzw, w y p r 0 wad z a In e reguly
systemu. Przypomnijmy stosowne definicje:

DEFINJCJA RELACJJ DOWIEDLNOSCI W S4 FORMULA ex JEST DO
WIEDLNA W S4 ZE ZBIORU FORMUl <J) (symbolicznie: <1> f- d -S4 ex)
WTEDY I TYLKO WTEDY. GDY ISTNJEJE SKONCZONY CI~G FORMUL
"(,, .. , Yk, KT6REGO OSTATNIM WYRAZEM JEST ex("(k = ex) I W
KT6RYM DOWOLNY WYRAZ JEST
ALBO (1) ELEMENTEM ZBfORU <1> (zalozeniem),
ALBO (2) ;\KSJOMATEM OPARTYM NA JEDNYM ZE SCHRMAT6w

AKSJOMAT6w 84,
ALBO (3) POWSTAJE Z POPRZEDZAJJ\.CYCH GO WYRAZOW TEGO

CII\GU PRZEZ ZASTOSOWANIE REGULY ODRYWANtA LUB
REGUL Y GOEDLA

Regula komutacji(RKom)
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T4
RGd I
Ax. 13 a/ -, i 0:, 13/0:
RO 3, 2
T7 a/Oiio:, ~/OO:
RO 5, 4
Ax. 16 ex/,o:
RPT 6, 7

(T24) -,o« ....0 -,a
1, l'a ....o:
1. O(-,,0: -t a)
3. 0(, ,ex a) -+ (0 i -,ex -+ 00:)
4. q l -'0: DO:
5. (0 i lo: oa) -+ (ioa -+ lO -, ,0:)
6. lOa -+ lO 1-'0:
7. lO, -,ex -t 0 -,ex
8. loa -+ 0 -'0:

Ax. ]6
T 8 0: 0 -,0:, ~/ 00:
RO 2, t

(T23) -, 0 ex -t o ,ex
I. -'Ora-O:x
2. (-'0 -'Il - 0 a) -+ (i 0 a - 0,0:)
3. -'O~-O-,(Y

Ax. 12" ex/ i 0:
T 6 0:/0 -,a. ~/a
RO 2. 1
Ax. 16
RPT 3, 4

1. 0 ra -+ la
2. (0 la -+ a) -+ (0: -+ iO rO:)
3. a ....-'o-,a
4. ,0 ,a -+ 0 a
5. a- 0 C1.

Zdefiniowana tu relacja inferencji posiada wszystkie wlasnosci
wyrnienlone \V lema tach I - 4 w §3 rozdzialu T Przypomnijmy je
w odpowiedniej dla omawianego rachunku stylizacji:

LEMAT 6 (i) Cl>l-d-S40: \\'TE.DY I rYLKO \VTEO'!' GO'! <t>I-S4~:
(ii) 0rS4ct WTEDY I TYLKO \VTFr)\, GI)'Y Ct JEST TEZA S4:
(IiI) (1) I-S4 <1>:
(i \I) JESLI <J)rS4 'f' 0 RAZ 'I' I- S4n. TO <I> I-S4fl;
(v) JESL! <1>I-S40: ORAZ <l>c'l'. TO'l'rS4:X;

W KRZ relacja inferencji miala jeszcze wlasnosci szczegolne,
opisane w tzw. twierdzeniach 0 dedukcji wprost I niewprost, Mozna
bytoby sie spodzie ...vac, ie 'W rachunku S4 nadbudowanym nad KRZ
twicrdzenia te zachowuja S\V~waznosc. Tyrnczasern okazuje silt, ze
w postaci znanej z KRZ sa one na gruncre S4 niedow iedlne. JaJ...
wierny, implikacja i negacja charakteryzowane s~ w S4 tak sarno jak
w KRZ. Przyczyny. dla ktorej nie mozna twierdzen 0 dedukcji
przeniesc na teren S4, nalezy wiec upatrywac w sposobie zdefiniowania
w tyrn rachunku relacji inferencji. Dokladmej rnowiac, powodem tym
jest zaliczenie reguly Goedla do zbioru regul pierwoinych tego
rachunku. Potrafimy natorniast udowodnic pewne ograniczone wersje
tych twierdzen.przypominajace sposobcm stylizaeji ograniczonc (wier
dzenie 0 dedukcji wprosi Z rachunku L3 (por. twierdzenie 4 z §:\
rozdzialu TV).

Wyposazeni w lezy odziedziczone po KRZ (pOT. lernat 4) I wspom
niane reguly wyprowadzalne, mozerny stosunkowo latwo dowodzic
w systemie S4 rowniez schema tow tez specyficznych dla tego rachun
ku. Oto przyklady:

(T22) ex -t 0 ex

I. o:-+P zalozenie
') ~_.o~ zalozenie_.
3. O(~ -+ ~) RGdl
4. 0('): -+ P)....(O~ -+ 0 P) Ax. 13- o~ -+ oP RO 4. 3).

6. (a -+ Ott) - (o:x - oP) -+ (a _ O~)) Ax, 2 p.Oa. ,/0 p
7. (oa -> OP)- (~- OP) RO 6. 2
8. a-op RO 7. 5

Przeniesrny z kolei na grunt systernu aksjornatycznego S4 kon-
cepcje relacji inferencji:

DEFli'-lCJA RELJ\CJI L,,(FFRE:\CJI ,\ 84 f'OR~l UtJ\ 'J. JEST INFI;RO.
\\ALNA \VS4ZEZSIORL FORtvlLL ell (symbolicznie: (l>rS4~) \\TFOY
I 'rYLKO \\'TEDY. GOY (STNII!JE SKON(lO'iY CI,\G \VYR,\ZF~ SF"'.
SO\V~'\'CH Y I' ....Y...• KTOREGO OS'l .\T'll "I \\,YRAZEt.1 JEST :Y.lY" = ~)
I \\ KTORYM OOWOLl\Y \VYR\Z JFSl
ALBO (1) ELEtvlENTEM ZBIORlJ q> (ZAlOiE'\,IEt.1).
,\LBO (2) TE7.I\. S4 (\\ SZCZEGOL~OS( I - \"SJOMATr~1 OP/\RTY~l

N'\ KTORyrvl5 ZE SCIIEMATOW ,\KSJOMAT6\v S4).
·\LBO (3) PO\VSTAJE Z POPRZL()ZAJI\(',\ CH GC) \v'! RAZO'V CII\GU

PRZEZ ZASTOSOWANIE REGUt Y OORY\VAI\IA. RFGLLY
OOEOLA, SADZ DOWOl..'lI-J REGUI Y \VYPROWADZ\LNrJ
\V S4.

Uzasadrnajac wyprowadzalnosc tej reguly wykazujemy, ze:

10: .... ~. ex -> 0 ex} t-d -S4 ex-+ 0~

r
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Formula p V 'p. bydClc lCzlt KRZ (T 16). jest -: \I,'obcc Icmatu
4 rownlci le7~ S4. Gdyby zatcm 7. p V lp tnfero,valna .byla
formula 0 p VOl p. nalczaloby J'! lakze uz~ac. 7".1 tez~ S4. ~rle~y
jcdnak z prqkladu (1). lC .:JP V []:p rue. Jest tnuioiogill• S4.
Wnioskujcm) s(~d. zwazywszy on lv.'lerdzenlc 0 pclnoSCl dla S4

Ogranlczcnla naloionego w S4 na twterdzerue 0 dedukcji wprOSl
nie da Sl~ pomJnClc. Swiadczy 0 lym nast~puJ<lcy

KOl\'I·RPRZ"KI.AD I Jest oczy\vistc, .i.e {p} I-S4 0 p. r nfcrencJ~ t~
uzasadnla d\vuelementov,IY ci~g fonnul:
J • P za toienie
2.!]p RGd I

l\aton1iast formula P -- op. nie b~d<Jc laulologiC! (co Czytelnik

7.aloienie
RGd I
Ax 9 ~/Op. B/o-,p
RO J. 2

zalozenie
RGd I
Ax 8 (X,Op. B/U lP
RO 3.1

1. P
2, OP
3. OP -. (op V 0 lp)
4. OP V O-'P

1I. { I p} I- S.I 0 P V 0 'I P
I. 'Ip
2. DIP
3. O'lP-+(OPvO'lp)
4. OP V 0 'Ip

(0) ~I' :xz•.... an' a .....oa. a -> rl.:x .....yz ..... a .....Yk
1 wykazujerny poslugujac sie indukcja ze wzgledu na budowe ciagu Il.
ze 0 uzasadnia inferowalnosc formuly IX ..... B ze zbioru zalozen 'fl.
Dowod nalesy prowadzic tak samo jak dowod twierdzenia 0 dedukcji
wprost dla KRZ (por. str, 58 - 59) uzupelniajac go wszakze nastepuja
cym punktem:
(4) Formula 1m znalazla sie w ciagu Il jako wynik zastosowania reguly

Goedla do pcwnej formuly 1" dla kiore] s < m. Zalozrny dla
indukcji, ze obecnosc w ciagu 0 formuly t;J. ~ 'Y, zosiala juz
uzasadniona. Poniewaz \v ciagu dowodowym zoalazla sie formula
~ -+ oa (bedaca, zgodnie z zalozenrem rwierdzenia, teza S4).
mozerny uzasadnie obecnosc formuly a .....'t,« w ciagu 0 powola
niem si~ na wypro\vadzalnt! w S4 poprzedzonll regut~ GoedJa.

Wykazalismy [yro samym, ze 'fJ I-S4 (X.....p. Dowodem zachodzenia
tej infcrcncji jest skonslruowany wyzej ci(!,g n. Pontc\vaz \fJ c cr..
zatem. zgodnle z lemalem 6(v). ro\vnici <I> I-s~ a -+ P •

winien sarnodzielrue sprawdzic). nie jest takze wobec twierdzc
rna 0 pelnosci (por. dalej, §4, tego rozdzialu) - teza icgo rachunku.

Rowmez twierdzerua 0 dcdukcji ruewprost obowiazuja w S4 pod
warunkiern, ze formula a .....oa jest teza. Dowody tych twierdzcn
przebiegaja dokladnie tak sarno jak ich analogonow \v K RZ. poprze
staruemy zatern wylacznie na przytoczeniu ich wypowiedzi

TWIERDZENIE 5 (SLADE 0 DPOUKCJI NIEWPROST - O(iRANI.
CZONE)

JFZELI a .....O<X JEST TEZ", S4 1<1>u {a} I-S4 $~.1 ~}. TO ct> ~S4 .,~.

TWIERDZE~IE 6 (MOCNE 0 OPD'LKUI l'ofE\VPRos-r - ()GR,\NI.
CZONE)
JE~I:L[ <X-+ oa JEST TEZJ\ S4 I <I)u{ lex} I-S4 {B . ., B}, TO <1> 1-:'4;'1,

W KRZ relacji inferencji przyslugiwata jeszcze jedna istotna dla
dowodu twierdzenia 0 pelnosci wlasnosc (uj~ta ,1/ lemat 2 I & 3
rozdzialu J f). Mianowicie. jesli pewna formula y jest mferowalna
z dwoch formul a. ~ (z kazdej z nich 7 osobna). to mozna j'4 \vy
inferowae takze z alternatywy owych formul era " ~ll-KR/'l). Relacja
inferencji \v ~4 nie posiada te] wlasnosci Rozw azrny bowiem kolejny

KO'TRPRZYKlAD 2 Na gruncie S4 potrafimy uzasadnie dwie
nastepujace inferenqe:

I {p}}-S<lOP V O-'P

l'~\'I":Rl)ZI:~IE 4 (0 Of!OUKCJI \VPROST - OGRANIC'ZONE)
JJlZl:11 ~ -+ OCt JFST TUf\ S4 I (I)u {a}1-54~' TO <I> I-S4Ct ~ ~,

Dowed. Zaloimy. ze a-+oa Jest teza S4 oraz, ze <J>u{a}I-S4~'
Zgodnic 7 definicJ<t relacji I-Sol istrueje skonczony crag forrnul u~~sad
niajacy Ie; mfereneje. W tyrn ciagu formuly al ..." exn, tworzace zbior 'i',
a zawarte \v <1>, pelnia role zalozen. A zatern: '¥ v lex}I-S4 p, Wobec
lernatu 6(i) wnioskujerny, ze 'I' u {a}I-d '~4p. Istnieje wiec skonczony
ciag Il: YI' ...,Y.. w ktorym y" = ~.uzasadniajacy dowiedlnosc ~ ze
zbioru 'fIu {a}. Ciag n zbudowany jest wylacznie przy uiyciu
pierwotnych srodkow dowodowych. Tworzymy nastepme nowy ciag
formul o·
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Dla relacji inferencji deryw acyjnej prawdziwe sa wszystkie lrl),
twierdzenia 0 dedukcji w wersji znanej Czyrclnikowi '/ KRZ lch
dowody, takie same jak w KRZ. pormjamy, odsylajac Czytelnika
pragnacego je ponowme przesledzic na str. 58 - 60.

T,\'IERDlE"'lE 7 (0 DF.DlJKCJI \\'PROST)
JpZELI <t> v {<X} II-S4~' 'ro <l> If-s.o1(X-+ p.

Rclacja inferencji derywacyjnej, w porownaniu ze zwykla relacja
inferencji w S4, znacznie ogranicza regulowe srodki dowodowe,
dopuszczajac wylacznie korzystame z reguly odrywania I regul wypro
wadzalnych derywacyjnie.

Jak kazda relacja inferencji, rowniez relacja infcrencji derywacyjnej
rna wszystkie wlasnosci, 0 ktorycb byla mowa \\ §3 rozdzialu f.
a ktore ninicjszym przypornmarny:

LE.M.'\T 8 (i) <b l~d-S4cx. \\TFDY I TYLKO WfED't. GO)' <l> 11-!>4CX;
(ii) 0 I-S4 <X WTEDY I 11'LKO WTl::.I)'\. GDY :x JEST TEZA 84,
(iii) <1> l~s4 <1>;
(iv) JESLI <J)I~S4 'P ORAZ 'I' I~S4.Q. 1'0 <J> l~s4Q:
(v) JESLI <J>1~s.lO:X OR.A..Z<J)c'r'. TO 'f'1r-S4Cl•

w S4 poprzedzone] reguly Goedla nie mozna zaliczyc do zbioru regul
derywacyjnie wyprowadzalnych, gdyi v. uzasadnieniu Jej wyprowa
dzalnosci korzysta si~ \V sposob rstotny l reguly Goedla wykluczonej
sposrod srodkow uzasadniania derywacyjnej dowiedlnosci.

DEFIl\'CJA RELACJI H\FEREl\CJJ OERY,\ \CYJ"E.J W 84 FOR1I.flJLA
ex JEST OERYWACYJNr~ INfERO\VALNA \V S4 I.E ZBIORU FORMUL
<J> (syrnbollcznie: (1) If-S4cx.) 'VTEDY ( TYLKO WIEDY GOY ISTNIFJE
SKONCZONY CU\G \VYRAZEl'o SENSO\VN'{CII (, •. -.. rk' KTORfGO
OSTATNJ~1 WYRAZEM JEST (l(Y" = <1.) I \V KT()RY~I OOWO~NY WY
RAZ JEST
ALBO (1) ELEMENTEM ZBJORlJ <l> (Z\lOZENJEM).
ALBO (2) TEZI\ S4 (w SZCZfGOLNOSCI - AKSJO~lATFM OPARTYM

NA Kl'ORY[V1S ZE SCHEMAT6,v AKSJOMAT6w 84),
AlBO (3) POWSTAJF Z POPRLEDZAJ/\CYCI-I GO WYRAZO\\ CI,\GU

PRZEZ ZASTOSOWANIE RPGULY O,DRYWANIA. 81\Dl DO·
\VOLNEJ REGULY DERY\VACYJNIF WYPRO'VADZALNEJ
w S4.

(por dalej, §4 tcgo rozdzialu). ze me jest ona lCZ<l ornawianego
rachunku, a v. konsekwencji, ze: p v -, p I+- Sol -, P V 0 "lp.

W zwiazku I powyzsza obserwacja wprowadzirny I scharakteryzu
jemy pewne slabsze pojecie: relacj~ inferencji derywacyjnej .. Jak sie
okaze, bedzie ODa bardzo przydatna w dowodzie twierdzenia 0 pel
nosci dla S4. Defirucje relacji inferencji derywacj [nej poprzedzirny
odpowicdnio zmodyfikowanymr definicjarni relacji dowiedlnosci i re
guly wvprowadzalnej.

DI:.FJ",\YCJAREl.ACJJ DO\\'rEDL7'lOSCI DERY\\ACY,INEJ ,\ 84 FOR
MULA ex JEST' DERYWl\CYJNIE DOWIEDl NA ,"\ S4 ZE ZB10RU FOR
~1LL <I> (symbolicznre: <J> I-d S4~) WfI:.DY I TYLKO \\T~D).GOY
ISTNIEJE SKOl'CZON'\' CIAG fORMUL '(1' ....Yk' KTOREGO OSTAT
N1M \VYRA7Fto..lJ8ST <X(Yk = ex) I W KT6RYM DO\vOLNY WYRAZ JEST
ALaO (J) ELEMEl'-'TI:.M ZBIORL <J)(ZALoL[NrE~1).
AlBO (2) AKSJO~1ATEM OPART)'M NA JEDNY~1 Z[ SCHEl\.iATO,V

AKSJOMATOW S4,
ALBO (3) PO\\STAJE Z POPR7EDZAJ ·\CYCH GO WYRAZOW TEGO

CI,\GU PRZEZ ZAS1'OSO'\ ANtE REGUL,\ ODRYWANTA.

Definicja ta rozni sie od definicji relacji dowiedlnosci w S4 tylko
sformulowaniern punktu (3). Zgodnie z dyrektywa v. rum zawarta, przy
konstruowaniu ciagu uzasadniajacego dowiedlnosc derywacyjna pe
wnej formuly wolno korzystac wylacznie 7 reguly odrywama. Wyklu
cza sie tym samym m07JI\\'OSC siosowania drugiej reguly prerwotnej
systemu - tJ reguly Goedla.

DEFINIC.JA RF:GULY DERY\\'ACYJi'oIE ,\YPRO'''ADZALNEJ w 84
REGULA JEST OER) \VACYJNJf WYPROWADZAL"'Ii\ ,\ SYSTE~1If
AKSJOMATYC7.NYM S4 WTEDY I TYLKO \VTEOY. GOY DLI\ DOWOL
NEJ NALEZACEJ 00 NIEJ PARY <<J>.{cx.:)~<l> I~d S4(X'

Obie przytoczone tu definicje pozwalaja wnroskowac, ze:

LEMAT 7 SCI-fEMAT "'AiDEJ J:::LEMEy...;lARNEJ RLGUL\ WYPROWA
DZALNEJ W KRZ JEST lAKiE SCHEMATE.M ELE\.1r!\'TAR~EJ REGU
LY DERY\\'ACYJNIE WYPRO\VADZALNEJ ~I S4_

Regulami derywacyjnie wyprowadzainymi \v S4 sa zatern rniedzy
innyrm regula komutaeji, regula poprzedzania, re~la przechodaiosci
implikacji i poprzedzona regula odrywania. Natomiast wyprowadzalnej
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Uznajac w tyrn mornencie CZctSC J dowodu twierdze!ua 0 pelnosci
za zakenczonq, pr.lypornnijmy udowodniooe w §4 rozdzialu 1 twier
dzenie Asscra; wypo\violny je teraz w wersji stosownej dla relacji
ll1ferencJi derywacyjnej w rachunku S4.

Przekonamy si~ teraz, ze semantyczny (§ 2) i syntaktyozny (§ 3) opis
rachunku S4 wyrozniaja dokladnie ten sam zbior Iormul:

T\\'fERDZENJE 10 (0 PELNOSCI OLA S4) DLA OOWOLNFGO
\VYRAIFNlA SENSOWNEGO ex J~ZYKA S4; ex JEST TEZ.I\ S4 WTEOY
I T't'LKO WTtOY GOY ~ JEST TAUTOLOGTJ\ S4.

Dowod. (T) Uzasadnimy najpierw fakt, ze kazda teza S4 jest tautolo
gia tego rachunku. Zgodnie z uwagami zawartymi w §4 rozdzialu
J wystarczy wykazac, ze:
1c: kazdy schemat aksjomatow S4 jest schematem tautologii S4 _ (t~

cz~scdowodu pozosla\viamy Czytelnikowi) oraz, ze
2 able reguly pierwotne aksJomatycznego systemu S4 sa oiezawodne.

W §2 rozdzialu II wykazalismy, ze regula odrywania jest regula
normalna w KRZ. A zatem, wobec lematu 3, jest to rowniez regula
normalna \\' S4. Jej niezawodnosc w tym rachunku wynika
z twierdzema 1 (§ 2 rozdzialu I). Natomiast dowod niezawodnosci
reguly Goedla przedstawilismy w §2 rozdzialu V.

Zbior n~,ktorego istnienie postuluje sie \v twierdzeniu II, na
gruncie rachunku $4. posiada szereg innych. nie wspomrnanych W tym
twierdzeniu, specyfieznych wlasnosci:

LEl\IJAT10 (1) -'~En~ WTW. GOY ~¢n~
(2) ~ /\ YEn~ '9o.fT\V.GOY ~En~ ORA7 'YEn~
(3) ~ v yE I1~ WT\V. GOY P E n~ LUB YE n~
(4) P-+YETI~ WTW. GDY ~¢n~ LUB 'YEn~
(5) JESLI OPEn~. TO pEn~
(6) JfSLI J3EI1~, TO 0 PEI1~.

Dowod, (I-i) Zalozmy, ze ",pErr~ i niewprost, ze pEno. Z definicji
relacji inferencji derywacyjnej: Ira If- Sol {J3. i J3}. Schematern tez S4 J~t
na mocy lernatu 4 prawo przepelnierua (T9). Zachodzi \VI~~.\\ mysl
lernatu 8(ii). (v): rr~It-S4J3 -+ (, P -'0:). Skoro jednak zachodzi inferen
cja n~If-S4 {Po -, p. 13 -+ (.., ~ -+ o:)}. wiec takze, na mocy reguty o~ry
wania: rr~ If-s4-IX. Ostatni wniosek pozostaje w sprzecznosci z twier-
dzeniem 11(1). . .

(1 -u) Zalozmy, ze 13¢n; imewprosi: ..,p ¢n~.Wobec twierdzenia
11(3) wnioskujemy, ze n~u [B] 1f-<;4<X..a takze: n~\.. i ,P} f-s.;(X.
Lemat 9 pozwala dalej wnioskowac, ic n~u{~v .-~}l~s,,':X. For
mula ~ v ,P jako schemat tez KRZ (T 16) jest rowniez (por lernat 4)
schematem tez S4. Zgodnie z lematem 8(ii) (v): n~I~S4~Pv ..,13. co na
mocy 1wierdzenia 11(2) ozoacza 13 V l P En~.A za lem: n11u (P. v ,p~=
= n~.Wykazal ismy wi~c.ie n;;II... S4 ex,sk~d. 1'00\\ 1I SIOSUj<!C I""Ier-

§4. Twierdzenie 0 pel/lose; dla S4

TwrERDZENlE 11 (0 RELATY\VNYCII NAOSY,)TEMACH Ll PELN'r'CH
DLA S4)
JEZEU FORMULA ex NIE JFST OERYWACYJNII TNFERO\VALNA L n,
TO lST'IIEJE TAKJ ZBJ6R FORMUL S4 n~,i'1-.
(1) extn~:
(2) JUELT rr; If-S4P, TO PEn~;
(3) JUELT P¢~, TO n~u{J3} If-!.Iex:
(4) nc n~.
Dowod tej szczegolowej wersji twierdzerua 0 relatywnych nad

systemacb zupelnych pornijamy, odsylajac Czytelruka szukajacego
wskazowek dowodowych do §4 rozdzialu I.

'1'\\IERDZlNIF 8 (0 OEOUKCJI NIEWPROST - SlABE)
JEZELJ ~u{ex} II-s4 [B, l~}. TO <l> I~S4 iIX.

T\\'IERDZJ.<;'lE: 9 (0 OEOUKCJT NIEWPROST - MOCNE)
Jr:ZEI.I <l> - { ~~} I~S4 {Po,Pl. TO <J) II-S4a.
Co wiecej, dla relacji inferencji dcrywacyjnej prawdziwy okazuje si~

LE~l.\T 9 JESLI <l> u {a} If-s4 Y ORAZ <l> v {J3} lI-s4 y. TO TAKZE
<I> u {exv ~} II-54 y.

Dov..od tego lematu naJeiy przeprowadzic dokladnie rak sarno jak
w KRZ (por. lema 1 2 z §3 rozdzialu II).
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Powrocmy po tym przygotowaniu do 11CZ~CIdo\vodu l\\ierdzenia
o pemosci. Wykazujemy " niej, ie kaida tautologia S4 Jest tc~
naszego systemu aksjon1a~ycznego lego rachunku. ..

(11) Zal6imy, ze ex. jest tautologi:t S4, a mimo to Cl. .nle jest teZ1l
aksjomatycznego systemu S4. A zatem: 0 ~S4tX.. ~o \vYlll.kaz ~lo~e
nia niewprost j lematu 8{ii). Zgodnie z l\\Jerdzenle"! 11 IstnteJ~ \\'I~C
stOSO\\oy nadzbior fI~ zbioru 0 (dalej oznaczany n. )~ \\'lasno:.clach
wymieniooych W punk tach (1)-(4) tego lWlerdzenla I \'11 punklach
(1) - (6) lema tu 10. ,. _ .

Wei.my leraz pod u\\'ag~ zbior K(n ). Z lemalu I?()) I df.K.(tf»
\vnioskuJcmy, ie K (TI3) en". Z lYi lerdzenia 11~I) I (~) \\:ynt~~
i.e n"l~s4~W oparciu 0 lemal 8(v) konkluduJemy. ze rO"'OJez
K(Jl:l) Iff S4 ex. . . .

Utworzmy z kolet rodzin~ ZblOrO\\'n. do klorcJ zah~}my \\'}'I~~-
nie takie zbiory formul. ktore zostaly ut\vorzonc zgodnte z nasl~puJ~-
cyroi dwoma warunkami:

Dla dowolnego zbioru <l> formul rachunku S4 zdefiniujemy teraz
zbior K(<b) skladajacy sie \\'}Iacznie z tych formul p. ktore poprzcdzo
ne funklorem konlecznosci (0P) naJez~ do zbioru <1>:

wykazujemy. ze: TI~ II-s4 P --+ y. co z uwagi na lwierdzenie II (2)
oznacza, ze ~ -+ y en~.

(B) Niech yEn~. Zatem: nn Il-s<Iy. Znane z KRZ prawo symplifi
kacji (T 2) (y --+ (p -+ y)) bedac wobec lernatu 4 schernatem tez <;4, jest
- zgodnie z lematern 8 - inferowalne z n~SIOSUJ<lCregule
odrywania otrzymujemy: IT~ It-s~p -t -f, a to, zgodnie Z twierdzenicrn
11(2). oznacza, ze: ~ -+ ye rr~.

(5) Zalozmy, ze O~EnQ' Wynika stad. i.e n~ll-s,j.op. Schcmat
Ax. 12" i regula odrywania pozwalaja dalej \\ nioskowac, ze zachodzt
inlerencja derywacyjna: n~II-s4 p. A zatern, '" mysl twierdzenia 11(2):
perr~.

(6) Zalozmy, ze 13e fIQ. Wyprowadzarny stad wniosek, ze formula
13 jest derywacyjnie inferowaLna ze zbioru n~.Poniewaz schematem
tez S4 jest (T 22) (P -+ 0 13). siosujac regule odrywania wnioskujemy.
ze: n~II- S4 0 p. Korzystajac z twierdzema II (2) konkludujemy, zeo peTIQ j konczyrny dowod Iematu 10.

dzcnie It (2) wnioskujerny, ze exEn~i dochodzimy do sprzecznosei
Z l\\ ierdzeniern 11( 1).

(2 - i) Zalozrny. ze ~ II .( En~.Zgodnie z definlcj~ relacji infercncji
dcrywacyjnej IT~Irs" P II y. Odwolujac SJ~ do A>.. 5. Ax. 6 I reguly
odrvwarua mozemv wnioskowac, ze no II-S4 P oraz n~ II-54 'Y. co \v

• •
rnvsl Iwierdzenia 11(2) oznacza, ze zarowno PEn; ja k lye IT~.
- (2 - ii) Zalozmy teraz, ze ~ E n~iyE IT~.Oznacza to. ie n~II-Solf~,v].

Stosujac regule poprzedzama, ktora wobec lernatu 7 jest regula
derywacyjnie wyprowadzalna \v S4. wnioskujemy. i.e n~l~s4P --+ 't
Zgodnie z lemaiem 8(ii). (v) oraz lernatem 4 rowniez T t (13 --+ 13) oraz
Ax. 7 (lP --+ J3) -+ {(P -+ 'f) -+ (p - (P II Y))))s~ derywacyjnie inferowalne
ze zbioru n~l'A zatem zachodzi inferencja: n~II-Sol {p --+ p, p -t y,13,
((p --+ P) - ((P -~ y) -+ {P -+ (P II y))))}. Stosujac regule odrywania \vy
prowadzamy stad wmosek: n~It-s4P "y. co na mocy twierdze
nia J l (2) oznacza, ze P II '( En~.

(3 -i) Zalozrny, ze B v 'Y E IT;} I ptlYjmijmy mewprost, i.e zarowno
Ptn~ jak i "(¢Jl~. Na moey twierdzcnia 11(3) wynika stad, ze
n~v{p} II-S4~ oraz Jl;v{y} 1I--s4\X Stad i z Iematu 9 wynika, ze:
n~ u {~ v y] If- S-t ex. Z uwagi na pr7)J~te zalozeme: IT~u {P v y}=
=n~.a zalem n~If-S4CL Wobec t\vlcrdzenia 11 (2) sl\vierdumy, ie:
a en~,a LOJest sprzectne z pUDklem (I) tego twicrdzenia.

(3 - ii) 1\lalczy roZ\\ aiyc d\va przypadk 1:
(A) 1\tcch B E n~.Zatem IT~n- Solp. Slosujllc Ax. 8 i regul~ odry\va

nia. \\rykazujcmy, .i.e: n~If- S4 P V 'Y. co \V mys1 t\\'Icrdzenia II (2)
oznacza. ze ~ v ren~.

(B) ZaJ6i.my, ie YE n~.Argulnentacja analoglczna jak \\. (A)
z \vykorlyslaniem Ax. 9.

(4 - i) ZaloinlY, LC P -t "(en~ora7. niewprosl, ze penn i
'Y ¢: ITo· Z zaloien lych \\ ynika, ze n~If- 54 {~. p -+ y}. A wi~c rO\VntC7
n~1II-s.~ ·t, co wobec tWlerdlcnia 11 (2) oznacza ie ye n~.To ostatoie
stwierdzenie pozostaje w sprzecznosci 7 drugll cZ~SC1a zatozenia
nlewprosl.

(4 - Ii) R07\\'aiyc nalezy d\va przypadki:
(A) Ody ~ 1:n~,to wobcc punktu (I) do'.\'odzonego wlasuie lematu:

,PEn~.07nacza to. it! n~ II- S4. l~.Zaslosowante rcguly komulacji
do prawa prlcpclnienia ('I'9) (jest one lCZClS4 \vobcc lematu 4J.
poz\\'ala uznae. ze: n~II- Sol l P -+ (13 -. ·f). StosujCJC regul~ odry\vania
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K{<t» If-s~~'

ISlnieje zatem skonczony ci!!g fonnul 81" • Om uzasa?nlajilCY t~
derywacyjn~ lnferencj~. WYSl~pUJe w nim skonczenJe \vIele zalozen
pochodz~cyeh ze zbioru J< (<1»: 0ZI' ...,0%\. Ci'lg form ul 0 I' ....Om uza
sadnia zatem r6wniei inferencje. def}wa~y~nll: {OZI· .. • OZ;} II-S~~· Slltd
I Z twierdzenla 7 moierpy wywnloskowac. ze: If-sol 01.1 -+ t···lOI~-- P):..).
co oznacza z uwagi na lemal 8(ii), ze formula 0" -+ ( .(b:r. -t ~)...) J~s~
te~ S4. Takie formula o (OZI ~ ( ... (8~-- P)... )) uz~skana z ,p~pned~l~~
na mocy reguly Goedla Jest iezlJ S4, KorzystaJ~c Z lej Informacjl

Wszystkie te odwzorowania rworza rodzine Vn' W tej rodzinie
odwzorowan okreslamy relacje pornocniczosoi R:

(elf. R) Vof> R \ 'I' wtedy I tylko wtedy, gdy: K (<1» c \fI
Wykaiemy w tym miejscu, ze relaeja R jest w zbiorze Vn zwrotna
j przechodnia:

Z w rot nos C. Nalezy wykazac, ze dla dowolnego wartoscio
wania V\I) z rodzioy Vn'vtl, R VjJ)' Zalozmy, ie peK{<1». Z okreslenia
K wynika. ze 0PE<1>. Oczywiste jest, ie <J> lI-s4 0p. Jezeli wzi~c pod
uwage Ax. 12". to korzystajac z reguly odrywania mozemy wruosko
wac. ze <1> If-s4 p. A zatem, wobec twicrdzema Assera (2): ~ E <1>.
~o~aza]ismy tym samym, ze prawdziwa jest inkluzja K(<J» c <J>
swiadczaca 0 zwrotnosci reJacji R.

P r z c c hod n i 0 S C. Naleiy wyl.<azat. ie: jesli v<» R v,+,oraz
VIjI R vO' to VjJ) R VO' Za16i.my "'I~C. ie pra\vdzi\ve S'l oba poprzedillkl.
Oznacza to w mySI okreslenia R. ze zachodz'l inkluzje: K(<1» c \fI oraz
K('f') c n. Zaloimy lei, Ze ~ EK (<1». St~d i z okreSJerua K \vruo
skujcmy. ze o~ecl>. Korzystaj<lc Z t\vJcrdzenia 11(2) i Z Ax. 14
(oB~.oO~) wyprowadzamy dalej wniosek, ie Oo~e<Il. A zatem
z okreslenla K mamy 0 ~ E K(<I». a \V konsckweDcji 0 ~ e 'P. Ponownle
korzystaJ'I,c.~ okreslenia K ustalamy, ie pe K(\f') i ostatecznie. ie ~en.
UdowodntlJsm~ tym s~.ym. ie zacbodzi inkluzja K(<1»c Q co
O7.nacza ~godnle 7., delinlCJ'l R, ie "oj> R vo'
, W koncu .w~'kaz~my,Ze r~~a od\V1.orowall Vn z relacj'l R jest

\\ I~kli ""art~sclowan S4 ..POv,lnlllsmy \\' tym celu sprawdZIC. ie kaide
o~~z~r~~an~e.z Vn,spelrua ws.zystkie warunki wymieoione \v definicji
WIClZkl,\\ artOSClo\va~ S.4 Dowod len. gdy chodzi 0 \varunkl (I)_(4) Jest
!atwy 1 Czytelnikowl nle przysporzy zadnych trudnosci. Dla przykladu

d( {I
\'4l(~)= 0

\vyka2emy wiec tylko, ze dowolne odwzorowanie z V" spelnia waru
nek (4) wspornnianej dcfinicji 1 zajmiemy sit; trudniejszyrm \V dowodzie
\\'arunkan1i (5) I (6).

War u n c k (4). Zalozmy. 7C V 'l>(-'~)= I Stad t Z okreslema
odwzorowania Vat wnioskujemy. ze 'l~E<l>. Z lematu 10(1), wobcc
Iaktu, ze zbi6r <I'> nalezy do rodziny Il, wnosimy . ze ~~ <1>, a skoro tak,
to ponownie korzystajac Z okrcslenia VIfI ustalamy, ze vt!>(B)=O.
Ponie\vai kolejne czlony tego rozumowania mozna powiazac spojni
kiem .wtedy i tylko wtedy, gdy", zatem dowolny element zbioru
n istotnie spelnia warunek (4).

War u n e k (5). (A) Zalozmy, ze VIfI(O~) = 1. Znaczy 10. ze do
rodziny n nalezy zbior <t> taki, ze ope<b. Rozwazmy dowolnc
wartosciowanie V'I'EVn. takic, ze Vo> R "'I" Z okreslenia relacji R wyni
ka, ze K(<I'» c 'P, gdzie '¥ jest rowniez zbiorem z rodzmy n. Korzysta
J~c z zalozenia i df. K(<J» wnioskujemy, ze ~ e K(<t». a wiec takze ~ e 'f'
A zatem zgodnie Z okreslemem wartosciowania v,+,(~)= 1 dla dowel
nego odwzorowania v'I' pornocniczego wzgledern veil'

(B) Zalozmy z kolei, ze dla dowolnego odwzorowania v'I'z rodziny
n pomocniczego wzgledern V,!) zachodzi: v'I'(P) = 1. Musi wowczas
zachodzic warunek: K(Cl» If-S4 p. bowiern gdyby tak ole bylo. z mocy
punktu (2) okrcslenia rodziny n nalezalby do niej zbior n~l'b)'ktory
(por. twierdzenie 11 (1) i (4)) posiadalby nastepujace wlasnosci:
~¢ne(¢I) oraz K(¢) c n~(ID)'a wiec istnialoby (z uwagi na okreslenre
odwzorowania v i relacji pomocniczosci R) odwzorowarue
vnr pomocnicze :"zgl~dem v'!)' ktore formule ~ przypisuje wartosc O.

14(1)1 • • •
To jednak byloby sprzecznc z zalozeniem. ze \vszystkle warlOSClowa-
nia pomocnicze przypisuj~ formule p warlosc 1. Must \VI~Cbye tak. ze:

(dr.rn 1.rr En
2. JeSli <1> E n oraz K(<I'» lft-s4 ~. 10 n t(411En

Kazdy element z rodziny n spelnia wszystkie warunki zarowno
tw ierdzenia II, jak i lema tu 10.

Z kazdym zbiorem <1> nalezacyrn do rodziny nwiazemy odwzoro
wanie VOl: LS4 -+ {O. I} zdefimowane. jak nastepuje:

(dfv",)
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Sokrates jest smlerlelny.
By moe badac poprawnosc r01UmO\Van lego lYPU.naieiy \\.'nikn~c

w struktur~ \\'ypowiedzi znaeznie glQbiej. nli. to czynilismy dOlychczas.
Odpowladaj~cy takiemu podejsciu jQzyk rachunku logiclnego nalezy
"Ivyposazyc W symbole poz",'alaj~ce odnolowac Wysl<!pienia kluczo
wych (z uwagi oa przyjl(ty sposob rozumierna konstrukcji zdan18
prostego) slow.

A zatem:

Wszystkie cztery doiychczas ornowione rachunki Iogiczne sa ra
ehunkami zdaniowymi, maja bowiem na eelu wyjasnienie roil spojni
kow zdaniowych w procesie wmoskowania. W jezykach tych rachun
kow wystepuja tylko dwie istotne grupy symboli: zmienne zdaniowe
odpowiadajace zdaniom w sensie logiki j stale logiczne odpowiadajace
pewnyrn, wyroznionym spojnikorn zdaruowym. Przy pornocy srod
kow, ktoryrni dysponuja alfabety ornowionych dotad rachunkow,
potrafimy oddac jedynie najogolniejsza strukture wypowiedzi jezyka
naturalnego: mozerny mianowicte ukazac lylko schernat polaczen zdan
skladowych w zdanie zlozone. Calkowicie poza zasiegiern mozhwosci
tych jezykow lezy ujawnienie wewnetrznej budowy zdarua prostego.
Nieuchwytne sa wiec W tych jezykach rozmaite rozumowarua, ktorych
formalna poprawnosc uzaleznicna jest od wewnetrznej konstrukcji
zdari prostych, jak chocby ponizsze, przekazywane przez wielowieko
w~ tradycje Iogiczna:

Kazdy czlowiek Jest smiertelny:
Sokrates Jest czlowiekiem;

Klasyczny w~zszy rachunek
predykat6w

Rozdzial VImozemy wykazac (powolujac siQ k-krotrue na Ax. 13 i regule odrywa,
nia). ze zachodzi inferencja derywacyjna:

{DO, , .... OO,1} It-S40~
Poniewaz {O~.,.... B~}c K(<I». WIQCzgodnie z okresleniem K(<l» mamy
{OO, ••...• OO,.} c <1». Z dotychczasowych ustalen lernat 8(v) pozwala
wnioskowac, ie <J> If-s~oP, a twierdzenie 11(2) stanowi uzasadnienie
faktu. ze ope<I>. Stad wnosimy, ze: v(O~) = I, koriczac tym samym
dowod warunku (5).

War u n e k (6). (A) Zakladamy, 'i.eV'II( 013) = I. Zatern 0 pe<I>.
Korzystajac z Ax. J 5 i reguly odrywania wnioskujemy. 7C ze zbioru
<1>jest inferowaJna derywacyjnie formula ...,0 113. co wobec twierdze
rna I J (2) oznacza, ze ..,0 ,p E <1>. Stad I okreslenia odwzorowania v
wyprowadzarny wniosek, ze "4'( 10 ,13) = 1. A zatern, zgodrue z do~
wiedzionyrn wyze] warunkiem (4). mamy: "111(0.., 13) = O. Udowodnio
oy juz warunek (5) pozwala wnosic, ze istnieje odwzorowanie v
pomoenicze wzgledem "CII' ktore formule 113 daje wartosc O. Zgodni:
Z warunkiem (4) mamy wiec v'l'(~)= 1.

(B) Jesli przyjmiemy, ze istnieje pewne odwzorowanie \' pomocni
cze wz~l~dem v~,. takie, ie. v'l'(p)= I. wowczas na pOdsta~ie ustalo
nych JUz wlasnosci (warun.kl (4) oraz (5)) wnosimy, ie "",(,13) = O.skad
~11l(O'~! = 0 I Wrezultacie v<t>(:O'~) = I. Z okrestenia V'I' wniosku
jemy, 7.~ -'0.,131;<1>. Korzystajac z Ax. 16 i z reguly odrywania
uzas~dnlamy inferencje derywacyjna <l> Ir-s.t 013. ktora wobcc twier
dzerua II (2) pozwala wnioskowac, ze 0 a E <1>, a skoro tak, to
v~ll(0 13)= 1.

~odzina ~". z rel~cj<t R jest wiec wiaaka wartosciowan S4. Nalezy
do nrej warlosclo.\\'arue vn., a poniewaz et¢ Il", wiec zgodrue z definicja
tych o~~oro\van: vn.(et) = O .•Ty~ - sprzecznym z zalozonCl taulolo-
gtcznoscl~ formuly et - wnlosklem konczym\; do . d ' dz .
o pe'nosci dla S4 • J WO l\\ lef .enla
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wyrtieniom. waznyrn z uwagi Da konstrukcje pewnego' lypu zdari
prosrych. Nim wskazerny te wyrazenia, rozwazyrny na kilku przykla
dach strukture wewnetrzna zdania prostego:

(I) Krzysztof Penderecki jest kompozytorern
(2) Uniwersytet Jagicllonski jest starszy od Uniwersytetu SIC!Skie

go.
(3) Tarnow lezy miedzy Rzeszowern a Krakowem.
W przytoczonych zdaniach stwierdzamy badz. ze pewnemu obiek

towi przysluguje jakas cecha, badz, ze pewne obiekty pozostaja
\v okreslonych wzajemnych zwiazkach czy relacjach. Obiekty, 0 kto
rycb mowa w zdaniach (I) - (3), wskazane sa w nich przy pomocy nazw
indywiduowych: .Krzysztof Penderecki", "Uni\A.'ersytel Jagielloriski",
.Uniwersytet Sl<lskj", "Tarnow", .Rzeszow". "Krakow" Natorniast
eechy przyslugujace tym obiektom i stosunki miedzy nirni - przy
pomocy predykatew: " jest kompozytorem", "... jest starszy od ...",
"... lezy miedzy ... a ", Latwo spostrzec, ze aby z poszczegolnych
wymienionych wyzej predykatow utworzyc zdania proste, nalezy uzyc
rozne], lecz dla kazdego 7 nich stalej liczby nazw. Liczbe l~ nazywac
bedziemy argumentowoscia predykatu, I tak, wykorzystane ,1,: zdaniach
(1)-(3) predykaty sa odpowiedruo jedno-, dwu- i trojargumentowe.

Podsumowujqc: zdarua (I) - (3), a takze wszystk ie im podobne
zdania jednostkowe (zdania. w ktcrych mowa 0 konkretnych indy
widuach), skonstruowane Set z n-argurnentowego predykatu oraz
z nazw indywiduowyeh.

Predykaty stosuje si~ nie tylko do budo\vy zdao w sensie logikl.
Cz~sto wspoltworz~ one wyraienia, ktorym warLose logiezna nie
przysluguje i ktore w zwi¢u z tyro nie S<lzdaniami w sensie logiki.
chociai SWii skladniC! bardzo takie zdania przYPoOl1naJll. WeZmY pod
uwag~ wypowied.7.:

(4) On jest kompozytorem.
Poniewai zaimck "on" nle \\'skazuje iadncgo konkretnego indy
widuum. mamy do czynlenia Z wypowiedzi~ niedookreslon~. pozba
wionll wartosei logicznej. a zatem nie b~d~e~ zdanlem w sensie logiki.
Wypowiedi (4) i jej podobne nazy\vac b~dziemy funkcjami zdaniowy
mi. ZauwaZmy. ie wyst~pujllcy \v (4) zaimek osobowy ,.on" pdni jakb)
rol~ zmiennej indy\viduo\',ej, zape\vniaJllc z Jedncj stron) poprav. nose
skladniow~ wypowiedzi. 7 drugiej pozwalaj1lc na jej najrozmaitsze
dookreslenia dokonuj'lce Sl~ przez podsta\vienic \\' mleJsce o\\'ej

J
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Uproszczony obraz j~zyka. ktory przyjmowalismy dotychczas,
ignoruj<lc wewn~trzn<l budow~ zdari prostych pozostawial poza zasi~
giem naszych analiz szereg waznych i ~lO w praktyce spotykanych
rozumowan, kai<lc zast~powae \V j~zy ku symbolicznym zdanie proste
pojedynCZCl zmjenD~ zdaniow<l. Klasyczny w~iszy rachunek predyka
lOW korzysta z wnikli\vszej analizy zdan j~zyka naluraloego, zachowu
j'le prLy tym wszystkie poelynione w ramach klasyeznego rachunku
zdan uSlalenia dotYCZilce roli spojnikow ekslensjonalnych. Wsrod
slalych logieznyeh KWRP znajduj~ si~ bowiem \A.'szystkieslale logicz
ne KRZ. a nadlo stale specyficzne dla KWRP, odpo\\'ladaJ<lce

§1. J~zyk KWRP

Picrwszvm znanyrn rachunkiem logicznyrn, klOf) \1,: pew len ~posob
korzvsial 7.- takiej, oddajacej strukture zdania proslego: analizy na
szvch \\ ypowiedzi byla sylogistyka ,~r}stotelesa. Na kolejny rachunek
lego typu - zwany rachunkiem kwantyfikat~ro" - .nauka ezekala
z gor .. dwa iysiaclecia. M ianern k\\'antyftkalorow (ter_mln \vprow~dzo
ny przez Ch. S. Peirce's v. roku 1885) okre~a ~I~.stale logiczne
odpow iadajace zwrotom kwanlyfikujClcyrn. czylt mowiacym 0 110sCI,
takim jak "kazdy" czy "pewien" oraz ich synonlmom. .. .

Stosownie zmodylikowany jezyk symboliczny. u\\'zgl~~nlaJC!cy Ja~o
dodatkowe stale kwantyfikatory, pozwala na pogl~blon~ anah~~
jezyka naiuralnego, niezalezna de [acto od. sposobu .. poJnlowanl~
wartosci logicznych. Skutkiern tego po\\,slawae. m.og~ r.ozne rachu.nIU
kwantyfikatorow. Ograniczymy sie tutaj do omowiema jednego z nich.
lZW. klasycznego w~i.szego rachunku predykat,6w (KWRP), nadbudo
wanego nad KRZ. Ten najstarszy z rachunkow k\Vanlyfikatorow~cb
jest szczegolowo opracowany w wielu monografiach. Jego podw~hny
polozyli w drugiej polowie XIX wieku G. Frege, Cb. S. Pel.rce,
E. Schroeder. W pelni sformalizowany wyklad tego rachunku zawiera
dzielo B. RusseUa i A. N. Whiteheada Principia mathemat ira (1910).
Znaczny wklad w badania nad KWRP wniesli rowniez poiruej~i
badacze D. Hilbert, W. Ackerman, P. Beroays, A. Church, A. Tarski.
Twierdzenie 0 pelnosci dla klasycznego wezszego rachunku predyka
tow udowodnil po raz pierwszy w roku 1930 K. Goede!. Przytoezona
dalej wersja dowodu tego twierdzenia poehodzi od J. Reichbacha.
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•(I) S 1 a I e log i c z n c:
a) 1\, V, - • .., z\\'ane odpo\\'lednio funktorami koniunkcJI,allcrna
I)\"y, implikacji i negacji.

•

\Vyraieniami scnso\\'nymi (inaC'l.ej formulami) j~)ka K \\'RJ) ~a
\\' my;1 po\\'yiszcj deli nlcji nast~puj~cc CIClgl ~Ymbnli: P 7(X. y. x),
(VxQ(x.y) v J\zR(y,y)) NutonliaSI ,vyrazcnic: (P(x, - P(Y,7.)) jest
pozba\\ lone sensu. gdYI symbol prcdykal}'\\ ny P jesl albo jed no
argunlcntOw j 1 \\ ledy bc/~o;enso\\'ny jc~t nasl~pnik PO·.z}. albo d\\ u
argumento\\ ~. a \\ led) bczsen~o\\'ny lOot roprzcdnik P(x).

\V) raLenla senSO\\'De /budo\\'anc zgodnlc l. ptlnklCnl (J J dclinl<:JI
\vyrazenla senso\\ nego KWR P nazY\\;le b~d/icm)' formulami &tomo-

•

OtfTNIC"A ""RAil:: I \ S~f\SO\\l'\fo'GO ••1-;:1 \,1< ,K\VRP W\,R\/l:
~I(\I SrNSO\\'\~t JFZ\"" K\\RP JrSI T·\ ....u: I f'!'LKO I '''-IE
\\ \ R·\tf~IE TE·GO Jf;7V ....." Kl6RE ZOSTAI.O ZBUI)O'\\-'A:SE ZGOD
:>:IT' Z "\STI;PLJAC't\1I R,F(,l;LA'"
(I) "Alr)~ 'Y.'\ R/\ZENII:: Jr.7Y"" KWR P lBUI)OW,\NE Z n-i\RGU

MEN (OWl-GO S\ ~IBOlLI PRrl)'t"" IY\\ 'EGO 1 :-.I'\ST~PUJt\CE
GO PO :-'I~',LJtllGO w ~A\\'I sv, n-l:l..E~IE?I.'TO\\'EGO CII\GU
NIEKONIECZ:-.1E R6z;-';YCH "IEDl't SOB, Z~tlF.:-';:-;YCH INI}\'
\\'IDUO\\''ICII JeST \\'1R \ZE'Ill \01SE,SO\\N't'j\I:

(2) JEZF.ll r.x:. P SJ\ WYRAZENt<\Nll SI r-.SOWf\Y~tl. TO (ex 1\ ~), (ex v PI,
(ex. - P), (l TA"-II S\ \\ \ R \/1 'I \"I SE SQ\\':'IlYl\11:

(3) JEZEII ex JEST \\'\,R \ZE'IE~t Sh~SO\\ ~'{~I.:1...\$ a JE~" DO\\'OL
Nt\ 7.f\t1E"-"" I"O\'\\'TDUO\V,\. to Aua.. Va:x Tj\I.::ZE Si\ \\''tR \
ZENIAI\.II 51 NSO,\\-'!'YMI.•

(3) 1'1 a w i a s l (,).

O....Fl~I(J\ \\'tRAZt"l\ Jf,I.YII..\ K\\RP \V\R"2E~II~1 J~Z"'Kt\
K\\ RP JEST ,,·\10\ SKO~(ZO~Y (I \G SY~IB{)LI ALF\8ETI) raco
Jl1\ K ,•

b) 1\.V zwanc odpowicdnio kwantyfikatorcm duzyrn (ogolnym,
gcneralnym) I kwantyfikatorem malyrn ( zczegolowyrn, egzysten
cjalnym).

(2) Z m i e nne
a) predykatyw ne P. Q. R.... PI' P 2' • tworzace zbior przeliczalny.
Z kazdv m symbolem predy katvwny m zwiazana jest liczba natural
na zwana jego argumentowoscia. Dla kazdej liezby naiuralnej
n istnieje nieskoriczenie wiele n-argumcntowych syrnboli prcdyka
tywnych
b) indywiduowe x, y. Z. .... XI. "<2.... tworzace rowniez zbior prze
hc/aIn\ .

•

zmienncj konkrctnej nazwy indywiduowej. Takie podstawicnie prze
ksztalca me posiadajacq wartosci logicznej Iunkcje zdaniowa \\ zdanie
w sensic logiki, Z\\ ..kle dokonujemy tcgo POdS13\\ icnia automatycznie,

• • •na podstawie kontekstu sytuacyjnego, b'ldz wypowiedzi towarzysza-
cych.

\\' Iunkcjach zdaniowych role zmiennych indywiduowych pelnie
moga oprocz rozmaitych zaimkow takze liczebniki i IZ\\'. nazw y
ogolne. czyli predykaty w postaci rzeczownikowej. Czasern sarno
ujawnienie struktury logicznej Iunkcji zdanio,,:cj jest. za~anie.m nie
lutwym. Do kwestii tej wrocirny mebawcm ilustrujuc J:'! kilkorna
przykladarni (por. str. 194- 195),

Wskazalisrnj na razie jeden sposob przekszialcania funkcji zdanio
wej \\ zdanie - przez podstawienie za zmicnne nazw lndywiduowych
Drugi sposob, 0 wiele cickawszy z punktu widzenia logiki, polega na
okresleniu przy pomocy slo\\ kwantyfikujqcych liczby indywiduow,
kiorym przysluguje pewna wlasnosd lub ktore pozostain \\ usralonych
wzajernnych zaleznosciach. Przyjrzyjmy si~wypowiedzrom:

(51 Kazdy jest kompozytorern.
(6) Istnieje kIO~. kto jest kompozy torem.
Po pierwsze zauwazamy, ze S'l to zdania \\ sensie logiki, poniewaz

mnjq okreslona wanosc logiczna: (51 jest zdaniem fatsz) \\I} m. (61
- pra\ ...dziwyrn.

Po drugie - \\ zdaniach iych nie \\ ystepuja zadne n3.Z\\')'
indyw iduowe,

Po trzecie 7.41;'oba ie zdania powstuly Z fuokcji zdaniowej (4) przez
kwanryfikacje \\) siepujacej w niej zmienncj indywiduowej.

Wlasnie ie, uzyte \v zdanich (5) I (6). zw roty kwanryfkujace ..kazdy ..
i ..istnieje ktos, kto" (a takze rch :» nomrniczne wersje ..\~szyscy",
"do\\'oinc" oraz ..nicklorzy .'.• Jakies"J bryd.! przedmio(enl naszcJ SZCZC
go)nej u\\'agi. ,\nali1..1 roli pelnionej \\. j~l,yku przez Ie \\ yraienlu
k\\'anlyfik uj'lce jest gIo\\'nym celem roz\vazan KWR P Pr/cjdztny
teraz do opisu j~zyka :>ymbolicl.Dcgo lcgo no\vego r;tchunku ,ll'g.lczne
go:

,\Ifabct jfzyka K\\·RP. Alfabcl len sklada l>i~z nasl~puj!lcy~h grup
svmboli:.



Nie wolno sugerowac si~ zewnetrznym, powierzchownym podo
bienstwern ldan (9) i (1 I) i mniemac, ic rO\\llle dobrze schemalem
ldania (9) mogJaby bye formula: (\x(P(x) 1\ Q(x»). a schematem (I I)
formula: V It(P(x) -- Q(x»). Pierv;szej z nlch odpo\\'iada bo\\·iem
zdanie:

(13) Wszelki oblekt jest zarazem kompozylorem i muzykiem.
Zas drugiej:

(14) lstnieje taki oblekt. ie Jeieli obiekt ten jest kompozytorem, to
Jest 0\\ obiekt muzyk It:rn.

Poro\\'nuJllc parami zdania (9) i (13) oraz (I I) i (14) sl\\'ierdzamy,
ie oie s~ one rownoznaczne (mowi~cc "lyle sarno"l, Pa"li~[aJnlY 0 tym.
ilekroc poszukiwac b~dziemy schemalu S)mbolicznego adekw31nego
wlgl~em struktury logtczneJ \\ YPo\\'iedzi. \\' kt6rcj \\'y!>t~pujq z\\'roty
k \\'anlyfikuj<lce.

ZauwaZmy jeszcze, ie \v j~zyku KWRP nie potralinlY oddac

Ptx) -+ Qtx).

. \VeZmYteraz pod uwage zdanie, ktore powstaje 1 funkcji zdanio
\\,eJ (7) p~ez k\VanlyfikaCJ~ wystepujacej w nie) zrmenne]:

(9) Kazdy kompozytor JCSI muzykiem.
Przeksaatcarac je analogiczme jak wypowiedz (7). rnozemv je

przedstawic w postaci .
(to) Dla dowolnego obiektu: jesli obrekt ten jest kompozyrorem. to

obiekt 6w jest rnuzykiem.
Strukture logiczna zdama (10) oddajemy w jezyku KWR P formula

f\ x{P(x) -. Q(x)).
Rozwazmy jeszcze jedno zdarue powstale przez skwamyfikowanie

funkcji zdaniowej (7):
(II) Pewien kompozytor Jest muzykiem.
Glosimy \\ Dim istnienie takiego indywiduum, ktore jest zarazem

kompozytorem imuzykiem. A zatern trese zdania (II) mozemy oddac
przy uzyciu zdania:

(12) lstnieje taki obiekt. ze obiekt ten jest kompozytorem i obiekt
ten Jest muzykiem.

Schernatem zdania (12) w jezyku KWRP bedzie formula

Vx(P{x) 1\ Q(x)).

~ymi. Dla uproszczcnia zapisu opuszczac bedziemy nawiasy okalajace
calq fOfI11UI<;.Zbior wszystkich wyrazen sensownych jezyka KWRP
oznaczac bedzierny syrnbolem ~"\\RP' a poszczegolne wyrazema sen
sownc i ich zbiory - odpovvicdnio malyrru 1 duzymi literarni greckirni.
~13Ic. POC7.l1Iko\vc litcry alfabctu lacinskiego: a, b, c, ., at, a2 ....

przebicgac beda zbior zrniennych indywiduowych
Jak nalezy rozurniec w prowadzone symbole? Ktore wyrazenia

jezyka naturalnego sq ich odpowiednikarni' Otoz poszczegolne funk
tor) 1\, V. -t, ., interprctujerny tak sarno jak w KRZ, jako spojniki
zdaniowe "i", .Jub", .jcicli -10", .nieprawda, ze". K \\ antyfikatororn
odpow iadaja zwrotj kwantyfikujqce: kwantyfikaiorowi duiemu (1\)
- ..kazdy-, ..\\·~7)'SCY-... dowolny", .jakikolwiek": kwanty fikatorowi
malemu (V) - .Jsmieje" .. .pewne", ..niektorzy" itp, Symbolorn predy
katywnyrn n-argumentowym przypisujerny n-argurnentowe predykaty.
Zmiennym indywiduowyrn przyporzadkowujemy te \'vyrazenia jezyka
naturalnego, ktore pelnia w funkcjach zdaniowych role zmiennych.
1'\3\\ rasorn. jak zazwyczaj, odpowiadaja znaki interpunkcyjne.

Przyjety sposob rozurmema syrnboli alfabetu jezyka KW RP spra
wia, 7C niektore \\) powiedzi 1 jezyka naturalnego rnozna .przerluma
czyc' na forrnuly jezyka rachunku predykaiow, Takie tlurnaczenie jest
de facto ujawnienicm logicznej struktury zdan jezyka naturalncgo. Nie
7,a\\'SZCjest 10, jak wspominalismy, zadanie calkiem proste. Wezmy, na
prz) klad. pod uwage \\'y powiedz;

(7) Kornpozytor jest muzykiern.
Rozpoznajcm) \\' niej funkcjy zdaniow,! ulworlon:t z Jedno

argumentowcgo predykalu ..... jest muzykiem". W roli Jego argumenlu
\\)'sL1!pil kolcjny jednoargumento\\'y predykat ....Jest kompol~torem"
\\' s\\ej rzeczo\\'nikowej posIaci. ktora ukrywa zarazem \\ spaIn,! dla
obu prcdykaIO\\' domyslnl! zmicnn" ind)\\1duo\v~. \VYPo\\'iedi (7)
tf7_cba \\'i~c przcformulo\\';tc tak. aby oba predykaty uzyte byly \\ nle
znle~s:-talconej formic,. natomiast zmienna indy\viduo\\'a \\'yst'lplla
l'xpilclle. Olrl.ymamy \\'O\\'C'laSwypowiedi mDiej zgrabn<t stylistycznic..
Jecz 0 \\'yekspono\\ ancj logicznej slruklurle:

(8) J~sli dany obickt jest konlpozytorcm. to obiekt ow jest muzy
klcm.

Tcraz, gdy przcz P oJnaczymy predykat ..... jest kompozytorem"
a ~rzez Q - predykat ..... jest muzykiem", schemat \\.'ypo\\·iedzi (8)
\\ J~zyku K\VRP I.apislcmy \v sposob nast~puj,!cy:

195
194
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ctf:b
c#b

gdy
gdy

Jcdna i ta sama lmienna moze mice \\' formule kilka \\'ysICfpien:
j lll.k zmicnna y \\' formule (.) rna az lrzy w),stttP,enJa, nalomlast
zmit:nna z - Iylko jed no.

P(y, y).

l\1aly k\\'antyfikator. obejmuj'lcy ZJnlenn,! Y, rna \\ s\vym zaslc;gu tylko
formu'~ atomo\\'~:

vy P(y, y) ... Q(y. z).

)'. z. Duzy\\' Y s I~P u j 'I \\' niej d,vie zmienne indy\\iduowe
k\\'antyfikator 0 be j m u j e zmiennq x. a z a s i (:g jego slanowi
formula:

Zmiennymi wolnymi sa w niej )' oral Z, jako ie pierwsze wystapienie
zmienne] y i drugie wystapienie zrniennej Z sa wolne. Natorniast
zmienna x, ktorej oba wystapienia Sij zwiqzane, rue Jest zmienna wolna
teJ Iorrnuly, podobrue jak nieskoriczeme wiele innych zrniennych, ktore
wcale w tej formule nie wystClpily

Symbolem ~(a/b) oznaczac b(!dzlemy formuJ~. ktora powslaje
z formury a przez pOdsla\vienle \". nlcj zmlenncj IndY\\'iduo\\'ej b za
z.mienn'l ind}'\\;duo\v~ a, Aby podsta\\ ienie takie \\'ykonae poprawnie.
nale7)' przestrzegac nast~pujacych l.asad:
(I) now~ zmienn'l podst3\via si{: jed n 0 c l e S n lew e

W s z y S t k J C h m I e J S c a c h \\. 0 In) c h w)' s t 4-
pie n zmienneJ elimino\\ aneJ

(2) liczba wszystkJch \\'olnych \\'yst'lpien zmiennych indY\\'jduo\vych
\\' formule n ie m 0 i e ute c z m ian Jew wyniku wyko
nania podstawienia.
Zasady praWldlo\\'ego podsta\\'iania uzupelniamy ,zescioma Dez)'-

\\ Istyrol regulami fZ.ll~cymi podstawianicm \\' formulach zloionych:
(I) (a A ~) (a/b) = a(a/b) A ~(a/b)
(2) (a v ~) (alb) = a(a 'b) v pea/b)
(3) (Cl-~) (a b) = Olea b) -. ~(a,b)
(4) ('01) (a;b) = ""'a(a 'b)
(5) (Aca) (a/b) = !\ca(a/b)
(6) (V ca) (a 'b) = V ca(a, b)

j\x( ..jz R(x, y. z) -I\y R[y, z; x)).

Wystapienie zmiennej lezace W zasiegu kwantyfikatoru obejmuja
cego t~zrmenna nazywac bedzierny w~~t'lpieniem Ll\'illlJlnym, nato
miast lezace poza jego zasiegiem - \\-)s'llpieniem wolnym. W formule
!\ x(V YP{y. y) - Q(y. z)) prerwsze I drugie wystapienie zrniennej y jest
ZW1~ne, podczas gdy wystapicnie trzecie. podobnie jak jedyne
\\'YS(<tpierue zmiennej Z - jest \\ olne.

'\1owimy. ze zmienna indywiduowa a nie jest wolna w Iormule
01wtedy i tylko wtedy, gdy badz a wcalc nie wystepuje w wyrazeniu
scnsownym <X. b~dz wszystkie wysrapienia leJ zrmennej sCI \\' ox
zwiazane. 'tV przeciwnyrn wypadku, gdy zmienna a rna \\' formuJe
::x choc jedno wysrapienie wolne, rnowimy, ze zrnienna a jest wolna
w formule Cl,

Rozwazrny teraz formule:

schemaru konstrukcji zadnego zdania jednostkowego, w szczcgolnoscr
zdari (1) - (3) Przyczyna tego stanu rzeczy jest. brak .'\ alfabecl~ tego
rachunku symboli odpovviadajqcych nazwom Ind)·'\·I~~o\ ...ym jezyka
naturalnego, Mozna by bylo OCZ)'\\'JscJetemu zarad~C konstytuujac
nieskoriczcnie liczny zbior sralych indywiduowych. ktorych odpowied
nikami \\ jezyku naturalnyrn bylyby nazwy ind~'\'I?uo\\e poszczegol
nych obiektow, ale z punktu \\ idzenia .. celu. Ja_J.:Jnam. przy swieca,
zabieg taki jest bez znaczcnia. Przypornnijrny raz jeszcze, ze celem ty~
jest analiza roli zw rOIO\\' kwantyfikujacych. a zwroty takie rue maja
istotnego zastosowania w zdaniach jednostkowych,

\\' dalszvch rozwazaniach przydatna okaze si~urniejetnosc okresle-. , - .
nia statusu zrniennych w formulc K\\'RP. Urnowrny SJ~tymczasern, ze:
- z m ic n n <! w Y s t ~ P u j <! c '1 w for m u I e nazywac be

dzicmy tylko taka zmienna, ktora jest argumentem jakiegokolwiek
syrnbolu predykatyw nego wspoltworzacego dana formule:
z m i e n n ct 0 b j ~ t 'l k w a n I ) f I kat 0 rem nazywac
bedzicmy I~zmienna, ktora znajduje si~ bezposrednic po prawej
strome kw antyfikatora:
z a ~ I e 8 i e m k w a n I y f i kat 0 r a nazywac bedziemy t~
forrnulc;. do ktorej odnosi si~ dan)' k,,'alllyfikalor. lj \\'yslc;puj<!C<l
po kwantyfikatorze formu'~ alomow~ lub formul~ zawarlC! w na
wiasie otwartynl bezposrednlo po zmiennej obJ~tej kwantyfika
torem.

Jak nalez}' rozurnice Ie terminy. przesledzimy na przykladzic
formuly:

l·) !\x(V y P{y. y) -+ Q{y. z))_



Jak juz wsporninalismy, stalymi K \VRP sa miedzy innyrni V,SZYSl
kie funktory analizowane w KRZ. Przypomnijmy, ie tak jak w KRZ.
funk tor), te odpowiadaja ekstensjonalnym spojnikom zdaniowym,
a ich charakterystyka prawdziwosciowa podana \'\' KRZ jest lrafna.
Definicja wartosciowania w K \\'R P jest wiec tylko rozszerzeniem
odpowiedniej definicji z K RZ 0 warunki wyjasniajace sposob okres
lania wartosci Iormuly. w ktorej wystapily kwantyfikatory.

DEFI~ICJA wAR·rOSCIO\\'ANIA w KWRP WARTOSCIOWANIFM
w KWRP NAZY\\A~1Y KAZDA FUNKCJr= V ZE ZBIORli 1': v.'... KWRP
ZBIQR \\'ARTOSCI lOGICZNYCH (symbolicznie: v: 1':"WRP -+ {O.I})
TAK,\.7..£ DLA DOV.'OINYCH FORMt..'L ex, pe1':KWRP:

JEZP.1.1 v(a) v(P), TO V(IX1\ P) v(a v P) v(a -+P) v( -,a)
1 1 1 1 1 0
J 0 0 1 0 0
o I 0 J 1 1
o 0 0 0 1 I

§2. Warloscio~\'ania w K WRP

3

A PONAOTO. GOY a JEST DOWOI.NA Z~fIENN~\INI)YWU)UO\l,'A:
v(/\ aa) = 1 \\TEOY I TYLKO \\ T~O'''. GI))' DLA 00\\ 01.:"}:.1Z~11f.N

~EJ I"OYWrOUO\\'EJ b: v(.~(a/b))= I
vN aa) = 1 WTEDY I nLKO \VTf:OY, GOY DI.A Pt:\\!="f:"J Z\IIf:'!,\,

NEJ INOYWlDUOWf.J b: v((l(a/b)) = I,

Ta~ okres,lone ~anoScio\\'anie charakteryzuje wiec dUTYkwantyfi
kator jako nieskonczona koniunkcje. a mal)' - jako nieskonczonq
alternatywe Iormul powstajacych z Ct P17CZ podstawiame za zmienna
a dowolnych znuennych indywiduowych

Z definicji wartosciowania v.' K\\ RP \\ ynikaja jako bezposrednie
wnioski nastepujace stwierdzenia:
1° kazde wartosciowanie Jest w spos6b jednoznaczny okreslone war

tosciarru, jakie przyjmuje na formutach atomowych;
21)wartosc formul kwantyfikatorowych jest wspolwyznaczana przez

wartosci nieskonczenie wielu wyrazeri okreslonego ksztaltu: tak np.
wartosc formuty /\ x P(x) zalezy od wartosci wszystkioh wyrazen
ksztaltu P(a), czyli P(x). P(y), P(7.)....

Definicja \..artosciowania umozliwia nam wskazanic wsrod Of,toru
~

formul KWR P tych bardzo charakterysiycznych wyrazen sensownych,
ktore uznajemy za schematy zawsze prawdziwych zdan jezyka natural
nego - mianowicie tautologii Sformulujemy definicje tego pojecia dla
omawianego rachunku

DERNlCJA TALTOLocn K\VRP JESLI \\··\RTOSC DANEJ fOR~fULY
Cl JEST STALA PRZY WSZYSTKICH \VARTOSCIOW,\Nrt\CH KWR P
I R6\1,"'iA 1. ~16\\IMY \\6\\ ('ZAS. ZE a JESl T\UTOLOGII\ K\\fRP.

Konstrukcja wartosciowan \.\ K\VRP usprawiedliwia jeszcze jedcn
prosty, lecz bardzo istotny wniosek wiazacy pojecie tautologii na
gruncie KRZ i KWRP Nim wniosek ten sformulujemy w Icmacie 1.
zauwazmy, ze iadne wyrazenie sensowne KRZ nie jest wyrazeniem
KWRP z uwagi na istotne roznice \1,' alfabetach tych rachunko\\,.
Zalem j.adna tautologia KRZ "ie jest tautologill K\\'RP. lednoczesnie
zauwaimy, ze kridy schemat mctaj~zyko\\'y (llipisy\vany prz)' uZyciu
malych liter greckich) formul KRZ Jest r6\vnocze~nie bczk\\'antyfika
torowym schematem formul KWRP Co \I,'i~cej. identyczna charakte
rystyka prawdziwosciowa funktorow na gruncie obu poro,,'n),\\'anych
rachunk6w sprawja ie oczywisly jest nast\!pujllCY

1- :J.(s/x) =a
.:x{x{s) = ex
aIY/x) = Ct.

poniewaz zmienna 5 nie Jest wolna w ex:
poniewaz zmicnna X me jest wolna w a:
poniewaz zmienia sie liczba woInyeb wystapien
zmiennvch \1,' formule:•

4° cx(y z) = a - poniewaz zmienia sie liczba wolnych wystapieri
zrniennych w formule:

5~ tJ.(Y/S) = /\x(Vz R(x, s, z) • /\y R(Y. z, x))
6° :J.(z/.x)= a - poniewaz zrnienia sie liczba wolnych wystapicn

zmiennych w formule:
7° tJ.(zjy) = ex poniewaz zmienia sie hczba wolnych wystapieri

zmiennych w formule;
go a(Z/s) = /\x(V z R(x, }" z) - /\y R{y,s. x)).

2

Guy podstaw ienie narusza ktorakolw iek z zasad prawrdlowego
podstawiania. jego wynikiern jest formula \I,,}Jseiowa. czyli ala b) a.

"a zakoriczenic dokonajrny kilku przykladowych podstawien
\\ Iormule (... ):

:J.= /\x(Vz R(x. y.z)..../\y R(Y. z, x))

199198
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gdzie b Jest zmienn4, ktora w iadnej z wczesniej rozwaianych
w obr~bie danego przypadlru formul nie mlala \volnego wyst~pienia.

"(alb)

Va"

(VI)o1 Io(1\0 )

gdzie b I' ....bn s~ wszystkimi zmiennymi maj'lcyrni wolne wystClpienia
w obr~bie rozpatrywanego przypadku.

"(811),,)
•
•
•

«(alb. ),«( o/b. ),

I\aa V. a

1o

badama nie jest uniwersalnq procedura rozstrzygajaca. Co wiece]
(wynika to z ogolniejszyeh dociekan], zadnej melody rozstrzygania
pytarua 0 tautologicznose formul KWRP nie rna. Niemniej, gdy mamy
do czynienia z konkretna formula, ktore] rue jestesmy w stanie
zweryfikowac ani sfalsyfikowac skoriczonym diagrarnem, mozerny
zrekonstruowac wanosciowame obalajace na innej drodze, przepro
wadzajac rozumowanie odrebne, (1) indywidualnym, dopasowanyrn do
danej formuly przebiegu. Poniewaz jednak wspomniana rekonstrukcja
wartosciowania obalajacego jest z pewnoscia kazdorazowo wykonal
na, siad rnozerny uznac formuly 0 diagrarnie nieskonczonyrn za nie
bedace tautologiami. Sytuacje taka zilustrujemy przykladern (5).

Tymczasem jednak, rnajac w parnieci definicje wartosciowania
KWRP. wyliczmy reguly konstrukcji diagramow, ktorymi bedziemy
sie poslugiwac rozstrzygajac sprawe tautologicznosci Iormul, Oczywis
cie sa wsrod nich wszystkie reguly dotyczace funktorow, znane nam
z KRZ: (K 1), (K 0), (A 1), (A 0), (I J), (rO). (N 1), (NO). Natomiast
rozkladem formul kwantyfikatorowych rzlldzll nastepujace cztery '
dyrektywy:

lt~i\lr\ r I K \iO'r' SCItEI'vt ,\T T·\UTOLOGIJ KRZ JEST ZARAZEM
sC.tE~f,\1l:\1TAUTOLOGII KWRP

Nu marginesie tego lernatu odnotujrny, ze zaleznosc odwrotna nie
zachodzi: istmeja wszak lakie schernaty tautologii KWRP (aawierajace
kwantyfikatory). ktore nie tylko rue set sehematami tautologii KRZ, ale
nie sit nawet schernatami forrnul tego rachunku,

Przejdzrny teraz do zagadnien natury pralctyeznej i spytajrny,
......jaki sposob usralac bedziemy tautologicznosc formul KWRP.
Vo.t KRZ. ktory stanowi dla nas staly punkt odniesienia, stosowalismy
w tyrn celu dwie melody: tabelkowa I niewprost Metoda tabelkowa
sprowadzala sie do okreslenia wartosci logicznych badanej formuly
przy wszystkich rnoiliwycb ukladach wartosci jej zmiennych zdanio
wych Ukladow tych bylo zawsze skoriczenie wiele (2" - dla n roznych
zmiennych zdaniowych w formule) I tabelka rniala w kazdym konkret
nyrn przypadku skonczone rozrniary,

Zauwazmy od raw, ze aby poslugujac si~ til metoda ustalic
wartosc Iormuly kwantyfikatorowej 1\x P(x). nalezaloby wZICle pod
uwage wartosc nieskoriczenie wielu formul: P(x). P(y), Plz), ... itd.
otrzymanych przez podstawianie kolejno wszystkich z.miennych indy
widuowych za zmienna x, wolna w wyrazeniu podkwantyfikatorowym.
Tabelka, \\ ktorej mielibysrny uwzglednic warrosci nieskoriczonej
Iiczbj wyrazeri, rnialaby z koniecznosci nieskoriczenie wiele kolumn
i wrerszy, a tym samym bylaby niewykonalna, Stosowanie metody
tabelkowej okazuje sie wiec w KWR P niernozliwe,

Pozostaje nam wobec powyzszcgo tylko metoda niewprost, bedaca
proba wskazania wartosciowania obalajacego rozwazana formule.
Jezeli kazda taka pro?a ~ro\vadzi do sprzecznosci wyraj.aj'lcej si~
w !~dllo~zcsnym przyplsaruu temu samemu wyraieniu roi.nych war-
10SCI 10glC7.nych. badan~ formul~ uznaJemy za tautolOg1~. W przeci\v
nym wypadku sprawdzane \\'yraienic tautologi~ nie jest. Gdy ktoreS
z prowadzonych rozumowan konczy SI~ niesprzecznie. moina latwo
~dczytac 7. diagramu (pt'Z)'pominajllcego swym zewnytrznym ksztaltem
I sposobem konstrukcji diagramy znane z KRZ). jakie \vartosciowanie
o~ala ~ozpat~ywaoQ fQrmul~. Czascm jedllak 7.adnej sytuacji w diagra
mJ~ nle, mo~na uzllac za koncOW<l i zgodnie z regulami nalezy
\\'''Isy~ac don coraz to nowe fornluly. a poszukiwanie wartoscio,vania
obalaJ<lccgo ciqgnie si~\v nieskonczonosc. Zllaczy 10. ze nasz sposob

(vo)oI( 1\ I)
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Jak widac osillgn~lismy jui: forrnuly aLomowe. oierozkladalne przy
pomocy r~gul konstrukcji diagramu. Rozumow~~ nie doprow.a
dzilo do sprzecznosci. a zatem badana formula rue.Je~t tautol.ogJ.ll.
FalsyfikuJe j~kaide wartosciowanie. kt6re przyplsuJe wyrazentu
P(x) wartose I, a P(y) wartose O.

Ply)

( I 0) Zgodniez
kloo:tulq dopuszaojqcq

(1\ I) podstowienre tylko toklej
zmiennej, ktoro W dio'
gromlf! dotychczos nie
wys~o wolno,
wykluczomy wyko
rzystonle do podstowle
nlo somej zmiennej x
Wybierzmy :totem y~

P(x)

p(x)-I\x pelt)

1\...pel)

I 0

Ujawniona w diagramie sprzecznosc swiadczy 0 lym, ze badana
formula jest tautologia.

(2) ezy jest tautologia KWRP formula P(x) -+ Ax P(x)?
Zalozmy, ze nie:

P{y)

•

(10)

~NO)

(VI),O poniewaz
:toone ZIn'eMOIN dotqd
WYPISOnychformulocl"l n,e
ITIloto woll'lego wystqplenio,
lI'IOZemy podstoINle w pelt)
doWolnq 'ZITIlennq.WybierOlTlyy
R~~ (/\1Istosujemy do
formU(y 1 drugtegO WlerSZO
diogromu Jedynq llTlleMq
wolnq jest v, 0 wit;c
(N I)

I\x,p(lt) -,v:cP(x)

I\It ,p('I:) 'Vlt p(x)

\Ix pCx)

ply)

J 0

(I) Czy jest tautologia KWRP formula Ax ...,P(x) -+ ...,VxP(x)?
Zalozmy, ze nie jest. lstnieje wiec wartosciowanie, ktore tej formule
przypisnje wartosc 0; wpisujemy zatem rozwazana formule w pra
w~ kolumne diagramu:

Abv skornentowac te reguly izawarte \\ nich dyrektywy przyblizyc
imuicjom Czytelnika, przypomnijmy, ze duzy k,va.n(yfik~lor i,nter
pretujerny jake nieskoriczona koniunkcje, a mal)' - jako nieskoriczo
na alternatywe. Zgodnie z t'4 inierpretacja, gdy prz) prsujemy \\)' raze
niu Aaa. wartosc 1. oznacza to, ze wartosc ta przysluguje nie~koriczo
nej koniunkcji forrnul: a.(ajb,) 1\ a.(a.'b2) 1\ •. Zatern \\SZ~stkle czlony
tej koniunkcji powinnisrny wpisac \\' lewa kolumne diagrarnu To
jcdnak Jest mewykonalne praktycznie - stad ograruczamy Sl~ do
urrueszczania tam tylko tych formul, ktore stwarzaja szanse zakoncze
nia rozumowania sprzecznoscia.S~nimi wyniki podstawiania w a. tych
zmiennych, ktore w rozwazanyrn segmeneie diagrarnu rnaja JUl wolne
wystapienia. \V niektorych wypadkach wysiarczy uwzglednic tylko
jedna taka formule, w innych - wiecej; chodzi 0 to. by Ole porninac
zadnej ewenuralnej okazji zakonczenia rozumowama sprzecznoscia.
Uwagi powyzsze, aczkolwiek odnoszace sie do reguly (A 1). rnozna
odniesc takze do reguly (V 0). jesli bowiem wyraienie Vao: traktowac
jako nieskonczona alternatywe 0 wartosci 0, wowczas kazdy jej
skladnik bedzie rowniei mial wartosc 0 i jako taki powmien bye
\\ pisany \v prawa kolumne diagramu Ze wzgledow praktycznych
wybierarny jednak iylko te sposrod Iormul-skladnikow, ktore moga
wspehworzyc sprzeC7J10SCw prowadzonym rozumowaniu.

Biorac z kolei pod uwage schemat (/\ 0). stwierdzarny. ze skoro
odpowiednikiem /\ao: jest nieskonczona koniunkcja, to moze sfalsyfi
kowac ja tylko takie wartoscrowarue, ktore przypisuje co najrnniej
jednemu z czynnikow wartosc O. Powinnismy zatem, analogicznie jak
wtedy, gdy stosujerny schemat (K 0). rozpatrzyc wszystkie mozliwe
przypadki, zakladajac kolejno, ze wartosc 0 ma formula o:(afbl)'
nastepme, ze JII rna 0:{a/b2) itd. Z uwagi jednak na nieskoriczona liczbe
Iych mozliwosei przeanalizowanle wszystklch wariantow Jest ruewyko
nalDe. Zamlast tego rozwaiamy. niejako tytulem testu. jeden lylko, za
to moiliy,ic najnJekorzystniejsz) z punktu wldzenla poszukiwan sprze
cznosci, przypadek. Konstruujemy g<:>podstawiajqc w formule a.
w rniejsce uwolnioneJ zrnieoncJ a takll zmiennCl indywiduow~. ktora
w rozwaianym segmencle dlagramu nigdzle dot~d nle rruala wolnego
wysl~pienla. Ten sam sposob argumenlacji zaslosowac m070a pay
wyjasnlaniu dyrektywy zawartej w regule (V 1).

Przejdzmy do rozwaienia kilku przyklad6w sprawdzania tautolo
gicznosci formul KWRP:



205204

(VO)

(10)

P(,. )_Q(,,)

P(x) Q(x)
m=n + I
m#n + 1

(VI)

VxQ(x)

Q (x)

-

2.

(1 1)

(VO)

(VO)

(10)

(I I)

M_ozemy utyC do podsto·
w,enio zmieonej x ponlewa;i
w obr~bie r01;potr~oneoo
Przypodku nie mloto
ono Zlldl)ycb wol nyc h
wystqp'en.

V"P(,,)

"P(X)

/ P(x)_Q(,,)

Pc,,) Q(x)

1.

(Vxp x)-VxQ(x»-v x (P(x)-Q(.t»)
VxP(x)-v"Q(.t.) Vx(.P(x). Q(,,) (J 0)

(4) ezy jest tautologia KWRP formula:
(Vx P{x) -+ Vx Q(x)) -+ Vx(P(x) -+ Q(X))?
1 0

Przerwijmy dalsza budowe diagramu. Na podstawie przytoczone
go wyze] jego poczatkowego fragmentu rnozna wnioskowac, l.e nigdy
nie osiagnierny stanu, kt6ry mozna by uznac za koncowy: ilekroc
bowiem zastosujemy regule (/\ 0) tylekroc obowiazani jestesmy wpro
wadzic kolejna, nowa zmienna xm• Pojawienie sie nowej zrniennej
wymaga z kolei powrotu do formuly poczatkowej izastosowanie raz
jeszcze reguly <V 0). Otrzymane w ten sposob nowe wyrazenie
rozpoczyna si~ od duzego kwantyfikatora i wymaga ponownego
uzycia reguly (/\ 0); wtedy pojawia sie w diagrarnie kolejna wolna
zmienna Xm + I' a wraz z roll koniecznosc powtorzenia opisanego cyklu
rozkladu formuty.

Na tej podsrawie, mimo ze nasza procedura nie pozwohla nam
uzyskac odpowiedzi na pytanie 0 tautologicznosc badanej formuly,
mozerny przeprowadzic pewne rozumowanie pomocnicze, ktore prze
kona nas 0 nietautologicznosci tej formuly.

Ustalmy w zbiorze zmiennych indywiduowych dowoJny porzadek
liniowy (kolejnosc), a nastepnie zadajmy na formulach atomowych
zbudowanych przy .uzyeiu predykatu R wartoseiowanie v:

Brak sprzecznosci, Formula nie jest tautologia, Kazde wartoscio
wanie ~rzypjsujitce ~artosc 1 formulom P(y) j Q(y), a formule P(z)
wariosc 0 falsyfikuje badana forrnule.

P(z)

2.--------~--------21,

Q(y)

P(y)-Q(y) 1\

P (it)-Q (;t) .~

Q(z)

J 0

VX l\yR(x, y)

l\.yR(xl,Y) ( VOl
R(x,. x2) (1\ 0)

l\yR(xz. y) (VOl

R(xz. xJ ) (I\O)

l\yR(xJ,y) (VO)

R{x3.x~) (1\.0)
· •
• ·• •

)\ xQ(x)vx l'(x)
1I(y),

( I 0)
(J 0)

(VI)

(A 0)

(I\.I)

(1\.1)

(1 I)

( ( 1)

(1 I)

1\x(p(x)-Q(x»+(Vx P(x)-" xQ(x»

I\x(p(lt)-Q(x» VT; p(x)-I\lt Q(x)

(5) ezy, ~est tautologia KWRP formula Vx I\y R(x. y)?
Zalozmy, ze rue:

] 0

P(y)1

Sprzecznosc wystapila w kazdyrn z rozpatrywanych przypadk6w
a zatem bad ana formula jest tautologia KWRP. .

(3) Czy Jest tautologia KWRP formula:
I\x(P(x) -+ Q(x)) -+ (Vx P{x) -+ I\x Q(x))'?
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TWIERDZENlE 2 Cl>v{ex} 1=KWRP{P, ,P} WTEoY r TYLKO WTEOY,
GOY <I> 1= Ii.YlRP "1ex.

TwIERDZENlE 3 <1> v { ,ex} l=K\VRP {~. "1~} WTEDY I TYLKO WTE
OY. GOY <1> 1= KWRPex.

Dowody tyeh twierdzen (semantycznych odpowiednikow twrer
dzen 0 dedukcji), w pelni anaiogiczne do przedstawionych w §2
rozdzialu II - pomijamy.

Przypomnijmy z kolei, ze regula nazywamy dowolny zbior par
postaci <<1>, {a.}), gdzie <1> stanowi zbior przeslanek, a formula a. wnio
sek reguly (por. uwagi 0 regulach w §2 rozdzialu 1). Jak w poprzednio
omawianych rachunkach, tak i tu wyrozniamy wsrod ogolu regul
reguly normalne i niezawodne.

DEFINICJA REGULY NORMALNF..J KWRP REGULA JEST NORMAL
NA NA GRUNCIE KWRP WTEOY f TYLKO WTEOY. GDY OLA DO.
WOLNEJ PARY (<1>. {ex}) NALEZJ\CEJ DO TEJ REGULY ZACHOOZI
WYNIKANfE: <1> ~ KWRpex.

DEFIN1CJA RE6ULY NIEZAWODNEJ KWRP REGULA JEST NIE.
ZAWOONA NA ORUNCIE KWRP WTEOY 1 TYLKO WTEDY. GOY OLA
KAZOEJ NALE~CEJ 00 NtEJ PARY (<I>, {ex}) ZAWSZE WTEOY, GOY
<I> JEST ZBfOREM TAUTOLOGII KWRP, FORMUlA ~ JEST ROWNIEZ
TAUTOLOGIJ\ TEGO RACHUNKU.

W komentarzu poprzedzajacym iemat I stwierdzilismy, ze zadne
wyrazenie sensowne jezyka KRZ nie jest wyrazeniem sensownym
jezyka KWRP. Z tego powodu oba rachunki nie maja zadnych
wspolnych regul, Ustalilisrny natorniast, ze wszystkie schematy formul
KRZ sa rownoczesnie bezkwantyfikatorowymi schematami formul
KWRP. Zatem na schematy regul KRZ mozemy patrzec jak na
schematy bezkwanryfikatorowych regul KWRP. Uwaga ta odnosi si~
oczywiscie tylko do tych regul, ktore schemat posiadaja (tj. elemen
tarnych),

Z uwagi na identyczna \V KRZ 1 KWRP charakterystyke prawdzi
wOSCIOWClwspolnych lID funktorow, jest oczywiste, ie schemat elemen
tarnej reguly normalnej z KRZ, rozwazany na gruncie KWRP. bedzie
takze reprezentowal regule norrnalna tego racbunku. Sformulujemy l~
obserwacje w kolejnym lernacie:

LEI\lIAT 2 KAZDA REGULA KWR P OPARTA NA SCHEMACJE ELE
MENTARNEJ REGUI.Y NORMAlNEJ KRZ JEST REGUl1\ NOR~1ALNJ\
KWRP.

, .. .
a wiec przy skonstruowaoym przez nas wartoS~JO~aolU v roz~azana
formula Jest obaJona. Zatern Vx /\y R(x, y) rue Jest tautologia.

Gdy procedura rozkladu wyradza sie w proces nieskonczony,
swiadczy LO- podoboie jak brak sprzecznosci w diagramie skonczo
nym - 0 nietautologicznosci badaoej formuly.

Przejdzmy z kolei do omowienia relacji wynikania w KWRP,
odwolujacej sie - podobnie jak jej odpowiedniki w innych rachun
kach logicznych - do pojecia spelniania, znanego nam z §2
rozdzialu I i tam scbarakteryzowanego.

DEFIl\'1CJA WYNlKANIA W KWRP ZE ZBIORU FORMUL <I> WYNlKA
NA GRUNCIE KWRP ZBI6R FORMUl 'J' (symboliczaie: <I> ~ KWRP 'f')
WTEOY I TYLKO WTEDY, GOY WSZELKIE WARToscrOWANIE KWRP
SPElNIAJJ\CE <I> SPElNIA TEZ ZBI6R 'J'.

Relacja wynikania w KWRP posiada wszystkie ogolne wlasnosci
om6wione w lema tach 3 - 7 w §2 rozdzialu 1. Przysluguja jej rowniez te
wlasnosci, ktore cechowaly analogiczna relacje zdefiniewana na grun
cie KRZ. Chodzi mianowicie 0 zaleznosci miedzy wynikaniem a irnpli
kacjCl i negacja ujete w twierdzenia 1- 3, §2 rozdzialu n. W zwiazku
z tyro, ze charakterystyka prawdziwoSciowa funktorow implikacji
inegacji w obu porownywanych rachunkach jest identyczna, twierdze
nia te, odpowiednio wystylizowane, okazuja sie prawdziwe rowniez na
terenie KWRP.

TwIERDZENIE t <1> v {ex} 1=KWRP ~ WTEOY 1 TYLKO WTEOY. GOY
<I> 1=KWRP ex - ~.

Wartosc wszystkich pozostalych formul atomo.wych przy war~o~ci~
waniu v Jest obojema; mozemy, dla ustalenia u~a~l, przYJ~?, ze
wszystkirn tym formuJom wartosciowani.e v przYPISUJ~ wartosc ~.

Rozwazajac dowolna zmienna indywiduowa at stwierdzarny, ze:

v(/\y R(ak, y)) = 0 gdyi mamy V(R(3t• ale+ 1)) = 0

Wobec dowolnosci zmiennej a .. rnozerny dalej uznac, ze takze:

v(V x /\y R{x, y))= 0
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co wobec punktu (I) regul rzadzacych prawidlowym podstawianiern
oznacza, ze rowniez formula (01 1\ 5z) (b/e) przy wartosciowaniu v
przyjrnuje wartosc O. Tak wiec i w tym przypadku dowodzona
rownosc jest prawdziwa.

Podobne rozumowanie nalezy przeprowadzic, gdy y jest wyraze
niem alternatywnym. implikacyjnym, negacyjnym CZ) kwamyfikato
rowym. Uzupelnjenie tej CZ~SCIdowodu pozostawiamy Czytelniko\\'i,
jako prosle, choeiai dosyc dlugle cwiczenlc. Wnlosek. klory z niego
wynlka. pozostaje \v sprzecznosci z zal07eniem: okazujl! sit;. ze ula
dowolnej formuly, wi~e j dla ex. zachodzj identycznosc (* I. Zatem:

v'(a.) = v(a,(b/c)) =O.

lstnieje \vi~c wartosciowanie (jest nim v') falsyfLkujl!ce formu It; Ct.. ktora
wobec tego nie jes[ tautologi!i. Sprlecznose .•

LEMAT 3 REGULA GENERALIZACJI (RG);
{({ex},{!\aex}):exELKWRP' a jest zmienna indywiduowa]
JEST REGULJ\ NLEZAWODNI\ KWRP.

DowOd. Zalozmy niewprosl, ie regula generalizacji nie jest niezwodna.
Oznacza to, ie pewDa formula exjest tautologili KWRP. natorniast
formula A bex (gdzie b jest pewnll zmienn'l indywiduow~) tautologill
nie jes~. Istrueje ~a.tem war~o~ciow~ni~ v'.~rzykt6ryrn: v(A bex)= 0,
Zgodnle z definlcJ~ wartosclowanla IstnleJe zmienna indywiduowa
c taka, Ze v(ex(b/c)) = O. Okreslmy teraz nowe wartosciowanic v'
zadajllc je na formu~ach atomowych nast~pujC!C<l rownosciq:

v/(p) = v(~(b/c)) dla dowolnej formuly atomo\vej p.

W kroku .indukcyjnym nalezy kolejno rozwazyc sytuacje, gdy r jes;
formula zlozona zbudowana przy uzyciu poszczegelnych stalych
logicznych: A, V. -., I, A, V.

1. Zalozmy, ze 'Y rna postac &1 A O2, oraz ie dowodzona identycz
nose zachodzi dla 01 i dla 02 (zalozenie indukcyjne).

1.1. Gdy V/(OI 1\ 02) = 1, wowczas wobec definicji wartosciowania
V'(Ol) = 1 i V'(02) = 1. Zgodnie 7 zalo.:ieniem indukcyjnym \ (01 (b/c)) =
= 1 oraz v(02(b/e}) = 1. Ponownic skorzystarny z definicji wartoscio
wawa: V(OI(b/c) 1\ 02eb/c)) = I Ta ostatnia rownosc. wobcc punktu (1)
regul rzadzacych prawidlowym podstawianiem, oznaeza, ie rowniez
formula (01 1\ &2) (b/c) przy wartosciowaniu v przyjmuje wartosc 1.
A zatem w rozwazanym przypadku dowodzona row nose zachodzi,

1.2. Gdy V/(OI 1\ 02) = 0, wowczas wobec definicji warrosciowania
V(OI) = 0 lub V/(02) =O. Z zalozenia indukcyjnego v(o,(b:c)) 0 lub
v(02(b/c») = O. Niezaleznie od tego, ktora z tych ewentualnosci zacho
dzi, stosujac definicje wartosciowania ustalamy. ie

V(y) = v(r(b/c)) dla dowolnej Iormuly y.

.Wyk.a~emy d.a1e~,rozumujac przez indukcje ze wzgledu ua siopien
zlozonoscl wyrazema sensownego, ze dla dowolnej formuly y zachodzi
analogiczny warunek, ezyh:

Lemar ten. pokrewny lernatowi I. jest bezposrednirn wnioskiem
7 definicji wartosciowania KWR P oraz definicji regul: elementarnej
I normalnej.

Przypomnijrny. ze w §2 rozdzialu Il (str 46) ustalilisrny, ze regula
odrywania 0 schemacie ({a .......~,ex}.{p}) jest regula normalna KRZ.
Na mocy lematu 2 mozemy w szczegolnosci wywnioskowac, ze regula
odrvwania jest regula normalna KWRP.

W dalszych rozwazaniach duza role odegra pewna nieelementarna
regula KWRP zwana reguJll generalizacji (RG). Tworza t~ regu1t:
wszystkie pary ksztaltu «(ex}, {Aaex}) gdzie a jest dowolna zrnienna
indywiduowa. Wlasnie z uwagi na dowolnosc owej zmiennej ..przepis"
tworzema poszczegolnych par nalezacych do reguly Die stanowi pary
podstawowej. Regula generalizacji ole Jest regula normalna. Zauwaz
my. ie wsrod par majacych wskazany wyzej schemat budowy jest
takze nastepujaca: < [Ptxj}. {Ax P(x)} >. dla ktorej nie zachodzi postu
lowane w definicji reguly nonnalnej wynikanie: P(x) ~ K'YRPA x P(x).
Aby sie 0 tyro przekonac, wystarczy rozwazye wartosciowanie v, ktore
formule P(x) przypisuje wartose 1. fonnule P(y) - wartosc O. zas
pozostalym formulom atomowym dowolna wartosc. Zgodnie z defini
cjClwartosciowania KWRP mamy: v(Ax P(x)) = O. a zatem istotnie:

P(x) ~KWRPAx P(x).

Wykaiemy natomiast, ze regula generalizacji jest niezawodna na
gruncie KWRP; ze jej wniosek "dziedziczy" Lautologicznosc prze
slanki.
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DEFINlCJA TEZV KWRP WVRA1ENIE SENSOWNE ex NAZYWAMY
TEZI\ SVSTEMU A.KSJOMATYCZNEGO KWRP WTBDV I TYLKO \VTE·
DV. GDY ISTNIEJE SKONCZONY CII\O FORMUL 'Yl' .... Yk (dowod),
KT6RBGO OSTATNIM \VYRAZEM JEST a.(y" = (X) I w KTORYM 00-
WOLNY WVRAZ JEST
ALBO (1) AKSJOMATEM OPARTYM NA JFDNYM Z1: SCHEMA'row

AKSJOMAT6w KWRP,

oraz specyficzna dla KWRP reguJ~ generalizacji:

(RG) ex
I\aex.

tylko pierwsza j druga sa aksjomataml KWRP, natorniast trzecia
aksjornatem juz rue jest. Nie spelnia ona bowiem dodatkowego
warunku, zgodnie z ktorym w wyrazeniu podstawionym w miejsce
metazrniennej ex zmienna indywiduowa podstawiona za metazrnienna
a rue moze bye wolna. Nalezy zatem starannie sprawdzac, czy forrnuly
podpadajace pod sehematy Ax. 14' lub Ax. IS' rzeczywiscie s,!
aksjomatami naszego systemu.

W systemic aksiomatycznym KWR P przyjmujemy dwie reguJy
pierwotne:

odziedziczona z K RZ regul{! odrywania:

(RO) (X...., P
(X

s c hem a l yak sj 0 mat 6 w KWRP

Ax. j ex-+ (r3 ...., P)
Ax. 2 (ex ...., p> ..... ((P -+ y) • (ex -+ -y»)
Ax. 3 (ex-t (P ....,y») ...., (P -+ (<< -+ y»)
Ax. 4 (ex-t (ex ....,P)) .-. (ex .... P)
Ax. 5 (ex 1\ P)...., (X

Ax. 6 (ex 1\ ~) -t P
Ax. 7 (ex .~) -+ (ex -. -y) -t (ex .... (~ 1\ y»))
Ax. 8 ex-+ (ex V P)
Ax. 9 P -+ (ex v P)
Ax. 10 (ex -+ y) -. {(p...., y).-. (a v P) -+ y))
Ax. 11 ( ,ex .... ,P) .....(P .....ex)
Ax. 12'" Aaex -+ ex(a/b)
Ax. 13' «-t Vaex
Ax. 14' I\a(ex-tp) .... (ex-->I\ap) 0 ile a n ie Jest wolne w ex
Ax. 15' I\a(ex-p)-+(Vaex-+p) 0 ire a nie jest wolne w p.

Poniewaz zbior wszystkich wyrazen sensownych KWRP (l: ). . k I KWRP
jest Dies onczony, na kaidym z pietnastu przytoczonych schemaiow
oprzec mozna nieskonczenie wiele aksjomat6w opisywanego systernu.
I tak. aksjomataml opartyrni na schemacie Ax. I sa miedzy innymi
nasl~puj'lce formuly:

I\x(P(y) -+ Q(x») -+ (P(y) -t 1\x Q(x»)
Ax(Vx VyR(x. y) .....P(x») - (Vx Vy R(x.y) .... l\xP(x»)
I\x(P(x) - Q(x)) -. (P(x) -t Ax Q(x»)

Vx P(x)- (Q(X) -+ Q(x»)

Ax Vy R(~y) -+ (Ax Vy R(y,x) I\x Vy R(y.x»)
iVX(P(X) V Q(x») -+ (S(x,y,z) S(x,y.z»).

. Szczegolna ~,:ag\! pO~ien Cz~~elnik .z\vr6cic na schemty 0 ogra
niczonej waznosci: k<. 14 1 Ax. 1). Sposrod trzech formul opartych
na schemaeie Ax. 14':

§3. System aksjomatyczny KWRP

Przystepujac do konstrukcji systemu aksjomatycznego d~a KWRP
pamietarny 0 tym, ic funk tory tego rachunku ?OSlano~rlJsmy rozu
rmec tak, jak \\ KRZ. W tym siarue rzeczy aksjomatyka K\VRP Jest
(podobnie jak \v S4) tylko rozszerzeniem aksjomaiyki przyjetej w §3
rozdzialu II dla KR7 Dolaczyrny do aksjomaryki KRZ cztery
schematy ijedna regule pierwotna zawierajaca syntaktyczna charakts,
rystyke kwantyfikatorev v.

Aksjomatem naszego systemu KWRP bedzie kazda formula po
wstajaca przez uszczegolowienie ktoregokolwiek z ponizszych schema
lOW. lj wpisarne \y miejsce wystepujacych \y rum greckich liter
dowolnych wyrazen sensownych KWRP oraz dowolnych zrmennych
indywiduowych w miejsce metazmiennych a, b:



Tak WI~C schernat reguly generalizacji jest wlasciwie schernatern
schema tow regul eiementarnycb. Podobna wlasnosc przysluguje tzw.
poprzedzonej regule generalizacji (PRG) 0 schemacie:

ex.-~
a rue jest woJna w~
ex -+ I\a~

Wykazemy, ie jest ona regula wyproYt'adzalnCl w K~RP budujac
schernat (z uwagi na zmienna generalizowanal schematow (z uwagi na
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a , ...,
l\y'X

a ,1\x ex.

ex
I\aa

nie jest regula elementarna. Mozna jednak patrzec na nia jak na sume
mnogosciowa nieskonczenie wielu regul elernenlamych 0 schematach:

DY I ,'YLKO WTEDY. GDY DLA DOWOLNI:.J NAI.ElI\Cf.J DO "lIE.!
PARY (<1>, {ex.}): ct> I-d-KWRrex..

Uzasadnienie wypro~adzalnosci w KWRP pewnej reguly zadanej
schematem sprowadza Sl~do wykazarua.ze ze schematow jej przesta
nek dowiedlny jest w KWRP jej wniosek. Ze wzgledu na taki a rue
may dobor schematow aksjomatow I regul prerwotnych naszego
aksJomalyczoego systernu KWRP oczywisty Jest

LEMAT 5 KAtDY SCHEMAT \VYPRO\VADZALNEJ REGULY ELEl'.fEN.
TARN£) W KRZJESTTEi SCHE~tATE~1 REGULY WYPROWADZAL'lJE)
KWRP.

Tak wiec przykladami regul wyprowadzalnych KWRP sa rniedzy
innyrni regula komutacji (RKoln), regula przechodnioSci implikacji
(RPT), regula poprzedzania (RP) i poprzedzona regula odrywania (PRO).
lch schematy i uzasadnienia wyprowadzalnosoi znajdzie Czytelnik
w §3 rozdzialu IT (str. 53 - 54).

W analogiczny sposob mozemy uzasadnic wyprowadzalnosc tych
regul KWRP, kt6re SW~ budowa przyporninaja regule generalizacji.
Z §2 tego rozdzialn zwracalismy uwage na Iakt, ze regula generalizacji
o schemacie:

ALBO (2) PO\\'SIAL 7 POPRZEDZAJ,\CYCH GO WYRAZ6W TEGO CIJ\'
Gl PR7EZ ZASTOSOWANlE REGULY ODRYWANIA LUB
REGULY GENERAIIZACJt.

Dowodzenie tez przebiega w KWRP analogicznie jak w rachun
kach dotychczas omowionych I znajduje podobny wyraz ?TafiCZD}.
Wiemy jednak, ze praktyczmej jest dowo~c s c h ~ malo w 1 e z
I temu problemowi poswiecirny teraz chwile uwagi. .

Przede wszystkim ujrnijmy w lernat 0CZY\VlStl! konsekwen:Jy fak~u,
ie kazdv schemat aksjomatow KRZ Jest rei schematem aksjornatow
KWRP: a jedyna regula pierwotna systemu ~ksjomatycznego KRZ
jest rownoczesnie regula pierwoma systemu aksjornatycznego KWRP:

L£MAT 4 KA1DY SCHF.fvtAT TEZ KRZ JEST SCHEMATEM lEZ
KWRP.

Tak wiec podane w §3 rozdzialu II schematy dowodow schema tow
tez (T I) ex.-+ ex oraz (T 2) ex -+ (p -+ ex.).zachowuja swa waznosc rowniez
na gruncie KWRP.

Podobnie jak w kazdyrn z wczesnlej przedstawionych rachunkow
logieznych, proces dowodzenia schematow tez w KWRP mozna
skrocrc i uczynic bardzrej przejrzystym, gdy dopusci sie rnozliwosc
stosowama dodatkowych srodkow dowodowych w postaci gotowycb
tez I regul wyprowadzalnych (por. uwagi na ten temat w §3 rozdzia
Iu 1). Przeniesrny \VI~Cna teren KWRP dwa przydatne pojecia: relacji
dowiedlnosci i reguly wyprowadzalnej.

DEFIl\ICJA RELACJI DO\VlEDLNOSCJ \V KWRP FORMULA ex.JEST
DO\VIEDLNA \V KWRP ZE ZBIORU FORMUL <l> (symbolicznie:
<l> I-d-KWRPex.) \VTEDY I TYLKO WTEDY, GDY rSTNIEJE SKONCZONY
CI-,\G FORMl L 'Y, •... , 'Yk' KT6REGO OSTATNIM WYRAZEM JEST
aCYl = ex.) I \V KT6RYM DOWOLNY WYRAZ JEST.
ALBO (1) ELEMFNTEM ZBIORU <l> (ZALOZENIEM),
ALBO (2) AKSJOMATFM OPARTYM NA JEDNlrM ZE SCHEMAT6w

AKSJOtvtAT6w KWRP,
ALBO (3) POWSTAL Z POPRZEDZAJt\CYCH GO WYRAZ6w TEGO CIJ\

au PRZB7 ZASTOSOWANJE REGULY ODRYW'ANIA LUB
REGULY GI!NERALfZACJl.

DEFINICJA REGULY \\'YPROWADZALNEJ w KWRP REGULA JEST
WYPROWADZALNA W SYSTEMl!::. AKSJOMATYCZNYM KWRP WTE-



~~MAT6 (i) <%> I- d-KWRpa. WTEDY I TYLKO W'fEOY. GOY <l> I-kwRpa.:
(II) 01-KWRpa WTEOY I TYLKO WTFDY, GDY ex JFSfTEZJ\_ KWRP:
(iii) <n I- KWRP <1>;
(iv) JSSLI <Ill- KWRP 'P ORAZ 'P I- KWRPQ, TO <l> I- KWRPQ;

(v) JESL! <I> I- KWRpCXORAZ <J> c: '¥. TO '¥ I- KWRpa..

Pamietamy, jak wazna i praktycznie przydatna wlasnoscia relacji
inferencji w KRZ byla zaleznosc wyrazona w twierdzeniu 0 dedukcji
wprost. Semantyczny odpowiednik tego twierdzenia nie doznal na
gruneie KWRP zadnych ograniczeri. Moina byloby si~ Wl~C spodzie
wac. ze rowniez syntaktyczna wersja tego twierdzenia zachowa waz
nose w ornawianym rachunku. Okazuje sre jednak, ze w wypowiedzi
twierdzenia 0 dedukcji wprost nalezy poczynic pewue zastrzezenia,
aby stalo Sl~one dowiedlne srodkarni KWRP Zastrzezenia te dotycza
mozliwosci korzystania z reguly generalizacji w toku dedukcji uzasad
niajacej dowiedlnosc ~ ze zbioru zalozen <l> u {IX} .

TWJERDZENIE 4 JEiELI <l> u {\1.}I-u-K\\'RPP OR,\Z ZJ.1IE!'I:NE POD
LEGAJ,",Cr:: GENERALIZACJI W TOKU DEOUKCJI UZASADNIAJI\CEJ
ZACHODZENIE TEJ RELACJI NIE SI\ WOLNE W IX, TO <J> rKWRP'X -+ ~.

Dowod. Zalozmy, ze <l>u{<Y}I-d-KWRP~ oraz, ze wszystkie zmien-
ne generalizowane w toku dedukcji uzasadniajacej zachodzenie tej
relacji nie s~ wolne w c. Zgodnie z definicja relacji dowiedlnosci
w KWRP istnieJe skoriczony ciag Iormul uzasadniajacy dowiedlnosc
P ze zbioru <l>u {ex}.Niech W tym ciagu (ormuly o , .. ,IXn ze zbioru $,
tworzace zbior 'fI, pelnia role zalozeri. A zatem formula ~ jest
dowiedlna ze zbioru If' v {IX}. Oznacza to istnienie skoriczonego ciagu

DEFINICJA RELACJI INFERENCJl W KWRP FORMULA cx JEST
INFEROWA,LNA \v KWRP ZF ZBIORU FQRMUL CI> (symbolicznie:
ct> I- K\YRI'CX)WTEOY r TYLKO WrEOY, GDY rSfJ"NIEJE SJ<ONCZONY
CIJ\G \VYRAZI.N SENSOWNYCH 'Y l' -.., I'k' KTOREGO OSTATNIM Wy
RAZi:.M JEST ex(y.. = ex) I W KTORYM OOWQLNY WYRAZ JEST:
ALBO (1) ELEMENTF.M ZBIORU <l> (ZALOZENJEM),

Wyposazeni w dodatkowe srodki dowodowe. jednym rylko przy
kladem zilustrujerny proces dowodzenia schernatow tez w aksjorna
tycznym systemic KWRP. Wykazerny mianowicie:

(T25) /\a lex -+ ...,Vaex prawo de Morgana
I. /\a ICX lex Ax. 12111 \1./-,a., b/a
2. (/\ a 1\1. I IX)-+ (a .... 1/\ a lex) T 6 a./I\a la, ~/cx
3. a-+ ll\a la RO 2. J
4. /\a(a -+ -,/\a lCX) RG 3
5_ j\a(cx-+ l/\a lcx) ....(Vaa-+ I/\a la) Ax. 15' p/I/\alcx

U wag a! Zmienna a
nie jest wolna w I/\ala,
wiec przytoczony
tu schemat istotnie jest
schematem aksjomatu.

6. Vacx -+ lj\a lcx RO 5, 6
7. (Va:¥. -+ ..,/\ ala) -+ (/\ a lcx -+ I Va'X) T 6 a./V a a.. PI/\ a ICX
8. /\a IIX .... IVaa. RO 7, 6.

Wzbogacajac definicje relacji dowiedlnosci nowymi srodkami do
wodowymi, przeksztalcarny j~ w definicje relacji inferencji na gruncie
KWRP.

2. /\ a(cx-+ ~)

3. /\a(cx -+ ~) -+ (c -+ /\ap)

4. CX-+/\a~

ALBO (2) TEZI\ KWRP (w SZC7E(jC>LNOSCI - AKSJOMATEM OPAR.
TYM NA KTORYMS 7F SCHFMATOW AKSIOMATO\V
KWRP),

ALBO (3) POWSTAJE Z POPRZFOZAJI\CYCI-I GO WYRAZOW CII\GU
PRZEZ ZASTOSO\VANlf REGULY OORYW,\NIA REGL/LY
GENERALIZACJJ ALBO DOWOL"EJ REGlJL'y WYPROWA
OZALNEJ W KWRP

Relacji inferencji w KWRP przysluguja wszystkie ogolne wlasnosci
ornow,ione w lematacb 8 - J 1§3 rozdzialu T.Wyrnierimy je w kolejnym
lernacie:

zalozenie
Z a s t r z e i e n i e:
a Ole jest wolna w cx!
RG 1
Ax. 14' - z uwagi na uczynione w
kroku J zastrzezenle
RO 3.2

1. ex-+~

wyrazenia sensowne 'X. ~) uzasadnien dowiedlnosci jej wniosku ze
zbioru jej przeslanek:

215214

- ------ - - --
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(I) Wykaicmy. ie (T26J Aa(a- P)-<Aaa- AIl~)jest· chcmatem
lez K\\'RP, \\: tym eclu najpierw dowiedziem\', ie lachodzi relacja
dowiedlnosci: {Aa(a -+ ~),I\aa}I-d-K\\RPAn~
I. Aa(a. ... 13) zalol.cnie

(
•,
t

i•

i

..
l

T\V1ER07I!:NIE 5 JF.~ELI (l>u [e} L {A IA} OR1 I d-K\\'RP I" I' AZ Zfo.I18NNE
P,OOlE~o\Jt\CI:. GE:-:ERA1.1l.ACJI w TOKU DEDUKCJI lfu\SAO:
~IAJt\CEJ ZACHODZF.~tE TEJ RELACJI NIH 5J\ WOLNE W' 7., TO
<l> ~ KWRP-, a.

T"" IF.ROZI:;r\'T£6 J ElELI <l>u {O .,~} L {A ., A' " ., .d-ICWRP ...· .../ OR,\Z ZMIEN·
~,E POD_LLGAJ,<\CE GENERALIZI\CJI W' TOKU DF-DUKeJI U7..\SAD-
NI \J '\CEJ ZACHODZENIE TE.} RELACJI NIE S,\ Y,'OLNH W 'l, TO
<l> ~ .. \VR,.a.

P~nle\\.a7.. mimo ograniczen, jakim podlegajq, twierdzcnia 0 de
dukcji maja pew ne znaczenie dla praktyki dowodowei na te
KWRP t ' '. . • 'J rcnJc!. przy o~yrn)' jeszcze, podobnie jak to uczynilisrny w KRZ
wynikajace 1 nich uzyteczne wnioski: •

;':"IF.RDZ;"IE 0 DEDUKCJI ,"'PROST (TO'\1 DL-\ K\VRP JF.7..EL1
I I' .... CXk} I-d-Ii.WRPP ORA7 Z~IIF"""E PODLFG~J ,CE GEl'\ER/\Lr.
Z-\CJI w TOKlJ DFDUKCJI UZA5ADNIAJt\CPJ lACHOO/ENIH TFJ
RhlACJI NrE Sit WOlNL W i'ADNI-J Zl: STANOWIf\C'YCH 7.AtO~HNIA
FOR"'I lJL a,l' .... a... TO 0 I Ii.war:X1 ...... ( .. (~.. • Pl...),
SIAHE T\~l£ROZE:\JE 0 OI::OUKC.JJ :-tl[,,'PROST (STO ...·) 0'
K\\'RP J { , ,........,\

EZell al ..... ak'p}~d-K\\RP{'Y. I'Y} ORAZ ZMIENNE
PODLEGAJ!\CE GENrlRALI7..ACJI Y,I TOK U OEOU~CJI UZASAD
NIAJ,\CEl ZACHODZE:-';IE TEl RELACJI NfF. St\ \\'OL;-.lE W lAI)..
!\"EJ ZE STANO\\'IJ\CYCH ZALOZENIA FOR~IUl ~I' ....Il.t..~. TO
o~K~R..al - (."(~k- lfi) ...),

MOC1'olE TWIEROZE:\lt: 0 OEDUKCJl ~IE\\'PROSr (l'rlTOl'\) DL\
K\'RP JF.zELI ~al,....ak' "~}J-d-I(\\RP~'Y .. y; ORAZ Z~fIENNE
POD1.EGAJ,\CE GENl:RALI7.AOI \\' TOKL" OEDUKCJI UZ.\SAD.
NI,\JJ\CEJ ZACHODZFNIE 'J'EJ RI~l.ACJI 1\1E 5,\ WOLNE \\' I'.AD
NEJ ZE STANO\\IJ\C''a'CH z.\l02ENIA FORP-fUl'" '" n TO

'o4Lt' ..., ""'t'" ..,.o J-K\\V:%I ......(... (Ct\ -. P)... ),

A oto prlyklad) Sloso\\'ania t\vierdzcn 0 dcdukcji \\' KWR P:

r
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(ostatni \\ yraz to formula ~ -~) i \\'ykazuje_my stosuj,!~, indukcje
7, uwagi na budowe ciagu Il. Ie n uzasadnia lnrc~o\\'alnos, formuly
Ct _ ~ zc zbioru zalozen 'P, Dow od ten prowadZl~~' tak samo jak
dowod iwicrdzenia 4 \\ §3 rozdzialu (I uzupclniajac go wszakze
nastepujacym punklem. .'

(4) Jesli formula ym znalazla sie w ciagu n [ako '" ynik ~toso\\'anla
reguly gcneralizacji z uwagi na pc""n~ zmicn.~~ a do pcwncJ. formuly t,
(t < rn), \\,0\\,C7.as i;= I\ay" Dla indukcji ~kJad.amy. ~c .~ormu!a
IX _ t. rna juz w ciagu n uzasadnieni:. POnle\\'a~ zal~~).hsm?·, ze
generalizow ane w ciagu n zmienne, a wiec w szczegolnosci I z~llenna
a nie Sll wolne w a.. zatem mozerny skorzystac l poprzedzonej reguly
generalizacji dla uzasadnienia przejscia od formuly a....,· 'YI do formuly
a ... "(m' TYll1 samym kazde wyrazcnie znalazlo si~ '" ciagu n_ z uzasad
nienicm dcpuszczanym przez definicje inferencji. Ciag n Jest zatem
dowodcrn inferowalnosci a - ~ Ie zbioru formul ql. A ponicwaz
\f' c (I'. wiec wobec lematu 6(\') wnioskujemy, ze $~I{\\RI,a - P •

ZaU\Va7ft1Y. ze w wypowiedzi twierdzenia 4 znalazla ~i~jeszcze
jedna drobna zmiana w porownaniu z pierwowzorem. jakirn Jest
twierdzenie 4 z §3 rozdzialu II. Oloi, zarniast zakladac, lC p jest
i n fer 0 \\ a Inc z <1> U tel}. prlyj~lisnlY, ie jest one z tego lbioru
d 0 \\. i e din c, Ta korekla nic ma \\'obec lemalu 6(1) iadnego
istotncgo 7J1aC'lcnia. Dzi~ki nicj moili\\'c jest natomiast jasne sformu
lo\\'anic \\'arullku dotyclitCego sposobu \\'yst~po\\'ania niektorych
zmicnnych \\' formulc II. Gdyb);my \\' \\'ypO\\iC-dli (\\'ierdzcnia 'laloiy
Ii, ie <1' U {~}l-KWItPI3.\\'O\\'czas zamiast rno\\ it 0 zmicnnych generali
zo\\'anych y.' toku do\\'odu, musielibysrny nieprccyzyjnie za~trzegac. ze
chodzi 0 zmicnnc wi~zanc k""ant)likalOrami \\' \\'yniku ui.ycia regul
wypro\\ad/alnych pochodnych wzgl~dem reguly generalil.3cji.

l'\\'icrd/cnia 0 dedukcji nic\\'prost podlegaj~ lemu samemu ogranj
C'zeniu, co t\\'icrdzcnic 0 dedukcji '\'prost. Poza tym ich do\\'ody
przcbicgaj'l analogicznic jak do\vody t\\'ierdzen 5 i 6 z §3 rozdzialu II:
do\\'ody Ie pomlnlemy.

(0) a ~ ,., a-'YI·~-·'Y,··· .. a-'Yl·I' 2'····:....n' -

11' Y 'Y \\' ktoryrn 'Y = A, a ktory uzasadnia te do\viedlnosc. Ciag. I····'~· l. I' dkcn zbudowany jest wylqcznie pray uzyciu pie", oinych sro 0\\'

do\\'odo\\'ych. Tworzymy teraz now)'. pochodny wzgledcrn Il, ciag
forrnul 0:
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II. ,(a v (\ap) -+ ,(\ap

8. ,(a v (\ap) -+ ,a.
9. ,a
10. ((\aP-(a v I\a~))-+( l(a V !\ap)-+ ,I\a~)

4. 0: V P
5. a-+(a v (\ap)
6. (\ap -+ (a v (\ap)
7. (a-+(a v (\a~))-+( l(a v (\ap)-+ -'0:)

(3) Wykazemy, ze gdy zachodzi (a(b/a») (a/b) = a formula (T 28)
1\ao:(b/a) -+ 1\bo: zwana prawem przemiaDO~1'wania zmiennych
zwilllanycb jest schematem tez KWRP. W tyro celu dowredzicmy,
ze: {I\aa(b/a)} I-d-K\\'RP!\ba.

1 (\ aa(b/a) zalozenie
2. (\ao:(b/a) -+ (0: (b/a») (alb) Ax. 12'" a/o:(bja)
3. (o:(b/a») (a/b) [=a] RO 2,1 (por. zatoienie)
4. !\ba RG 3

Jak widac, usuni~ta przez podstawianje zmienna lodywiduo\va
b nie mOle w zaloieruu wyst~po\vac Jako zmieDna \volna Sti!d.
jako ze Jest to jedyna zmienna generalizo\vana \', toku dowodu.

Ax. t 2'"
a/a V p, b/a
RO 3, I
Ax. 8 Pll\ap
Ax. 9 ~I(\ap
T7 Pia v
v I\ap
RO 7, 5
RO 8, 2
T7 al(\ap.
P/o: v!\ap
RO 10, 6

(2) Wykazerny, ze (T27) (\a(o: V ~) .....{a V (\a~),gdy zmienna. a ~e
jest wolna w ~jest scbemtem tez KWRP. W tym.celu d~wtedzle
my, ze ze zbioru {(\a(a v ~),i(a v (\a~)} dowiedlna Jest para
forrnul sprzecznych,
I. (\a(a v ~)
2. ,(t:X V (\a~)
3. (\a(o: v ~)-+ (0: V ~)

14. ,P -+ 10:
15. (, P -+ la) -+ (a -+ ~)
16. 0: ..... ~
17. (a-+ P) -+ ((P-+ P) -+ (0: V ~) -+ P))
18. (P -+ P) -+ {Co:v P) -+ s)
19. ~-+P
20. (0: V P) -+ P
21. P
22. I\ap

RO II. 2
T 2 (1./, ('I.,
P/ ,p
RO 13. 9
Ax. 11 alP, Pia
RO 15. 14
Ax. 10 yiP
RO 17, 16
T 1 alP
RO 18, 19
RO 21, 4
RG 21

W wierszach 1.2i 22 wyst~piJa para forrnul sprzecznych. Przejscie
od k?nkretn~J do dowoJnej pary formul sprzeezoych, wobec
obowl~,z~wanJa. praw~ przepel~i~nia (T 9), nie nastrecea iadnych
trudnosci, Mozna W1QC ptzYJ<lC, ze wykazaJismy wlasnie, ze
{!\a(a v .~),lCa v I\ap)} I- d KWRP {"I, '~/}. Przygotowuj(!C sie do
Sloso:van1a MTDN sprawdzmy jeszcze status jedynej generahzo,
wa~eJ w dedukcji zmiennej a w zalozeniach (w. 1 I 2). Otoz
zrruenna ~ z. uw~gi na k~ztalt zalozen i uczynione co do forrnuly
a zastrzezenJe (ze a me jest W niej wolna), rue rnoze miec
W ~dny~ z za.lozen wolnego Wyst'lpienia. Stad, na mocy 'v1TDN
wnloskuJemy, ze gdy z m i e n n a ani e maw 0 I nyc h
w y S t a pie ri w 0:, !\a(a v P) -4 (0: v !\a~) Jest schematemtez KWRP.zalozenie

zatozenie

12. ,(\ap
]3. 'a .....(,p -+ ,a)

') /\ a a zalozenie
_. A) Ax. 12'11 ala -+ A, b/a3. /\ a{a _. ~) -+ (a -+ ,., ,.,
4. a .....P RO 3, 1

Ax. 12'11 b/a5. /\ an -+ a
RO 5, 26. a

A RO 4, 67. ,.,
8. /\ apR G 7 ... 1 dzi
Wykazalismy, ze istotnie wskazana. relacja dow~ed!Jl0scl zac 10 ZI.

Nalezy jeszcze sprawdzic, ezy spelniony Jest t~e ~ar~ne.k dodat
kowy. od kt6rego w rewnej mierze zaJeiy rnoZli~osc uzycia :OW.
Chodzi 0 to. jaki jest status zrmennych generaIlZo.~anych w ~?ku
dedukcji \V jego zalozernach. W naszej ?cdukcJI sto~owahS~y
regule generalizacji rylko raz wzgledern zml~~eJa. ~ytamy WI.~C,
ezy zrmenna ta nie miala wolnych wystClP,len I,V ktorym.kol~lek
z zalozeri (wiersze 1 i2). Ksztalt tych wyraien (oba za~ynaJ<l Sl~od
duzego kwantyfikatora dotyczacego wlasnie zmiennej a) przeko~~
je nas, ze w zadnym z nich zrnienna .a nie 'rna wolny~h wyst<!_Plen.
Moina wiec stosowac TOW, skutkiem czego bedzie uznauie za
schemat tez KWRP: (\a(a _. P) .....(I\aa -+ (\ap).
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prawo rozdzlelnosci v
\vzg1~em A

prawo l2lcznosci dla v

prawo idempotencji dJa v
prawo przemiennosci dla v
prawe lacznosci dJa v

TWfERDl.El'<lE 7 (0 PEl.NOSCI DLA KWRP) DLA OOWOLNEGO
WYRA7ENIA SENSOWNEGO cxJ~ZYKA KWRP: cxJEST TE7f\ KWRP
WTFI)Y I TYLKO WTEDY. GOY cxJEST TAUTOLOGIt\ KWRP.

Dowod. Aby wykazac, ie
(I) Kazda teza KWRP jest r6wnoczesnie tautologi~ tego rachun

ku. wyslarc-.lYsprawdzic. ze:

§4. Twierdzenie 0 pelnosci dla KWRP

Na zakonczenie rozwazan 0 inferencji w KWRP odnotujrny, ze
i tutaj obowiazuje lernat

LEl\1AT 7 JESLI <J>U{CX}I-KWRP'Y ORAZ $U{P}I-KwRPY' TO
<J>u{cxV P} I-I\.WRf"(.

Oow6d lematu 7 z uwagi na ograniczenia, jakim podlegaja w KWRP
twierdzenia 0 dedukcji, nie moze bye przeprowadzony tak, jak bylo to
zrobione w KRZ. Nie napotykamy natorniast zadnych przeszkod, gdy
zechcemy poprowadzic go tak sarno jak 'It' L3.

Kolejny przyklad niech stanowi dla Czytelni~~ ostrzeienie. przed
nieuwaznym siosowaniem twierdzen 0 dedukcji, w szczegolnosci
zanicdbywaniem sprawdzania, ezy warunek detyczacy statusu zrmen
nych generalizowanych w zatozeniach jest spelniony.

(4) Latwo wykazac, ze: {ex}I-d K\VRP!\aex. Swiadczy 0 tym nastepuja
cy dwuelementowy ciag:
1. ex zalozenie
2. /\aex RG 1
Na tej podstawie jednak me moiemy uznac cx-t /\acx za schemat
tez KWRP. gdyz nie rna iadncj gwarancji, ze zmienna a w zaloze
niu nie wystepuje jako zmienna wolna. Co wiecej, wiadomo, ze
pewna wedle tego schernatu zbudowana formula (por. przyklad
2 z §2 tego rozdzialu) nie jest tauiologia KWRP.

I0 ka~dy schema.t Ax. 1- Ax, IS' jest scbematem tautologii oraz, ze
2 obie reguly pierwotne systemu aksjomatycznego K WRP s nie-

zawodne. "

. Jezeli :hodzi 0 ,1~> to Czyielruk, ktory przeprowadzil JUz dowod
twierdzenia 0 peJnOS~1dla KRZ. moze w tyrn rniejscu, powolujac Sl~na
lemat J, wyk~rzystac,dotychczasowe ustalenia dotyczace schema low
Ax. I - Ax. 11 J poddac sprawdzeniu jcdynie cztery schematy kwantyfi
katorowe: Ax. (2'" - Ax. IS'.

Co si~ tyczy 2°, to zauwazmy, ie konieczne sprawdzenia zostaly juz
przeprowadzone: z lem~~u ~ wiemy, ie regula generalizacji Jest
niezawodna, niezawodnosc zas reguly odrywania wynika z lernatu 2,
przykladu 1 ze strony 46 i twrerdzenia I z §2 rozdzialu I

Uzasadniamy z kolei fakt, ze
(II) Kazda tautologia KWRP jest zarazern teza systemu aksjoma

tycznego KWRP.
W kazdym z ezterech dotychczas przedstawionyeh rachunk6w

logicznych, ~owodUlc twierdzenia 0 pelnosci, posJugiwalismy si~
metoda henkinowska w wersji korzyslaj'lCej z twierdzenia 0 relatyw
nych nadsystemach zupelnych. Tyrn razem zastosujemy inna wersje
- pochodzaca od J. Reichbacha.

Podstawowa idea dla obu wersji jest [a sarna: skonstruowac takie
warloscio~anie, ~t6~ falsyfikuje dana nie-teze. Roznica sprowadza s,~
do. ,tego. ze w UJ~lU .zaproponowanyrn przez Assera konstruujemy
zbior formul przy takim wartosciowaniu weryfikowanych. natomiast
w ujeciu Reichbacha budujerny zbior Iormul falsyfikowanych przez to
wartosciowanie.

Zanim cale rozumowanie tworzace dowod drugiej CZ~SCI twierdze
nia 0 pelnosci dla KWRP przedstawimy Czytelnikowi W szczeg6lach.
przypornnimy tu kilka schernatow tez KRZ. ktore (por. Jemat 4) Set

, # •

rownoczesnie schematarni tez KWR P. Bedziemy z nich korzystac
W toku dowodu:
(A) (ex v ex) -+ ex
(8) (ex v ~)-t (~ V ex
(C) ex v (~ v y) -+ (cx v 13) v Y
(C') (ex v 13) v y -t ex v (13 v y)

(D) ex A (13 V y») -t (cx V 13) A (ex V y»)

mozemy skorzystac z TWO - na jego mocy (T 28) jest schematem
tez KWRP.

_-==--
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ktory spelnia trzy nast~p\.lj'lec postulaty:
I Wyrazcm poezCj,tkowym cillgu I: • niech b~dz1e formula (X(Yo= (X).

.Uzasadnienie ich wyprowadzalnosci w KRZ nie nastreczy uwaz-
nemu Czytelnikowi zadnych trudnosci. .

Po tych wstepnych uwagach zalozmy dla dowodu, ze ~w~a
iautologia KWRP: IX, nie jest teza tego rachunku. W~stkle wyrazenla
sensowne j~zyka KWRP uszeregujmy w dowolny elqg

I: - = 'Yo. y, , y2> •••

(x(DK)

(x V P. (x V P
COAl(x

(OK)

(xV~ (Xvp
..,(X ..,p
p, <X

O'.l\p (XI\P
(x, P

(DA)

(E) (XV l((
(F) rl(X 1\ 'l(()
(G) (x 1\ (x -+ ~»)-+ p
(H) (0' -+ ~) .... (y .... (X) (oy -+ ~») sylogizm hipotctyczny

«() «x -+ ~) -t (y V (X) (y V ~)) paradoks implikacji

~~)t<:~a~i!\av -,~»)- a praworezolucji .

b d takze nastepujace schematy kwaniyfikatorowe:Pomoene ~ ~ nam y

(Ll /\ ae(b/a) -+ !\ be (T 28)
'est w o l n a w formule (x(M) g d y z rn i e n n a a 0 i e J

/\ a«X v P) .... {(x V !\ bo ) (T 27)
{N)!\ai(X ......lVa(( (T25) .

Wykorzystywac bedziemy takze wyprowadzalne w KRZ (a W1C(C

i 'II KWRP - por. lernat 5) reguly: delCl~nia .~Jterna~ywy (DA),
opuszczania a1ternatywy (OA).dol'lczania koniunkcji (DK) Iopuszcza
nia koniunkcji (OK) 0 schematach:

2 Jezeli y" = !\ap, wowczas niech YkTI = p(a/b), gdzie zmrcnna
b jest taka zmienna indywiduoy.,~, ktora w zadnym z dotychczas
wymienionycb wyrazow ciagu I: ' (tj. Yo,... , Y1;)nie miala wolnych• •wystapien.

3° Jezeh YI<= ""Vap, wtedy niech 'YI<",= ip(alb), gdzie zrruenna
b jest taka zrnienna indywlduoWlb ktora w zadnym 7. dotychczas
wyrnienionych wyrazow ciagu I: . (tj. 'Yo. "', Yk)nie miala wolnych
wystapien,

Odnotujmy, ze wskazanie takiej zmiennej, 0 jakiej mowa w punktacb
2' i 3°, jest zawsze mozliwe, poruewaz w skoriczone] hczbie formul,
z ktorych kazda rna skonczona dlugosc. wystapic moze tylko skoricze
rue wiele zmiennycb indywiduowycb. podczas gdy zbior ich Jest
meskoriczony. Zawsze \V1~Cw takim nieskoriezonym zbiorze uda Sl~
wskazac zmienna, ktora spelniac bedzie postawiony przez nas waru
nek.

Z got owego juz ciagu I: - wybierzemy teraz podciag:

<I> = 60.0,.62 ....

stosujac przy doborze jego kolejnych wyrazow nastepujace zasady:
I Pierwszym wyrazem ciagu <l> jest Yo(Oo= Yo= (X).
2 Wyraz 'Ykz ciagu 1:- wlaczamy do podciagu <l> jako jego m + 1

wyraz (0," 1- 1= YIJ wtedy i tylko wtedy, gdy wraz z dotychczas
wlaczonymi do <1> wyrazeniarm °0,°1, ...• om tworzy on altcrnalYw~
00 v ... V om V Yk' ktora n I e J est l e z ~ akSJomatycznego
systemu KWRP.

Jezeli natorniast [aka alternatywa j est t e z II KWRP, wyrazu 'fk
nie wlaczamy do ciagu <1>, lecz sprawdzamy, ,ezy nastepny, 't« . I-SZY
wyraz speloia postawiony warunek 2°,

Utworzony w opisany wyzej sposob ciag $ posiada dwie istotne
dla dalszych naszych rozwazan wlasnosci:

LE~1AT 8 (I) ZAONA ALThR"lATYWA t.JTWORZO="A ZE SKO:\iCZO.
NEJ LICZB,' WYRAZO\V Clt\GU $ "lIE JEST TEL\ KWRP.
(2) JEZELI P¢$. TO OLA PFWNEJ LICZUY Ni\TURALNfJ m ,\LTER-

NA1'YWA 60 v ... V om V P JEST TEZI\ KWRP

Dow6d. (I) Przypuscmy, ie pewna alteroatY\Va PI V ... V ~n uty.'OrlO
na ze skonezonej liczby formul nalei~cych do (J) jest tezlt K \VR P
Wsrod skladnikow tej alternaty\vy IstnJeJe takl. ktory ". ci~gu <I> rna

prawo wylaczarua v
przed 1\

prawo wylCiczonego. s~odka
pcawo niesprzecznosci
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(00 V ... V o~V ~) 1\ (00 V •.• V 0,- V r).
Poslugujac si{l schematem tez (OJ) woioskowac rnozemy, ze takze

(00 V ••• V Ok) V (P 1\ y)
Jest teZCl.co wobec faktu, ie \vszystkie skladnikl tej altemalywy nalei-4
do <1>. Jest sprzeczne z lematem 8(1).

(2 - ii) Zaloimy teraz, ie ~ e <I>(gdj YE<I>- rozumo\\'anie analogi
czne). Ponadto, dla dowodu niewprosl, nlech BAY f <1>. Z u\vagi
na lemat 8(2) istnieje taka hczba k. dJa ktorej alternacywa
00 V •.. V Ok V (13 A r) jest te~ KWR P. PosluguJ~c Sl~ schematem (0)
wyprowadzarny st~d wniosek, ie lez~ KWR P jest takze

(00 V '" V Ok V ~) 1\ (00 V ••. V Ok V y).
Korzystajetc z reguly opuszczania koniunkcji (OK) \vykazuJemy. ie
forDluJa 00 V ... V Ok V P tez jesl tez .. omawianego rachunku. Ponle
wai jednak wszystkie czlony tej alternalywy nalei:t do 11>, popadamy
w sprzecznosc z lematem 8(1).

tywy (DA) i schem.at.y (B), (C), (C') wykaierny. ze altematywa
00 ~ ... V .~kV -, P tez Jest teZll. K W R P. Na mocy rcguty dol~czanla
koniunkeji (OK) teza KWRp Jest takie:

(00 V ..• V 0k V ~) 1\ (00 V '" V Ok v,P)
Poslugujac sie schematem tez (0') wykazac mozemy dalej, ze i

(00 V .•. V 0,,) V (P 1\ I P)
Jest teza. TeZClwszakze jest tez (F) -,(P 1\ -'P). zas reguta opuszczania
aJternatywy (OA) pozwala stad wnioskowac. ze powinno bye teza
takze 00 V ... vOlt. co wobec faktu, ie wszystkic skladnikl tej alterna
ty\vy naleza do <1>,jest sprzeczne z lematem 8( I).

(2 - i) Zalozmy, ze PAY e CI>, a nadto, ze ani ~, ani y do <I>nie
naleza. ZWaZywszy na lemat 8(2), stwierdzamy. ze Istnicj'l takie dwie
liczby naturalne: k oraz m, ze 00 Y '" V OlrV P oraz 00 V .. V 0 V Y
SCl tezarni KWRP. Przyjmijmy, ze k ~ m (dla k < m rozumowan~ jest
analogiczne). Regula dolaczania alternatywy (OA) i scbematy (B), (C).
(C) umozliwiaja nam wykazanie, ie rowrtiei 00 V '" V Ok V 'Y jest teza
KWRP. Na rnocy reguly dolqczania koniuukcji (OK) teza KWRP jest
takze:

I h N · h wskaznikiem tvrn bedziewskaznik \vy'i.szy od pozosta yen. ICC. .' 0 )
k ttzn jeden z czlonow alternatywy, powiedzmy ~J' Jest ~vyra~ern ~.

\ . 0 V b OCZJWlste Jest, zeWClrny pod uwage alternatywe 0 V ... k' R' t t
,n· n, C {o .... o}. Skoro altematywa ~J V .•. V fJn jes . eza
I fJ,· .• , fJnJ 0' 10. 0 ° a to z uwagi naKWR P to Jest nia takze alternatywa 0 V •., Vir..

regule dolllczanla alternatywy (OA) i scbem~t~ te~o(~~~; ~~~~Tr~k~~
ostatnie stwierdzenie pozostaje w sprzecznosci Z -

podciagu <1>. • •
• . • R A- <1> Formula ~ rna naturalnie swoje miejsce("» Zalozmy, ze fJ 'F . ••

:- ~ ~ d: g ten zawiera wszystkie wyrazenia sensownew ciagu L. g yz era " I ,..
KWRP. Nle~h Wl~CP = Yk' Konstruujac ci~g <1>, g~y JUz za l~zY..lsm.y
do Diego pewna liczbe wyraz6w (co najmniej 00, ktore z zalozenia me

s: 0 bi rzemy pod uwage formule Ykjest teza). powiedzrny Uo' .... m' ie . Sk
I sprawdzamy. czy nadaje Sl~ ona na kolejony wyraz ciagu <1>....oro
. k zal : I' y ze n J. <t> to zgodnie z 2 zasada konstru kcji ciagujedna za ozy Ism , . fJ 'F • (.l' t
<1>. musialo si~ okazac, i.e alternatywa 00 V ... V om V fJ Jest eza
KWRP.

W kolejnym lemacie sforrnulujemy w.arunki, ktore musi spelniac
formula zlozona, 0 ile jest elernentem ciagu <1>:

LEMAT 9 (1) lPe<l> WT\V. GDY P~<l>
(2) P 1\ ye<t> WTW. GOY pe<l> LUB re<1>
(3) ~ V ye<l> WTW. GOY pe<1> ORAZ reel>
(4) ~ -+ Y E<1>WTW, GOY ~ ¢ <I>ORAZ r e ell
(5) l\ape<1> WTW. GDY OLA PEWNEJ ZMrENNEJ INDY\VIOUOWEJ

b: p(a/b) e <I>
(6) Vape<l> WTy'I, GOY OLA KAioEJ ZMIENNEJ JNDY\VlDUOWEJ b:

p(a/b)E<I>

DowOd. (l-i) Zaloimy, ie lPE<I> i niewprost. ie P.E<I> ~g~dnie
z lematem 8(1) formula P v l ~ jako alternatywa skonczoneJ hczby
wyrazow Clllgu <I>rue jest tez~ KWRP, co jest sprzeczne z (E).

(I-ii) Zalozmy. ie P¢<1>i niewprost: ..,PtI<t>. Wobec lematu 8(2}
istniejl! Lakie dwie Iiczby naturalne: k oral. m, ze alternatywy
00 V ••• V Ok V P oraz 00 V .., V Om V ,P ob~e ~tl t~zami KY"R~
Przyjmijmy. ze k > m (dla k < m rozurnowanJe blegnle analoglczDIC,
natomiast przypadek k = m jest, z uwagi oa schemat (K) i lemal 8( I),
wykluczony). Stosuj'lC (w rnia~ pOlrzcby) regul~ dol'l-czania allerna-
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((00 V ... V 0..) V (p 1\ (P -+ y»)) -+ (8 V ~
o '" V Uk V 'Y)

jest teza KWRP. Poniewai jej poprzednik k . . ... . ,Ja stwlerdZJl!smy uncletez jest teza, na mocy reguJy odrywania t' •.J • lo 0 P" eza Jest I nast~pnlk'
o v.... V k ~ y. oniewaz wszyslkie czlony tej ostatnie] alternat .

naleza do zbioru 4>, popadarny w sprzec . , I ywy. . . .. lOose z emalem 8( J).
(5- .') Nle~b /\a~e<l>. PrzYJmlJ~y. ze formula ta jest k-tyrn w ra-

zem. cl~g~ .<1>. s, = /\ap. Przypuscmy dalej, i.e formula ta figu~uje
W cragu z numerem m: y = /\a It Zgodnl'e z ok '1 .

'. • m jJ. res enrern tego
ostatrnego ciagu, koleJnym jego \vyrazem z numer"m m ' J
f, I A( /b) .'''''' . Jestormu a jJ.a . przy czym Zffilenna b nie wyst'lpila jako zmienn
wolna w zadnym z wczesnie'szych wyrazo'w ~- C I ao ° :J L.. zy a rernatywa
.0 V .:. V k V p(a/b) moie bye lezll KWRp? Gdyby ta altcrnatyv,:a
Istot~le . ~yla tez&. na mocy reguly generalizacjl byloby lei tezq.
::razenle. (\ ~(BoV ... V 0k v p(a/b»). PonjewaZ zmienna b nie jest wol-

w wyra~eruu 00 V '" V Olt' wi~c na mocy schemalu (M) na miano
lezy z~sfuglwalaby rowniez fornlula (00 V ... V Ok) V /\bp(a, b). Ko
rzystaJllc ze schematu (1) \v wersji, \V ktorej: a,j\bp(a b), PIl\ap.
ylo? V ... V ~k oraz z, (L) /\ b~(a/b) _ /\ap j reguJy odrywanla (RO,.
mozemy wruoskowac. ie formula

(00 v ... V Bk V /\bp(afb))-+(50 V ... v ()k V j\ap).
jes~ le~ KWRP. Bior(l.c pod uwag~ poprzednie roz\\'azania. musieli
bysmy t~iuznae za tez~ 00 V ... V 0.. V j\ a p. Poruewai w'szystkie
Cllo,ny tej ostatniej alternaty\vy nalez~ do <1>. popadlibysmy w sprzecz
nosc z lcmalem 8 (J). A by lej sprzecznosci uniknf:lc. musimy uznae. ie
formula 00 V ... V Bit V ~(a/b) nie jest le7.4. Skoro tak, (0 \\'yraienic
P(a/b) oaJeiy wl'lczyc do ci:tgu <1> Jako jego k + l-szy "'yra7_ Tym

mocy reguly dolaczauia koruunkcji (DK) t K .
eza W R P JCSt r' '.O\\'nlcz:

(00 v ... V 0.. V P) 1\ (0 V V ~ ((.I )o '" Uk V P -+ y) •
Poslugujac sie schernatem tez (D') wnio k ' .

S owac mozemy, ze i
(00 V ... V Ok) V (p 1\ (P _ y»)

jest tez.~ rozwaianego rachunku. Skorzyst' . .
w wersji w ktorej: t'X/(P 1\ (P -+ y»), PI ~~~y teraz l~schematu (T)
(P 1\ (P -+ y)) -+ y i reguly odrywania (~o~)°bv,,, VOle. oraz Z (G)
formula ' a Y wywnlosko\vac, ze

(3 - i) Zall)Zmy. ze ~ V YE <1> i przyjrnijmy ni~\\1prost, ze rownoczes
nie P f <]l (gdy y ¢ <1> - rozumowame analogiczne). Zwazywszy na
lemat 8(2) istnieje taka liczba k, ze 00 v .. V Ok V ~ Jest=~W~P:
Stosujac regule dolaczama ahernatywy (DA) wnioskujemy, le r?wolez
(00 V ••• V B\ V ~) V Y jest teza KW RP. natomiast poslugujac sre
schematern (C') wyprowadzarny dalszy wniosek, ze teza tego rachunku
jest takze 00 V .. V ... V Ok V (~ V y). Popadamy w.owczas .w. sprzecz
nose z lcmatem 8( I). poniewaz wszystkie czlony leJ ostatruej alterna-
l)'\Vy naleza do (I).

(3-ii) Zalozmy, ie ~E<1> oraz, ze ye<t>. a .na~t?, dla ~owodu
niewprost, ze ~ V Y ¢(p. Zgodnie z lematem 8(2) ISl~leJe ~aka liczba k,
ze 00 V ... V 0.. V (~ V Y) Jest ieza KWRP Poslugujac Sl~ s~hemate~
(C) wyprowadzarny stad wruosek. ze lCU! tego ra~hunku. J~Sl lakze
00 V .. V Ol V ~ V y. Poruewaz wszystkie czlony teJ ostatruej alterna
tywy naleza do <1>, popadamy w sprzecznosc z lernatem 8(1).

(4-i) Zalozmy, ze p-ye<t> I niewprost, ze: PE<1> lub yf<1>·
Rozpa trzrny najpierw mozliwosc, ze ~e <1>.

(A) Zgodnie z lematem 8( I), zadna skonczona alternatywa wyra
zo"'· ciagu <t> nie jest teza KWR P W szczegolnosci nie moze bye wiec
teZ<lP V (~ -+ y). co jest sprzeczne ze stwierdzeniem. ie schemat (J) jest
scbematem lez KWRP.

(B) Gd) y ¢<l>. z u\\'agi na lemat 8(2) istniec mus) taka hczba k. dla
klorej °0 V ." V Ok V Yjest lezq KWRP. KorzyslaJ~c zc schematu (1)
w wersji, \V klorej: aly. ~/p-+ '(. ,(/00 V .•• V Ok oraz z (T2) y - (~ -+ y)
I reguly odrywanta (RO), moielny wnioskowae, ie formula

(00 v ... V Ok V y) - (80 V ... V Ok V (P -+ y»)
jest lezq KWRP. Porue,vaZ popncdnik jej. jak stwierdzHismy wyiej,
lei jest le~. WI~ na mocy reguly odrywarua jest lez<l rowntei:
nast~pnik: 00 V ... V 0.. V (P -+ y). Ponie\vaZ wszystkie cztony teJ osta
tniej altcrnalYWY nale4 do 4>. popadamy w sprzecznosc z lema
tern 8( 1).

(4-ii) Zatoi:my. ze ~¢<I>. YE<1>. a dla do\vodu nlc\vprost. ie
~ -+ "(¢<1>. Z uwagj ns Icmat S(2). is(nlej~ takie liczby naturalne k oraz
m, ze 00 V ... V Ok V ~ i 00 V .. V Om V (P -+ '() s~ tezami KWRP.
Przypomnijmy. ie: k ~ m (dla k < rn rozumowanie jest anaJogiczne).
Regula dol'lczania allernaly\vy (DA) i schematy (8). (C), (e/) umoZli
wiaj~ \"ykazanie. Ze laue: 00 V .. V Ok V (P -+ y) jest tczll KWR P Na
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(00 V ... V Ok) V (/\ b ., p(a/b).

Korzystajac ze schematu (I) W werSji: (Xj/\ b~(aJb) 13//\ a
y/oo V ... V Ok oraz Z (L) !\b "~(ajb) -+!\a.,~ , I' P.
(RO). mozerny wnioskowac, ze formula I regu y odrywanla

(00 V ... V Ok V /\b l~(ajb») -+ (00 V '" V Ok V !\a -'13)
jest teza KWRP. Ponownje wykorzystUj'Clc (I) tyrn razem (N' .. 0 . wraz z )
wnosJmkr' z~ 1 0 '! '" V Ok V l Va P jest teza KWRP. Poniewaz
wszyst re czrony teJ alternatywy naLe4 do <I> dochodz' d

. . .' imy 0 sprze-cznosci z lematem 8(1). Aby teJ Sprzecznosci unikn~l.I. m . .
. ~~, usirny uznac,ze formula 00 V '" V Ok V ll3(a/b) teza nie jest. Zgodnie • dk k ", it\ " z zasa arm
onstru OJIciagu w wyrazems "1pea/b) nalezy don wJ'lceyc jak °

Skoro wiec "13~a/b)E<f). to wobec punktu J dowodzonego ~e~;l~
p(a/b) ¢ <1>,a to Jest sprzeczne z przyj~tynl zatoieniem,

Znajac wlascosci oiagu <1>, okreslamy z kolei odwzorowanie
v:LKWRP -+ {O,I}, tak aby spelniato nast~puJ:tcy warunek.

v(l3)=df {OJ gdy P E <l>
13¢<t>

K~~ystaj~c z lematu 9 \,rykazujemy. ie odwzorowanie v jest
wartosclowanlem KWRP. Latwe uzasadnienie (ego faktu pozosta\via
my Czytelnikowi, ogranjczaj~c si~ do rozpalrzenia lytulem przykladu
przypadku negacji i malego kwantylikatora.

Neg a c j a. Zaloimy, ie v(-,y) = O. St(ld wobec okreslenia
~dwzorowania v: -'YE<1>,Na mocy punktu I Jematu 9 Jesl rak wtedy
J ty~O w~edy, gdy y ¢<1>. Ponownie korzystaJllc z delinlcji funkcji
V ';DloskuJemy, ze v(y) = 1. Zalotmy z kolei, ie zachodzi ,,( -, Y) = 1.
Wowczas ly;<I>. Z punktu 1 lematu 9: YE<t>,co oznacza w mysl
definicjj v, .ie v(y) = 0.

Mat y k wan t y f i kat 0 r. Gdy veVay) - t, wowczas
Vay ¢ <1>,Zgodnie z punktem 6 lematu 9, iSlnieje imicnna Indywiduo
wa b, taka, ze y(a/b)¢"<1>,Oznacza to, wObec dclinicji v, ie zachod.li
v(,,(a/b») = 1. Jesli natomiasl veVay) = 0, \",tcdy rnamy ValECJ). St~d.

... V 0.. V ., 13(a/b)). Poniewaz zmienna b nie jest wi.o ' 0 na W wyrazenJu00 V ... V Ie' wiec na mocy tezy (M) na miano tezy za I "J b
r6wniei altematywa s ugrwa a y

k \" istnienie takiej zmiennej indywiduowej b, dlasamym wy aza Isn1Y
ktorej ~(a/b)E(1). , . id i b chodzi:

(5 - ii) Zalozmy, ze dla pewnej zmiennej indywi ~oweJ za 21,
, uscmy dla dowodu niewprost, ze /\a~¢(1), Wo-

~~:le~~l~ P87~Pistnieje taka liczba ~at~ralna k, ze wyrazh'enie
/\

A' . KWRP Wezrruemy pod uwage sc emato v ... V 0", v ap Jest teza , ' jb) /0 0
(1) ale iym razem Vv wersji, w ktore]: aj /\ a~, ~/p(a 'd'Y 0 v, .., (~Ol<)

. '. (A 12"') /\ a A -+ p(ajb) oraz regury 0 rywarua ,Korzystajac z x. p

mozerny stwierdzic. ze formula

(00 v .. V Ok V /\a~) -+ (00 V ... V 0.. V ~(a/b»)

'est teza KWRP, Jej poprzednik jest reza, a wiec na mocy r~gu~
~drywania jest nia takze formula 00 V ... V s, '! p(ajb). Ponlew~
wszystkie czlony tej ostatniej alternatywy naleza do <1>, powstaje
sprzecznosc 2 lema tern 8(1). .. . . .

(6- i) Przypuscrny, if dla pewnej zmiennej lndywldu0v:'eJ ~ ~acho
dzj· ~(a/b)¢<l> ito mimo, ze Va~E<1>. Wobec lematu 8(2) istmeje taka
liczba naturalna k, zc: 00 V ... V 0" V ~(a/b) jest teza K~P, 1 znow~
bierzemy pod uwage schemat (f), tym razem w wersj 1 w ktorej:
a/~(a/b), ~/Va~, y/oo V .. , V Ok' Korzystajacz(~~, ~3')~(a/b) -+ Vap
oraz reguly odrywania (RO) mozemy stwierdzic, ze formula

(00 V ... V 0", V ~(ajb)) -+ (00 V ... V Olt V Vap)

jest teza KWRP. Poprzednik tej formuly jest teza, a wiec na mo~y
reguly odrywania jest nia takze formula 00 V ... V 0lt V Va~. Ponle
wai wszyslkie skladniki teJ ostatoiej alternatywy nale4 do <1>,powsta-
je sprzecznosc z lematem 8(1), .

(6 - ii) Zaloimy, ie dla ktidej zmiennej indywiduowej b zachodZl:
~(a/b)E(1). Dowod poprowadzimy niewprost i dlatego zaloiymy do
datkowo, ie Va ~¢ <1>, Z u\vagi na pierwszy punkt dowodzoneg~
wlasnie lematu oznacza to, ze ., Val3 E<1>,Ta ostatnia formula mUSl

miee swoj numer zarowno w ciC}gu<I> (niecb l Va ~ = 81.:)' jak i w cillg~
l:- (powiedzmy, ie lVa~ = Ym). Zgodnie z zasadami konstru~cJl
tego ostatniego ci~gu, kolejnym jego wyrazem z numerem m + ~,Jest
formula I ~(a/b), przy czym znlienna b nie wyst~pila jak0 zmlenna
wolna w iadnym z wczeslliejszych wyraz6w ci~gu :E,-. Czy alternatywa
80 v ...V Ok V l ~(a/b) moze bye te~ KWRP? leieLi tak, to na
mocy reguly generalizacji by~aby tei tezll fonnula /\ b(oo V ...
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1. Arystoteles byl uczniem Platona .
2 Kazdy rok rna 365 dni.
J. Wszystlde planety aaszego Ukladu Sioneczncgo.
4. Co to jest ,,megalomap_ia"?
5. Dnieje.
6. Zamyka6 drzwi!
7. U g6ry pracuj4
8. NieupowaZnionym WSl\lP wzbroniony.
9. Parasol nos i pay pog0daic.
10. Mikolaj Kopernik byi pierwszym I~urcatem nagrody Nobla w dzicdziDlI) flZ)'ki.
II. Nieprawda, ie Iwy SI! trawoieme.
12. Liczba 38 dzieli sj~ przez 7 lub liczba 38 Die dzieli si~ przez 1.
13. SJconczylem czytac i wyszedlem z biblioteki.
14. JeSli cizJs jest szesnasty, to pojutrze jest dztcwi~lnasty.
15. Gdy suma cyfr danej Iiczby dzieli si~ przez lezy. 10 rowniei dana hczba dzieli si~

przez trzy.
16. Mysl~, wi~ jestem.
17. Jesli telegram byl wyslany i nie zostal doreezony, 10 s~;adCly to 0 zlym dzialaniu

poczty.

18. Jesli dzis pojd~ na Kopiec Kosciuszkr, to nie ld<li{: przeczytac tel ksiazki ib¢~ci j4
mogI oddac dopiero we czwartek.

19. JeSli jest chlcdno, to wloz~ plaszez, a jeSli pada, wezrne parasol i kalosze,
20. Njeprawda~ ze odleglosc 2 Gdanska do Krakowa Jest wi~ks7.a nil odlegtoSt

z Krakowa de Gdanska,
21. JeSli nieprawda, ze wyjeid1..aDl do Londynu lub ze wyjeidzam do Parjza, 10

nieprawda, ie wyjeidiam do Londynu i nieprawda, 1.e wyjeZd1!amdo Pary1.l1.
22. Jcsli spotkarny si~ po wykladach, 10 0 lie pora nie ~d1.ie zbyt p6ina i dostaniemy

bilety, 10 mourny iS6 do rearru lub do kina.
23. Jesli zdam egzaminy, zgromadze odpowlcdme runduszc j dostane paszport, t~

sP\ld~ wak:acje nad Amazoilkl!, 0 He nie ~~ nual innej, 3trakcyjnicjszej propozYCjI.
24. Odprowl!.~ ci~ skore jui siQ wybierasz
25. Pociag do l.odzi KaJis.ldcj odjezdza z toru 2a przy peronie I 0 godzinie J 1.10.

•

.Przetiumacz" ponizsze wypowiedzi na jfzyk KRZ/l f, iL3:

Zadania

. . 1 matu 9 wnioskujerny, ze dla dowoJne~
odwolujac Sl~d? punk.tu ~ e( Ib) e <1>, co oznacza, ze dla dowolnejzmiennej indywiduowej b. y a

zmiennej indy.~iduowej ~: v/Y;::~ll:. o~ktorej zalozylismy, ze jest
Przypornnijmy teraz, ze 0 . '" Zgodnie wiec. ierwszy wyraz clClgu w.

tautologiil. KWRP, ~t~nowl'aP V' v(a.) = O.Wykazalisrny w ten sposob,
z o~reS~e~lem war.t~sclow~nlKWRP faisyfikuj<lce (1. Ta sprzecznosc
ze istmeje wartoscJ?wanle. in . . dJa klasycznego wezszego
zamyka dow6d twierdzenia 0 pe OSCI

rachunku predykat6w •
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I. Wszystko przemija,
2. Nic rue trwa wiecznic,
3. Ziemia jest planeta.
4. Planets jest cialcm mebicskim
5, Niektore ciala niebieskie s~ wrdoczne z Ziemi.
6. Tylko obickty bliskre SCI widzialne.
7. Nieprawda, ie wszystkie obiekty bliskic s~ widzialnc.
8. Istniejq obiekty bliskie, ktcre nie S<I widzialne,
9 Kazde cialo niebicskie jest W ciagtym ruchu,
10. Nie tylko ciala niebieskie SCIw ciaglym ruchu
J 1 Wszysll..o Jest w ciaglym ruchu
12. Kazdy ma jakicgos przcwodnika.
13. Nie WS1.yscymajq wspolncgo przewodnika,
14. Nit! istrneje kIOS. kto jest wspolnyrn przewodnikiem wszystkich.
15 Kazdy jesl cz)'lms przewodnikiem,
16. ISlnieje ktos, kio nie ma zadnego przewodnika.
17. Kopernik byl astronomem
18. Kazdy aSlrOnom jesl zwolennikiem jakiejs leoni.
19. Nic iSlniejc tcoria. klorej 7.wolcnnlkami byliby \vszyscy astronomowie.
20. ISlnicje leona, kloru nie ma zwolennikew wsr6d astronOmew.
21. ISlnicjc lcoria, k\6rcj :rwolennikami sq Iylko astronomowie.
22. Jednl astronomowte gloSJ.4 ullde pogilldy, ktorych inni Bstrononlowie nie po.

dziclsj'l.

Lp Formula w KRZ w l\iT w L3I p"'p
2 p ViP

+3 - -pl\ -'P
4 P- IP
5 P--'-'p
6 -'-'p-p
7 ,-,("p-p)
8 -,(p " ,p) +9 ,(p ...... p) + -

10 (p-+ -'P)-+IP
J I (lp -+ p) _ p
12 (p -+ lp) -+p)- p
13 (p- -,p) .....Cip- p)
14 l(p V p) V P
15 I(P-+ "lp) v ,Clp-p)
16 (p x q) .....p
17 (p 1\ q) -+ q
18 (p V q) .....P
19 (p ....q) -+ P
20 (p .....q)-+ q
21 p .....(p v q)
22 q -(p v q)
23 p .....(p " q)
24 p .....(p-+ q)
25 q -+(p .... 'I)
26 p -+ (q -+ q)
27 (p " q) .....(q 1\ p)
28 (p v q)-(q v p)
29 (p -+ q) -+ (lq -+ lp) + + +30 (p ......-'q) -+ ('I -+ -,p)
31 (-,p ......'I)'" (-,'1.......p)
32 (lp -+ lq) .....(q -0 p) + - +33 (p 1\ q)-+ (1'1 " -,p)
34 (p v q) -+ (-,q v -,p)
35 l(p -- q) .... (lp -+ ,q)

.Przetlumacz" ponizsze "'YPolviedzi na j€zyk K WRP:

Ustal. czy jest lauto[ogiq:

planecic.
23. iaden astronorn nie dostrzegl 1.adnych P "';aw' .

•, J' Ow tyola na .' d24. iaden astronom nie policzyl wszystkich gWiaui' 1.8 nej
25. Nie tylko gwiazdy swicC4 .

..Przetlumacz' poniisze wypowiedzi
L3 (~V(!rsjllrozszerzona'[Sa:

I. Mozhwe, 7e wybiore si~ \v podroz balonem dook~la swia~. 0

2. Jest komcczne, by miara surny k<tlO ....• w kwadracie wynoslla 360
3. Mozliwe, 7.e bedzie padac, a mozliwe, ie OIC.

4. Konicczne JCSt. zebys tam poszedl Iub zatclefo~o~. • . .
5. Je.Sh nic Jest mozhwe dzis nasze spotkanie, 10 konJ~~e m~y ~~aczyc SJ~~utr~.
6. Je.ShJan zachorowal, 10 rnozliwe, ie dostarue goraczki I rnozliwe, ze jutro rue pOJdzie

do praey. . . • koni . b .
7 Jesli \vyst<lPlla gorqczka lub inne niepokojace Obj3WY. 10 orueczne jest, Y pacjent

pozostal ..... loiku I nadal przyjmowal .Ieki... .. . ..
8. Nieprawda, i.e jest mozhwe odtworzenie zbiorew Biblioteki Aleksandryjskie] lub

uprawianie ryZu nn Ksiezycu . .
9 JeSli konieczna Jcst operacja, to 0 ilc moihwy bedzie transport chorego, to zableg

zostanie przeprowadzony W szpualu w POro80Ju..
10. Mozhwe, 7e konieczne bedzie ponowienie ekspertyzy,
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Formula w t.3 \\ S4Lp

I Op-p, P-op
•

•
+ '!""3 p- 0 P

4 ¢p .....P
5 op .... ¢p
6 ¢p-op
7 op--DDp
8 ¢Op ... ¢p
9 D(p V -,p)
10 oP v DIP
1 I DO p ....op
12 01'-+00 p

Ustal. czy jest t(luc%giq:

Lp Formula w KRZ w INT w L3
79 (p - (q v rl) -0 (p -, q) v (p -+ r»)
80 (p -. (q -+ e») -+ ~(P1\ q) ....r)
81 ~P-+ (q -+ r)~-+ (p v q) -+ r)
82 (p 1\ q) -+ r -+ (p ....(q ... r»)
83 ~(Pv q) -+ r) ... (p ... (q .....r»)
84 (p A q) -- r) .... ~(P 1\ ir) ... iq)
85 (p 1\ q) .... r) .....(p A Iq)"" it)
86 (p 1\ iq) .... Ir) ... {(p 1\ r) -+ q)
87 (p 1\ q) A r) - (p 1\ (q A r»)
88 (p v q) v r) .....(p v (q II r»)
89 {(p--+ q) -+ r) -+ [p ....(q -+ r»)
90 [p 1\ (q 1\ r»)... (p A q) 1\ r)
91 [p v (q v r») -+ (p v q) v r)
92 (p 1\ (q V r») .....(p 1\ q) v (p 1\ e»)
93 [p v (q 1\ r») -0 (p V qj 1\ (p V r»)
94 ~(p1\ q) V (p 1\ r») -. (p 1\ ('1 v r»)
95 (p v q) " (p v rl) .... [p v (q 1\ r»)
96 (p v '"lP) II (q v iq») v (p .....q)
97 tP .....(I(p 1\ q) A I(p 1\ r»)
98 (p _, q) - (p 1\ r) -0 (q 1\ rl)
99 (p ~ q)--+(p v r) - ('1 v r»)
100 (p - q) .....(p - r) -' (q ....r»
101 (p ... q) .....(Ir .....p) ....(r --+ ql)
102 ((p _, q) 1\ (r ... s»)- (Cr ..... p) --+ (s - q»

I

IIp Formula wKRZ w rNT w L3 136 '(p v q)- ( lp v "lq)
~
I

.17 1(p v q) ....(lp 1\ ""'q)
38 l(p " q) -+ ( 1 p" I q)

•39 l(p 1\ q) -+ ( I P v ,q)
010 ("lPI\ IqJ-+l(pl\q)

J41 ( lp V lq) ... l(p v q) I42 (,p 1\ iq) -+ 1(1' v q)
43 ("lp v iq) -->l(p 1\ q)

I
44 ( IP -. "lq) ~ l(p .....q)
45 (p ... (P .....q») -. (p -->qJ
46 (Cp -- q) A q) -+ p

1
47 (ep - q) 1\ iq) - lp
48 P_(""'tp_q)
49 lp-(p_q)
50 (p -q) -«p -+ "lq) - ,p)
51 (lP-q' ....(lp-->'q) tp)

I52 (p -. q) .....( i P -+ q)-->q]
S3 (Cp _. q) -+ p) ... p

lS4 (p -+ q) .....q) -. «(q-+ p) -+ p)
S5 ~-q) v (q -. pl

156 p - (p -+ (p - q))) .....(p -+ (p • q»)
57 (p .....q)-elP v q)
58 ( ., p v q) -+ (p .....q)
59 ( p - q) .....(p v q)
60 (p v q)-Cip-q)

I61 (p .....q) - r(p 1\ ,q)
62 1(1' 1\ Iq) ......(p~ q)

I63 lep ....q) -+ (p 1\ iq)
64 i(p .....q)-(lIP 1\ lq)
65 I l(p_q)_(p_ Ilq)
66 (1'1\ iq)- i(p_q)
67 (p v q) .....(Cp -+ q) ....q)
68 (p -+ q) .....q) .... (p v q)

•69 (p -+ q) -< (q - r) .....(p -+ r»)
70 (Cp .... q) 1\ (q - rl) -> (p -+ r)
71 «(I'.....q) -. (q -+ r») -+ (p -+ r)
72 (q -+ r) .... ((I' -+ q) -+ (I' - r»)
73 (p .....(q - r) -+ (q - (p .....r»)
74 (p -, q).... (p ... r) .....(p .....(q 1\ r)~
75 (p -+ r) -+ i(q .....r) -+ (p V q) .. r)
76 ~P ... (q -+ r») ..... ((I' -+ q) -- (p _ rl)
77 (p • q) -. (P -. r»)- (p - (q • r»)
78 (p .....(q 1\ rl) .... (Cp .....q) 1\ (p -+ r»)

1234
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•

•

Lp Formula KWRP

1 AxP{x)- P(y)
2 PCy) .... '/\x P(x}
3 V x P(x) ~ P(y)
4 P(y) - Vx P(x}
5 /\x P{x) ....V yP(y)
6 /\x(P(X) -/\yP(y»)
7 V x(P{x).... /\y P(y»)
8 /\xNyP(y)"" P(x})
9 VxNyp(y) ....P{x»)
10 /\x --,P(x) - I/\XP(X}
II -, /\ xP(x) +T:x -, P(x)
12 V x -rp(x) - IV xP(x)
13 -,VxP(x) - Vx -,P(x)
14 /\ x -, P(x.)- IV xP(x)
15 -,VxP(x)-/\x -,P(x)
16 Vx "'lP(x)- I/\XP(x)
17 -,/\xP(x) .....Vx -'P(x)
18 /\ x(P(x) ....Q(x»)....(/\ xPIx) -+ /\ xQ(x»)
19 Ax(P(x) 1\ Q(x)~....(/\x P(x) A /\x Q(x»)
20 /\x(P{x) v Q(x)) ....((\xP(x) v /\xQ(lt»)
21 V x(P(x) ... Q(x»)....(VxPCx).....V xQ(x»)
22 V x(P(x) 1\ Q(x»)- (VxP(x) " V xQ(x»)

•

Ustal, czy jest tautoloqia w KWRP:

Lp Formula w L3 w S4

56 "'OOp-OOip
57 00 -,p ....--, 0 OP
58 , 0 01'- 0 O-,p
59 00"'1'- -'00 I'
60 -,oOp .... OO-,p
61 -,O(pvq)-(..,OP/\ "'Oq)
62 (lOp" -,Oq} .....-,O(pvq)
63 IO(P A V-(IOp v -'Oq)
64 (-'Opv -,OV .....-'O(p1\ q)

•

•

Lp Formula w L3 w S4

13 OP-OQp
14 o OP - OP
15 o P- OOP
16 001'- 001'
17 OOp-+OOp
18 OIP- "'OP
19 -'Op-Olp
20 O-'P"'IOP
21 -,0 p ....O'p
n o -,p - lOp
23 'Op-OlP
24 o 'p'" "'OP
25 lOP ....0 IP
26 0(1' ....q) - (Op - Oq)
27 O(p A q)-(Op" Oq)
28 O(p v q)-COp v oq)
29 o (p ... q) - ( 0 p .... 0 q)
30 O(p" q)-+(O p 1\ 0 q]
31 o (p v q) ....( 0 p v 0 q)
32 (Op ....Oq) ....O(p ....q)
33 (01' /\ Oq) .....O(p 1\ q)
34 (01' v Oq) ....0(1' v q)
35 (0 1'''''' 0 q) - 0 (p ....q)
36 ( 0 P 1\ 0 q) - 0 (p A q)
37 ( 0 I' v 0 q) - 0 (I' v q)
38 (0 I'_. 0 q) - O(p -+q)
39 OP-OOOP
40 01' __.000 I'
41 OOOP-Op
42 o o o e....Op
43 Op-OOOP
44 OP-OOOP
45 oOOP- Op
46 OOOp-Op
47 OOp ....oOOOp
48 o Op .....000 OP
49 oOOOp .....o o e
50 OoOOP- 001'
51 o OP- ,0 0 0 OP
52 000 P- OOP
53 OOp .... -,OO.,p
54 10 0 lp ....OOp
55 OOIP .... -,O 01'
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Lp Schcmat reguly w KRZ w TNT w L3

J or.

or.v~

2 ~

avp

3 or.

or.lI~

4 p
aAp

5 or.
a_'~

Sprawdi, czy jest schematem reguly normalnej:

Lp Formula KWRP

59 /\x /\y R(x. y) .... V y R(y, y)
60 /\x Vy R(x,y) .....Vy R(y,y)
61 V x /\y·R(x, y) -+Vy R(y, y)
62 VxVyR(x,y) .... VyR(y,y)
63 /\x R(x, x] .... /\x /\y R(x. y)
64 /\x R(x, x) .... I\x Vy R(x, y)
65 A)I R(x, xl'" Vx /\y R(x, y)
66 /\xR(x,x) .... VxVyR(x,y)
67 V x R(x, x) .... Ax I\y R(x, y)
68 VxR(x,x) ... Ax Yy R{x, y)
69 V x R(x,x) .....V x /\y R(x, y)
70 V x R(x, x) - V xV y R(x, y)
71 /\y R(y, y) --+ A x I\y R(x, y)
72 /\y R(y,y) -I\x VyR{x. y)
73 /\y R(y, y) .... V x /\y R(x, y)
74 /\y R(y. y) .....Vx V y R(x, y)
75 V x /\y R(x, y) -

Lp Formula KWRP

23 V,(P(x) v Q(x») ....N x P(x) v V xQ(x»)
24 (J\x P(x)'" /\x Q(x») .... /\JI.(P(x) -+ Q(x»)
25 (/\ x P(x») IIAx Q(x») -+ ;\x(P(x) 1\ Q()(~}
26 (/\.,. P(x) v /\ xQ(x») .... /\x(P(x) v Q{x»)
27 (V..,.P(x) ....Vx Q(x)} ....Vx(P(x) -> Q(x»)
2.8 N x P(x) 1\ V x Q(x) ....V x(P(x) A Q(x»)
29 (V x P(x) v Vx Q(x») .....V x(P(x) v Q(x») +
30 /\x(P(x) .... Q(x») --+ (/\x PIx)"" V xQ(x»)
31 /\ x(,P(x) --+ Q(x)J .....N x P{x) .... /\ x Q(x») -
32 /\ x(P(x) --+ Q(x») .... (V x P(x) .... V x Q(x»)
33 Vx(P(x)"" Q(x)} .....(J\xP(x) -+ VxQ(x)}
34 Vx(P(x) .... Q(x») .... (VxP(x) .... /\x.Q(x)}
35 V x(P(x) .....Q(X»).....(/\:< P(X) .... /\ xQ(x»)
36 (J\x P(x) ... Vx Q(x») -+ /\x(P(x) .....Q(x»)
37 Nx P(x) _. /\x Q(x») -+ /\x(P(,x) ....Q(x»)
38 (vx pelt) -+ Vx Q(x») .... l\x(P(x) -+ Q(x)}
39 (J\x P(x) ....V x Q(x») -+ V x(P(x) -- Q(x»)
40 N:< P(x) -+ /\70 Q(x») ....Vx(P(x) -+ Q(x»)
41 (/\'1. Ptx) .... /\x Q(x») .....V x(P(x) ....Q(x»)
42 /\x P(x) v V y, P(y)
43 /\x /\y Rtx, y) ...../\y /\x R(x, y)
44 /\x Vy R(x.y) -+ Vy /\xR(x,y)
45 Vx /\y R(x,y) .... /\y Vx R(x,y)
46 Vx VyR(x.y) ....Vy VxR(x,y)
47 /\x ./\yR(x, y) -I\x R(x, x)
48 /\x Vy R(x.y) ...../\x R(x,x)
49 Vx/\yR(x,y)- /\x R(x, x]
50 Vx Vy R(x, y) ...../\x R(x,x)
51 /\x /\yR(x.y) -+ V x R(x, x)
52 /\xVyR(x.y) .... VxR(x,x)
53 Vr. /\y R(x,y) .... Vx R(x, x.l
54 Vx Vy R(x,y) -+ V x R(x. x)
55 /\ x /\y R(x. y) - /\y R(y, y)
56 /\x V y R(x. y) .... /\y R(y, y)
57 Vx/\yR(x,y) -+ /\y R(y, y)
58 VxVyR(x,y)-l\yR(y,y)



241240

Lp Schemat reguly w KRZ W INT w t.3

19 cx -+ 13; "'cx

"13
20 CXAp

p"ct
21 exvp

pYa

22 ex " (13 A y)

(ex " 13) " y

23 ex V (13 v y)

(ex v P) V Y

24 ex; .., ex

p

25 ex-+ 13; p ....y
a-y

26 cx .... P; ex -+ -, P
lex

27 ex- 13; "'ex- 13
p

28 ex -+(13 - y)

13-+ (ex -+ y)

29 a-(p"" y)

(a -+ 13) -+ (a-+ y)

30 a ....(P -+ r); a -+ 13
IX-+y

31 cx -+ (0: -+ (13 -+y»); ex .... (cx- P)
a -+ (<< -+ 'Y)

32 IX-!l;ct- y
ex ..... (P " y)

Lp Schernat reguly w KRZ w INT w L3

6 P
a-p

7 a
, 'ex

8 , "'ex
(l

9 cx.;p

(lAP

10 (lAP
(l

.1 1 IXA~

P
12 IX-+P

P
13 (l V P; lex

p
14 ex v 13;'13

ex

15 ex v 13; ex

113
16 ex -+ 13; (l

13 + + +
17 ex - 13; P

-ex

18 (l-+P;"'P

Itt

•



Lp Schema I w L3 w S4 Lp Schema! w 1..3 w S4

I oa 8 0,«-
« lOa

2 a 9 lOla-
oa Oa

3 Oa 10 Da-
a o(a- p)

4 a 11 013-
Oa D(a .....13)

5 0« 12 Oa
,O,a o (Cl -+ P)

6 Oa 13 013
IO,U o (Cl ..... p)

7 Oia 14 oa
lOa DCa v 11)

Lp Schernat w L3 w S4 Lp Schema: w L3 w S4
15 Oa 26 o(a~ 13>

o (a v 13) 00:-.. OP

16 ocx; 013 27 ott- 013
O(a 1\ pJ 0(1l -. 13)

17 o(a 1\ 13) 28 Oa- 013
oa o (a .....Pl

18 o (a 1\ 13) 29 lo(a 1\ Il)
Oa 10'X 1\ ,013

19 D(a 1\ 13) 30 I 0 (a 1\ 13)
OIX 1\ 013 ,Ott v ,OJ)

20 o (a 1\ 13) 31 ,0(1l 1\ j)
Oav 013 ¢ ,a v 0,13

21 O(Cl- P);n« 32 ,0 (a v 13)
013 10av lOP

22 o (a - Il); 0 a 33 , 0 (tt v 13)

013 -,OIXI\ lOP

23 o(a-l3) 34 ,0 (a _, p)

oa-OI3 01'X 1\ 0-'13

24 o (a -+ f3) 35 a ....13

Ott .....Op a-Oil

Il-op
25 DCa .....13)

,op-Ioa

Spralvd:. czy Jest schemaiem reguly normalttej:

Lp Schemat reguly w KRZ w INT w L3

33 a-+')';p-')'

(a v 13)-+ ')'

34 a-p

'13 .....'tt

35 -,(a - 13)

a 1\ -'13
36 -'(a v Il)

,a v -'13

143242
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Lp Schema! formul Uwa81
. .

1 a-a. TI; prawo rozsamosci
2 a_. (Il .... a.) T2; prawo POPI7.cd7.ania
3 (a -+ (P ....y) .... (a ....fi) ... (a ... y») T): syloginn Fregego

Wykai. ie sq schematami tez KRZ:

Ax. I a -+ (I} -+ Il)
Ax. 2 (a.-+ P) -+ (fi ....y) -> (a -+ y»)
Ax. 3 (a.-> (1\ -+ y») -+ «(\ .... (a --> y)}
Ax. 4 (a ....(a. --> p)}-+ (a..... I\l
A.x. 5 (a. 1\ P) _. a
Ax. 6 (a 1\ P) .... 13
Ax. 7 Ca.....Il) - (a ....y) .... (a --> (Il/\ y»))
Ax. 8 a'" (exv 13)
A.,.. 9 P -t (a v 13)
Ax. 10 (a ... y) .....(p ....y) .....«(aV P) .... y))
Ax. II (Ia-> '113)""(13"" a)

(RO) a. ....13; a.
13

Sclu~maty aksjomat6lv i reguly pierwotne KRZ:

Lp Schemat reguty KWRP Lp Schemat reguly KWRP

1 I\.aa 14 a.-I\
a Aaa --+ /\ap

2 (l 15 /\a(a->Il)

I\. aa. l\.aa. .....l\a~
3 Vaa L6 a- j}--

a. Vaa-. Vaj}

4 ex 17 Va(a -13)
Vaa Vaa-+ Vap

5 I\.aa. 18 /\aa-+ I\.ap

Vaa. /\a(a--+ 1\)

6 'll\.aa. 19 Vaa.--+ VaP

Vala. Va(a.-+ p)

7 'l/\aa. 20 A a(a. /\ 13)
/\ala. I\. a (1. 1\ /\ all

8 /\a la 21 I\.aa 1\ /\all

Il\aa Aa(a. /\ P)
9 /\a'la. 22 /\8«(1. v P)

IVaa I\.aa. v /\ap

10 'lVaa. 23 /\aa
Vala /\a(a v P)

11 IVaa. 24 /\a« v /\ap
I\ala. 1\a(a. v 1\)

12 Vala 25 Va(cx v Il)
'lVaa Vaa.

13 Vala 26 Va(a v 13)
'l/\aa. Vaj}

Lp Schemat regu.ly KWRP Lp Schemat reguly KWRP

27 Vaa. 1\ Vall 32 Vaa. v VaP
Va(a. 1\ IJ) Va(a v P)

28 Va(a. v ~) 33 Aal\.ba.
Vaa. /\bl\.aa

29 Va(a. v IJ) 34 I\a Vba.
Vaa. v Vap Vb/\aa

30 Vaa. 35 Va Aba.
Va(a. v Il) AbVaa

3 I Vap 36 VaVba.

Va(a. v P) VbVaa

Spra\\'dt. czy jesl schematem reguly normalnej w KWRP:
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Lp Schemat Uwagi Lp Schemat Uwagi

1 a; 13 (OK) 2 al\~ 'X1\f3 (OK)

aAf3 a f3

3 a ~ (DA) 4 a. v 13: la a v ~; 113 (OAI

cxvJ3 IXvf3 Il IX

5 IX (RP) 6 IX-- (P - yl (RKom)

a-a 13-+ (a'" y)

7 (X (DPN) 8 I let (OPN)

I,a 0'.

9 ex -+ (~ - y); Ix -+ ~ (PRO) 10 a ....13: J3.... y (RPI)
-

a-r a-ty

H1'kai. ze sa schematami requl wyprowadzalnycn w KRZ:

I la-a
a - lla
(a _. l~)- (~-la)
(a-Il)"" (I~ -+ la)
(Ia ... J3}-+(I~-a)
a -+ ('a ~)
(a - la) lex
(,a- ex)-- a
(a -+~)- (a -+ l~)""la)
a - «a ..... Il) - J3)«a .....~) 1\ ,~) .... la
«a. - J3) .... ex)... tt
a v Ia.
(a -+ ~) -+«y a) -+ (y -+ 13»)
«a. .... ~) - (a. y») (a -+ (J3 -1»)
(a -+ 13) .... ~) «~ ex)-+ tt)
(la-+f3)-(la- 'p) ....a)
(a. - 13) .... « let ... J3) -+ ~)
lea - 13) -+ a
l(et-~)-+l~
a ....(~ -+ (a 1\ ~»)
a_ (a A ex)
(cx 1\ 13)'" (~ A a)
(a 1\ (~ 1\ y») -+ (a 1\ ~) 1\ y)
«a A 13) A y) .... (a 1\ (13 A y»)
(a " (a ... J3»)-+ 13
(a -+ (Il-+ y» - «a 1\ 13)'" y)
«a 1\ 13) -+ y) - (a - (13 -+ y»)
(a -+ ~ 1\ y») (a ... J3) A (a ... y»)
«cc 1\ 13) .... 'Y) «cx A ly) -+ l~)
«a A Iy) .... 113) ... «exA 13) .... y)
(a ... 13) .... «'Y A a) -+ (y A 13»)
lea - 13) -+ (a 1\ If})
(ex 1\ 113) -+ l{a -+ 13)
(a. ... 13) -+ (a ... (~ v y»)
lea v 13) -+ lex
lea. v n) -+ 113
1(0:v J3) ... (la " 113)
(Itt 1\ 113) -+ lea v 13)
ltl -+ l(tl A 13)
I a -+ .., (IX 1\ 13)
(la v lJ3) -+ l(a " 13)
I(a 1\ 13)"" (la v 1f3)

Lp Schemat formul Uwagi

47 (IX v IX) --+ a. prawo idempotencjt dla v
48 (IX v ~)-(Il v IX) prawo przemiennosel dla 1/
49 (IX v (~ v y») -+ (a v Il) v y) prawo IClC7noScJdla v
50 (a v 13)v y) -. (IX v (Il v y») prawo IqC7.nOScidla v
51 (a ....Il) .... (Ia v ~)
52 (1« v Il) -t (cx -+ 13)
53 (IX-+ Il) .... (1v IX) -+ (y v p»)
54 (a - Il) ....(a v y) -+ (~ v y»)
55 (cx ..... 13) - P) -+ (cx V fl)
56 (IX v ~)-+ (IX -+ Il) -+ ~)
57 (1 " (Il v y»)- (IX " ~) v (a " "'/») prawo rozdzielnosci "Iv
58 (IX 1\ J3) v (a A y») - (IX A (~ V y»)
59 (a. v (J3 A y») -. (IX V J3) " (a v r») prawo rozdzlelnosci vIA
60 (a v 13) A (a v y») -+ (a v (13 A 1»)
61 l(a" la) prawo nlesprzecznoscr
62 a v (cc- 13) paradoks implikacjj
63 (a ....~) .v I(~<4 a.) paradoks implikacji
64 (IX v ~ 1\ (a V I ~»)_ a prawo rezolo<..ji

prawo de Morgana
prawo de Morgana

p.rawo de Morgan ••
prawo de Morgana

prawo idempoteocji dla "
prawo pr:zemiennoSci dla "
prawo htanoScl dla 1\

prawo l~cznoSci dJa "
modus ponens
prawo importacji
prawo eksportacji
prawo rozdzielnosei -+/"
slabe prawo tcanspozycji zloz.
mocne prawo transpozycji zloz,

mocny dylemat destrukcyjny
dylemat konstrukcyjny

UwagJ

T 4; mocne prawo podw. negacji
T5; slabe prawo podw. negacji
T6; slabe prawo transpozycji
T7; slabe prawo transpozyeji
T8; mocne prawo transpozycji
T9; pra wo przepetnienia
T 10; slabe prawo Claviusa
T 11; mocne prawo Cia viusa
T 12; slaby dyJemat destrukCYJny
TI3
T 14; modus tollens
Tl5-; prawo Peirce'a
T16; prawo wyl(lczonego §rodka

Schcrnat fonnulLp

246

4
5
6
7
8
9
10
II
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46



249
248

Lp Schemat formul Uwagi

1 a-a 1 I; prawo tozsamosci
2 a - (13-+ a) T2; prawo poprzedzania
3 {ex-+ (P .... y») --+ ({a -+ 13)-+ (a -+ y») 13; sylogizm Fregego
4 ex--+ , lex T 5; slabe prawo podw. oegaCJI
5 (a --+ -, 13)-+ (P -+ I ex) T6; slabe prawo transpozycji
6 (a-Il)-('13"" la) T7: slabe prawo transpozycji
7 (ex-+ la) .... la T 10; slabe prawo Claviusa

8 ex.... {(a -+ 13)--+13) T 13
9 (a--+~) 1\ IP) .... la T 14; modus tollens
10 (ex-+ Il) .... ({y .... 0:) -+ (y .... 13»)
11 (tt .... 11) .... (cx .... y») -+ (11 -+ (13 -+ y»
12 I I lex .... Itt
13 I(a - 13)--+ I ,a
14 l(a .... P) -+ IP
15 a -+ (Il -+ (ex A P»
16 ex-fa A a) prawo idempotencii dla "
17 (tt 1\ Il) -+ (~ 1\ «) prawo przemiennoSci dla "
18 {a " (Il 1\ y») .... (ex" 11) 1\ y) prawo I'lCUlOSCIdla A

19 (a 1\ 11) " y) -+ (a 1\ (Il 1\ y») prawo hlcmosci dla II

20 {a 1\ (a ....~»-+ P nrodus ponens ..
21 (tt -- (13 .... y») -+ (a 1\ P) .... y) prawo rmportaCJI
22 (a 1\ ~) --+ y) -+ (a .... (~ .... y» prawo eksportacJI

Wykai, ze sa schematami tez JNT.

Schematy aksjomatow i requly pierwotne INT.

Ax. I a -+ (I~-+ ~)

AX. 2 (Cl - Il) -+ (~ -+ y) .... (ex.... y»)
AX. 3 (ex-+ (Il .... y») - (~ -+ (a .... y»)
Ax 4 (a .... (a --+~»)--+(ex.... Il)
Ax. 5 (a II Il) .... c,t
Ax. 6 (a A P)-Il
Ax 7 (a"" ~) .....(a -+ y) -+ (ex-+ (~ A y»))
Ax. 8 a -+ (ex v ~)
Ax. 9 P -+ (a v ~
Ax. 10 (a -+ y) .... ~(Il-+ y) .... (ex v Il) .... y))
Ax. II' (a -+ ~) - (a --+ , 11) -- lex)
Ax 12 a -+ (,a -+ P)
(RO) 0: -P; a

f3

Lp Schema! Uwagi Lp Schema! Uwagi

I I tt ....~; ., ~ (MT) 12 tt ....p
'1ex ,p -+ ,ex

13 lex .... ,~ 14 a; ,ex

~ .....tt p

15 ex.... ~; ex... ,~ 16 a- ~;Itt --+ 11
,ex ~

17 all~ (PK) 18 avJl (PA)

~lIa Ilva

19 0: II (11" y) (a A ~) II Y 20 Cl v (~v y) (a v Il) v Y

(a II 11) A Y a II (p II Y) (exv p) v y exv (~v y)

21 a- ~;a ....y 22 a ... Y; 13-+ y

a -+ (~ II y) (a v ~) -+ y

23 ,(a v IJ) 24 ,(ex II P)

la II ,IJ ,et v ,IJ

25 a .... ~ 26 exvlJ

,a v ~ ,a -+ Il

27 ,(a -+ IJ) 28 ,(a II J Il)
a A l~ a--+~

29 a .... p; y -+ 0 30 a --+~; y .... 0-
(Cl A y) --+(~ A 5) (a v y) -+ (~ v 0)

31 a II (~ V y) 32 exv (~ II y)

(Cl II ~) V (a II Y) (a v ~) II (a v y)

33 (a II ~) V (a A y) 34 (0: V ~) 1\ (a v y)
a 1\ (Il v y) exv (P 1\ y)



Ax. 1 ex.... (~-> P)
Ax. 2 (ex-+ P) -+ ((f3 -1) -> (a. ... r)~
Ax. 3 ta.-+ (13- 1») -+ (13 .... (a. -+y)
Ax. 4' (X -4 (a- (tt -+ P»)) -+ (ex-+ (tt -13»)
Ax. 5 (a '/\ 13)'" OJ

Ax. 6 (Ct '" ~) -+ ~
Ax. 1 (u -+ ) -> (0: ... 1) -+ (a-+ (P 1\ y»))
Ax. If IX- (~vP)
Ax, 9 13 ..... (~ v f3)

I

I 251
I

250

Lp Sebema! Uwagi Lp Schtm'at Uwag]

I ~;f3 (D,K) 2 r:J.AP f!1.l\p (OK)

ttl\P u f3

Wykaz, ie sa schematami regul wyprowadzalnych w INT:

Schematy aksjomatow i reguly pierwotne L3:

prawo niesprzecznosci

prawo rozdzielnosci V /1\

prawo rozdzielnosci A / v

\
t,

prawo de Morgana
prawo idempotencji dla v
prawo przemiennosci dla v
prawe -t~cznoscl dla v
prawo i'lCZDOsci dla v

23 (Cl ... (13 1\ y») ~ (ex ... 13) 1\ (a ... '1»)
:!4 (a 1\ 13) -- y} -' (a (\ '1) _, -,13)
25 (ex ..... 13) ... (y 1\ a) - (y 1\ p})
26 I(CX- 13) ..... (I -'Cl 1\ -,13)
27 -, I(a ... 13) ... «(X'" ., , 13)
28 (Cl 1\ -, P) ... ,(cx - 13)
29 (Cl- 13) - (cx... (13 v y»)
30 lea v 13)- ,a
31 'Ca v P)... -,p
32 '(Cl v 13)"'"(la 1\ -'P)
33 (lex 1\ , 13)"'" "l(ex v f})
34 -,0.'" 1(a 1\ 13)
35 ,p ...I(Cl 1\ P)
36 (,av,p)-+-,(a"p)
37 (0; v a.) - ex
38 (a v 13) -- (13 v (X)
39 ((1 v (13 v y») ... (tt v 13) v y)
40 (a. v P) v y) -+ (Cl v (13 v y))
41 ('ex v Il) .....(a ... 13)
42 ('a'" P) -+ (a v 13)
43 (0: -+ P) (ex v y) (P v y»)
44 (a--+ 13) (y v a) (y vii»)
45 (a v 13) -- ((1 -- 13)'" 13)
46 (a (\ (13 v y») -- (a 1\ fi) V (0. A Y»)
47 (a 1\ 13) v (a 1\ '1») - (a 1\ (13 v 1»)
48 (a v (13 1\ y») - (a v P) 1\ (a v '1»)
49 (a v 13) 1\ (Cl v y») .... (ex v (13 A y»)
50 ,(a (\ '(X)
51 1 '(CX v ,a)
52 1 I ",a -+ a)
53 -, -, «ex -+ 13) ... a) -- ex)
54 I I (Itt ... , 13) - (13 - tt»)
55 -,I (a - 13) v (13 - a»)

Lp

prawo de Morgana
prawo de Morgana

prawo rozdzielnosci -/A
slabe prawo lranspozycji zloz..

UwagiSchemat formul
Lp Scbemat Uwagl Lp Schemat Uwagi

3 a a (OA) 4 a v ~; I(X (X V a; I~ (OA)
(Xvi} o.Va

~ 0.
5 a (RP) 6 cx- (13 - y) (RKom)

a-a P-(a- y)

7 a (OPN) 8 Ilia
Iia ,a

9 CX.... (13 ...... 'Y); a -+ P (PRO) 10 0.- 13; P -+ y (RPl)
CX.... y o.-+y

I 1 cx-+ 13; If} (M1') 12 0.-13
10. lP -+ Itt

13 -,«(l-4 ~r 14 a; I~
-, --,0:" -, 13 P

15 0. ~ 13;a -+ -, P 16 I(a v P)
ICX '(1 1\ 113

17 CXl\p (PK) 18 cxvp

J3I\U pYa
(PA)

19 CXA(13 1\ y) (a A 13) 1\ 'Y 20 a v (p v y) (a v 13) v y

(0.1\ 13) 1\ Y CXI\ (13 1\ y) (cxv 13)v y Clv (13 v y)

1

--.
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Lp Schema! Uwagi Lp Schemat Uwagi

1 a;f,l (DK) 2 al\f,l ccl\fi (OK)

<ll\p a p
3 a p (DA) 4 a v fi; .,~ avfi; IP (OA)

avfi ClVP p a

5 CIt (RP) 6 a: .... (fi .... y) (RKom)

f,l-+ct p ....(a:-y)

7 a (DPN) 8 I la (OPN)

,Ia a

9 (l ....(Cl.... (P .... y») (PPRO) LO ex v (p -t y) (OCA)

ct ....(a- p) I:tVP

a-(a ....y) (tvy

Wykai. ie sq schematami requl wyprowadzalnych w L3:

Lp Schemat fonnul Owagi

T I:
o • •

1 a ....a prawo rozsamosci•
2 a -(p ...a) T2: prawo poprzedzama
3 lla .....a T4; mocne prawo podw ncgacji
4 a- 1 a T5; slabe prawo podw. negacji
5 (0: _.. ,f,l) ....(f,l ~ ,a) T6; slabe prawo transpo~cji
6 (a - P) ....( lp"" la) T7. slabc prawo Imnspozycji

T8: "7 (la - P) .... (..,f,l- a) mocne prawo transpozycp
8 a- (11.1-+~) T9; prawo przepelnienia
9 a ....(a -+ P) - P) T 13
10 a .... (lP' .... I(a'" {l» T 17
II ( '10: /\ If,l)- . (a v P) T 18; prawo de Morgana
12 l(IX 1\ p)-(Ia v 1~) T 19; prawo de Morgana
13 (Clv a)- ex T20. prawo idempotencjr dla v
14 (a v Itt) -+ ((a _, (ex.... ~)) .....(a .... P)} T21
15 'ita v 13) - la
16 I(a: V 13) .... I P
11 I(a: v P) ... (1a 1\ 'f.l) prawo de Morgana
18 10: .... l(a 1\ P)
19 I p .... I(a /\ ~)
20 ( 'ex v '13) -. "(a: 1\ P) prawo de Morgana
21 Cl....(a. 1\ a.) prawo idernpotencji dJa 1\

22 (a 1\ P) • (fi /\ !X) prawo przemiennosci dla 1\

23 (ex/\ (P 1\ y)~-. (a: 1\ P) 1\ y) prawo Illcznosci dla 1\

24 ((a 1\ fJ) /\ Y - (cc1\ (P 1\ y») prawo 1'IC"ZnoScidla /\
25 a - (P --- (a 1\ P))
26 ICa .... P) ... a
2; l(o:-P) ... ..,p
28 I(tt -t P) -4 (a: 1\ I ti)
29 (0: v P) -+ (fi v a) prawo przcmiennosci dla v
30 (0: V (P v y)) .... (a v fi) VI y) prawo I!lcznosci dla v
31 (a v p) v y) _ (a: v (P v y» prawo 1~C7,J)oscidla v
32 (0: 1\ (fi V O(» .... (ex 1\ fi) V (a /\ 7» prawo rozdzielnosc! 1\ [v

r
33 (a /\ fi) V (ct /\ y» ....(a /\ (p V y»)

J.t),kai. ie sa schematami tez L3:

Lp Schcmat fonnul Uwagi

34 (a v (fJ 1\ y») .....(a v P) 1\ (a v » pra wo rozdzielnosci v {/\
35 (a v P) 1\ (a v y») -4 (a v (P 1\ y»)
36 (0: -+ P) - (y .....0:) .... (y ... P»
37 (a .... P) -4 (a -+ y» .... (a .....(P .... y»)
38 (a ... P) .... fJ) .... (P .... a) .... a)
39 (a A f,l)-4 'Y) -+ (Cl .... (p -+ y» prawo eksportacji
40 (a - (P 1\ y») .....(a-+ P) 1\ (a ....y» prawo rozdzielnosci -+/ /\

41 (Cl .... P) -+ (y 1\ <X) ... (y 1\ a,)
42 (a .... 13) - (Cl-+ (p V y»)
43 (..,a v P)-(tt .... p)
44 (a -- 13) -+ (Cl v y) .... (P v y)~
45 (Cl....P) ....(y v tt) .... (oy v P)
46 (a .... f.l) .... ~) .... (a v 13)
47 (a v P) .... (Cl- f,l) - a)
48 (a ....p) v (p ....a) paradoks implikacji
49 ..,(a .... ..,et) .... (..,a ....a)
50 (a v ..,a) -+ ,(a 1\ ,a)

A'A. 10 (a .....yl .... ((f.l-. y)-+ «0: v ~) ....y))
,\x. II (let--+ 1P) .... (p .....(I)
Ax. 12' 0: 'V ( lex v {f,lv (..,p V (0: .... P)}))
(RO) a -+ p:a

13

•



Lp Scbemat Lp Schemat Lp Schemat

1 Ott 2 o(a ....13) 3 Ott-
0: 00:- oil ..,0 '0:

Wykai, ze SQ schematami regul wyprowadzalnych w S4:

Ax. 1 a- (P - P)
Ax. 2 (a - P)-+ (P ....y) - (a - y})
Ax. 3 ~a....(P- y») .... (I} ... (a ....y»)
Ax. 4 Cl - (a - Il») .... (a ....p)
Ax. 5 (a 1\ J3)....Cl
Ax. 6 (a 1\ I}) - J3
Ax. 7 (a ... 13)-+ (a ....y) ... (a -+ (131\ y»))
Ax. 8 ex-(<< v J3)
Ax. 9 p-(a v J3)
Ax. 10 (Cl .... y) .... (I} ....y) .... (a v I}) - y))
Ax. 11 (ia- ip) ....(p....a)
Ax. 12" Oct -+ ex
Ax. 13 o(tt ....13).... (Oct .... 013)
Ax. 14 Oct .... oOtt
Ax. 15 0« ....lOIO:
Ax. 16 "'0 ,« ...0«
IRO) u ... j};a (ROd) «-

~ Oa

Schematy aksjomatow i reguly pierwotne S4:

Lp Schemat formul Uwagi

1 a .....0 et T22
2 lOa -+ 0 la T23
3 loa-+ 0 'et T24
4 00:- 0 a
5 o(a" p)-(oa 1\ oP)
6 (oa 1\ oll}-o(a 1\ J3)
7 oa-+ ., 0 la
8 ., 0 'ex .....De
9 o(a- 13)- (0 <1- 0 P)
10 o (0:V P)- (0 avO J3)
11 ( 0 avO Il) -+ 0 (a v 13)
12 10 «(X v 13)- (r 0 a 1\ I 0 13)
13 ( lOa" -, 0 13).... , 0 (a v 13)
14 (oex v Oil) - o(a v J3)
15 o (0: " 13)- (0 0: 1\ 0 Il)
16 o (Cl- ft) _. (00: -+ 0 13)
17 (0 IX .... 0 J3) .... 0 (a - 13)
18 ooa -+ , 0 0 ..,ex
19 , 00 'a- ooa
20 oo-'a-IOOa
21 .,OOtt-oo-'a
22 00 lex- ,ooa
23 -,ooa .... 0 0 la
24 00 "'ex- 'Ooex
25 , 0 oa-o 0 ,ex
26 00 ,ex- ,00 ex
27 "0 Oex- o o r«
28 o o ex.... Oex
29 o o e e-s o«
30 00<1-00000-
31 o o o o e-vo o «

,

Uykai, ie SQ schematami tez S4:
tLp Schemat Uwagi Lp Schemat Uwagi

II 0:-13;..,13 (Mn 12 a~~

,a IP -+ 'a.

13 '0: - ,p 14 a.; 10:

p-a p

15 al\p (PK) 16 avp (PA)

pl\a pva

17 a 1\ (P "y) (a 1\ P)1\ Y 18 a v (Pv y) (a v P)v y

(a " P) 1\ Y a 1\ (P 1\ y) (a v P) v y a v (J3 v y)

19 a- J3;a-+ 'Y 20 a-y;p-y

a -+ (J3 1\ y) (a v P.l-+y

21 ,(a v Jl) 22 a~ll;p-+'Y (RPI)

'~I\'p 1)(-+1

255254
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Lp Schemat fonnul Uwagi

I Aa 'cx -+ ,Vaa T25; prawo de Morgana
2 (\a(ex .... 13)-+ «(\sa .... I\s~) T 26; pro rozkladu A wzgl. ....
3 (\a(a. v (3) - (a v Aap) T27; (gdy a nie jest wolna w ex)
4 !\aa(b/a) -4/\ bd T28
5 (\aa ....Vaex
6 "Vaa.-I\a-,a. prawo de Morgana
7 Va .,a. .... .,(\aa prawo de Morgana
8 ,(\att - Va la prawo de Morgana
9 (\aa. - .,Va ,a prawo de Morgana
10 'Va ,a.-(\aa prawo de Morgana
11 Vaa. -+ ,(\a ,a. prawo de Morgana
12 l(\a ..,«- Vaa prawo de Morgana
13 Aa ,ex .... "I\aa •

14 'Vaa. ....Va-'a
15 (\a(a." p)-«(\aal\ (\al3) prawo rozlcladu A wzgledem "
16 «(\aa 1\ I\a~)-+ (\a(ex 1\ (3) prawe wycillgania(\ przed 1\

17 «(\aa v /\ap) -(\a(a. v P) prawo wyciagania 1\ przed v
18 Va(ex v p)-(Vaa. v Val3) prawo rozkladu V wzgledern v
19 <Vaex v Va(3) -+ Va(a. v 13) prawo wyciaganla V przed v
20 Va(ex" p)-<Vaa 1\ Val3) prawo rozlcladu V wzgledem 1\

21 Aa(a-p)-<Vaa. -+ Va 13)
22 Va(a. .... ~) ....«(\arr. -- Vap)
23 «(\aa.- Va~) ....Va(tt. -13)
24 (Vaa.-I\ap) -+ Va(ex-p)
25 (Vaa.- Aal3) .....(\a(a ....l3)
26 (I\aex " Va~) -+ Va(a. 1\ P)
27 (a..... (\al3) ....(I\aa ....Aa 13)
28 (Vaa~ (3)-. (Va ex- Va 13)
29 (\a (\ba. -I\b (\aex przestawiame kwantyfikatorow

30 Va Vba. ....Vb Vaa. przestawianie kwantyfikatorow
31 VaAb~4 !\bVa« przestawianie kwantyfikatorow
32 Va(d. .... (\a(iJ,)
33 (a -+ (\al3) .....l\a(C'/. -13) I gdy a nie jest wolna w a•

34 (Vaa. .... P) -+ (\ a (a.-+ 13) t gdy a nie jest wolna w l3•

Wykaz, ie sq schematami tez KWRP:

I256

I,
(RO)

o ile a nie jest wolna w a
o ile a tile jest waina w p

(RG) a

r

J

,

Ax. I a ...(13 ... (3)
Ax. 2 (a -+ (3) -+ (13 -+ 1) -+ (a -+ y»
Ax. 3 (a -+ (~ ....'Y») .... (13 -+ (a ....y»
Ax 4 (a .....(a -+ (3»-+ Ca-13}
Ax. 5 (a"~) tt
Ax. 6 (a" (3) 13
Ax 7 (ex__.(3) (a: -> y) -+ (a - CI3 1\ y»)
Ax. 8 ex-+ (a v pJ
Ax. 9 13-+ (a v (3)
Ax. 10 (ex- Y)-+ {(Il -. '1) - (CClv (3) -+ y»)
Ax II (,a -+ '(3) -+ (13 -a)
Alt. 12'" A aa -+ a(alb)
Ax. 13' a ... Vaa
Ax. 14' Aa(<< ....~).,...(a -I\a (3)
Ax. 15' A a(a-+ 13)-+ (Vaa. -+ 13)

Schematy aksjomatow i reguly pierwotne KWRP:

Lp Schemat Lp Schemat Lp Schemat

4 ,,0 .,« 5 a 6 ct-~-
Oa Oa oa-op

7 «-+13 8 o(a 1\ j}) 9 o(a 1\ 13)

0«- O~ oa of3

10 oal\OP 11 0« 12 013
o(cx 1\ ti) o(a v 13) o(cx v til

13 o« v 0f3 14 o (a 1\ (3) 15 o (ex1\ ~)
-

o(Cl v ti) OCl 013

16 o (ex1\ ti) 17 o (exv til 18 Oex

Oa"O~ Oexv 013 o (exv ~)

19 013 20 Oav 013 2) ex-+13 (PRGd)
o (a v 13) o (a v (3) Cl-+ oa

a-+ oP



7 '9..,)

109
110
112
134
147

153
154
156
172
182

5

9
10
11
17
23

29
30
33
49
64

69
70
71
93
102

Rozdzia! ilL Intuicjonjstyczny mchl.lnek zdail
§ 1. J~lc TNT . . • . . . . . . . . • • • . . . •
§2. WartoSciowanJ~ ~. iNT . . . . .. . .
§3. System aksjomatycz:ny 00' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
§4. Twierdzenie 0 pdooSci dla INT .

. .. " . . . . . . .. - . . . . . .
Rozdzia! rv. Tr6jwarto~iowy rachunek zdan LuksslewiC7.a

§ 1. l~yk 1.3 . . . . . . . . . .
§2. WartoSciow~; ~. i3 . . . . . . .. .. , . . . . . . . . .
§3. System alcsjomatyczny 1.3 .:: , .•.•. , ....•...
§'4. Twierdzenie 0 pelnosci dla L3 , .................•. . . . . . . . . .. . . . . . . . . ... .

Rozdzia! V. Modalny racbunelc zdan S4 Lewisa
§1 J

. .. • . .. . .. . . . . • .. .. .. . .
. ~yk S4 .... , .....§2. Warto~lowania w S4 . . . . . . • . . . . . . . . .......•..

§3. System aksJomaryczny S4 :::...... •.•.....•.•......
~4. Twierdzenie 0 pelnosci dla S4 ....• . . . . . . . . . . . . ..•... . . . . . . . . .. . .. . . . . . . . . . .. ..

. . . . . . .. . . . . .. . . . . .

Rozdzial II. Klasyczny rachunek zdan
§ I. J~lc KRZ . . . . . . . . . . . , . . . . . • . . ..•
§2 WartOSciowan'i~ .~ 'KRZ . . . . .
~3. System aksjomatyczny KRZ' ...................•....
§4. Twierdzenie 0 pelnosci dia KRz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .... . .

prz.edmowa . . . . .. . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Rozdzia! 1. Raohunek logiczoy . . . . . .

§1. J~yJc racbunlcu legicznego . . .•..........•.
§2, WartoSciowania ..............•...•.....•
§3. System aksJomary~; . . . . . . . . . . . . . . . . , . . . . . . . . . . ..
§4. Twierdzerue 0 pelnosci . ~ ~ . ~ . . . . . . .. • . . . .. .. . . . . • . . . • ... . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . ..

Spis tresci

\
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,

•I

1
.-1,

Lp Schemat Lp Schemat

1 y\a« 2 IX

!1(a/b) Va«

3 !\a(Il"" 13) 4 1\3(<<- 13)
!\aa ....I\ap

I

Vaa. .... Vap

5 I\a(a " 13) 6 Va(a v p)
!\aa " I\ap Vaa v Vap

7 lJ\sa s "'Va(/.
Va ,a I\ala.

9 Il....p IQ a-p
a me jest wolne w a a nie jest wolne w p
a-I\ap Vaa-p

"ykai. ze sq schematami regul wyprowadzalnych w KWRP:

tp Schemat f"'rmul Uwagi

35 Va(a .... p)-+(a- yap) I gdy a rue jest wolna w a

36 (i(X ..... Yap) -. Va(a .....13) I gdy a nie jest wolna VI IX•

37 Va(a _+ PI_. (!\aa -+ 13) I gdy a me jest wolna w p•

38 (!\aa. .... (3) - Va(a-+ (3) ! gdy a nie Jest wolna w 13

39 !\a(a. " 13) -+ (0: " I\ap) I gdy a nie jest wolna w a•

40 !\ a(o: " 13)-+ (/\ aCl " 13) I gdy a nic jest wolna w P
41 Va(<< " P) --+ (0: ", VonPl I gdy a nie Jest wolna w ex

42 (0:" Vap}-+ Va(a " 13) I gdy a nie jest wolna w IX

43 Va(Cl" P) -+ (VaCl " P> ! gdy a nie jest wolna w 13

44 (VaIX " 13) .... Va(a. 1\ 13) I gdy· a me jest wolna w 13

45 (0: v !\ap)- !\a(a. v 13) I gdy a nie jest wolna w IX•

46 !\a(a v (3)"" (!\aa v 13) I gdy a nie jest wolna w p•

47 (Aaa v (3) - !\a(fJ. v 13) J gdy a nie jest wolna w P
48 Va(a. v 13) _. (a v Yap) I gdy a nie jest wolna w 0:·
49 (a v Yap) - Va(a v ~) I gdy a pie jesJ wolna w ex·
50 Va(a. v 13)-+ (Vaa v 13) I gdy a rile jest wolna w p
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